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1 INTRODUCTION

1. Vérifier que la fonction
z — Ig(z)

est partout discontinue.

Solution. Quel que soit zg, on a

liminf Ig(z) =0, limsup Ig(z) =1

=0 T—T0

en s’approchant de x(y suivant des points irrationnels ou des points
rationnels respectivement.

2. Déterminer ’ensemble des points de continuité de la fonction
z — zlg(x).
Solution. La fonction xlg(x) est continue en zg si et seulement si
xg = 0. En effet, la continuité en xg = 0 découle de I'inégalité
|z lg(z)| < |zl
D’autre part, si g > 0, on a

liminf xlg(x) =0, limsupzlg(z) = o

L—T0 T—T0
alors que, si g < 0, on a

liminf z lg(x) = z¢ , limsupzIg(xz) = 0.

r—T0 T—T0

3. Déterminer les ensembles Ej, associés a la fonction Ig.

Solution. Pour chaque m € N ={1,2,3,...}, on a

Eh=Q°,FE,=Q et E,=0 si 0<k<m.

2 ENSEMBLES MESURABLES

1. Montrer que tout recouvrement d’un ensemble X C R compact (fermé
et borné) par des ensembles ouverts contient un sous-recouvrement

fini.



Solution. Soit {O4}aeca un recouvrement ouvert de K. Si K C [a,b],
les intervalles ouverts dont se composent les ensembles ouverts K€ et
O, forment un recouvrement de [a,b]. Si {I1, I2,...,I,} constitue un
recouvrement fini de [a, b] par certains de ces intervalles, au plus n des
ensembles O,, pourront étre choisis de fagon a recouvrir K.

. SiECRetkeR,
kE={y|y=kx, x€ E}.
Montrer que \*(kE) = |k|\*(E).
Solution. Si k = 0, on a bien, avec la convention faite, que
X-({0}) = 0 X*(B).
Sik >0,

kEQU]an,bn[}
:kinf{z (11 bn—% an> ‘EQU}I:E an,% bn[} = kX(E).

n

N (kE) = inf {Z(bn —ay)

Si enfin £ < 0,

N (kE) = inf {Z(bn —ay)

n

=k mf{z <; an — % bn> ‘E < ]% bn% an[} = k| \Y(E).

n n

. Soit p* : P(R) — [0, +o0] la fonction définie par
w*(E) = sup{(b— a) | Ja,b] C EV.

Cette fonction est-elle monotone ? invariante sous translation ? Préserve-
t-elle la longueur des intervalles ? Est-elle sous-additive ?

Solution. Il est évident que la fonction p* est monotone, invariante
sous translation et qu’elle préserve la longueur des intervalles. Elle
n’est cependant pas sous-additive comme le montrent les relations

[0,1] = ([0,1/4] + [3/4,1]) + [1/4,3/4]
et
pi([0,1]) =1>1/441/2 = p* ([0, 1/4] + [3/4,1]) + p"([1/4, 3/4]).



4. Répondre aux mémes questions si la fonction p* est définie par

w*(E) = card(EZ).

Solution. Les propriétés de la fonction A — card(A) montrent que p*
est monotone et sous-additive mais elle n’est évidemment pas inva-
riante sous translation et elle ne préserve pas la longueur des inter-
valles.

5. Montrer que, si £ C R est mesurable et £ € R, ’ensemble kE est
mesurable.

Solution. Si k = 0, kE = {0} est mesurable. Si k # 0,

N (A KE) + X (A (kE)®) = \*(A kE) + \*(A KE°)

1 1
=N (k- AFE)+X(kAE"
(k5] x (rpae)

1 1
=kl (X' (-AF N —A E°
(o (ja2) < (4 27))
* 1 *
= |kl A <kA> = \*(A).
6. Montrer que tout ensemble mesurable borné est de mesure finie. La

réciproque est-elle vraie ?

Solution. Si £ C [- K, +K], alors A(F) < 2K. La réciproque est fausse,
comme le montre ’exemple de ’ensemble non borné

—+00

1
k=1
de mesure finie
+o0 1
k=1

7. Un ensemble de mesure nulle peut-il étre ouvert ? Doit-il étre fermé ?

Solution. Puisque

A (Z ]ak,bkz[) = (bx — ar),
K

k
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le seul ensemble ouvert de mesure nulle est ’ensemble vide. Un en-
semble de mesure nulle n’est d’autre part pas nécessairement fermé,
comme le montre ’exemple de ’ensemble Q.

. Soit € > 0 donné. Construire un ensemble ouvert E de mesure A\(F) < €
qui soit dense dans R (c’est-a-dire tel que tout nombre réel puisse
s’écrire comme la limite d’une suite de nombres appartenant a E).

Solution. Soit Q = {ry,72,rs3,...} une énumération des nombres ra-
tionnels ( par exemple, {0,1,—-1,1/2,—-1/2,1/3,—-1/3,2/3,...} ). L’en-
semble

€ €
E=]J - el a1
k>1

possede les propriétés requises puisque qu’il contient Q et que
AME) <e.
. Montrer qu’'un ensemble £ C R est mesurable si et seulement si a

chaque € > 0 correspond un ensemble ouvert O, C R tel que £ C O,
et que \*(OE°) < e.

Solution.
Cas ot \*(F) < +o0.
Soit O, un ensemble ouvert tel que E C O, et que

AMOe) < N(E) +e.
Si E est mesurable, on a
AMOe) = X (E) + A(OcE) > MOe) — € + A" (OE")

et donc
A (O.E) < e.

Réciproquement, considérons I’ensemble mesurable

G = () O
neN
Alors G = E+ N ou A*(N) = X*(GE€) = 0. Donc E = GN°€ est
mesurable.
Cas ot \*(F) = +oc.



10.

Posons I, = | —n,n[, E, = EI,. Alors \*(E,) < +00. Si O est un
ensemble ouvert tel que E C O et \*(OE€) < ¢, on a

A (OILES) = N (OI,E°) < e

et E,, est mesurable, donc
E=|]JE,
neN

I’est aussi. Réciproquement, si E est mesurable, chaque ensemble E,
I’est. Si donc O, est un ouvert tel que

€
2m+1 ’

0= ] Om,

meN

A (OmES) <

on aura, en posant

que

A (OES) = \* ( U N omEg> <D N(OmES) <«

meN neN meN

Montrer qu'un ensemble £ C R est mesurable si et seulement si on
peut I’écrire comme la réunion disjointe d’un ensemble de mesure nulle
N et d’un ensemble qui est une réunion au plus dénombrable d’en-
sembles fermés Fj, :
E=N+|]JF.
k

Solution. La condition est évidemment suffisante. Elle est aussi nécessaire
car si O, est un ouvert tel que £° C O, et

1
nE O
AMOpE) < -

en considérant ’ensemble fermé F;,, = Of, on aura F,, C E et
. 1
MFEE) < e
On aura donc

E=|JF.+N
neN



11.

12.

)\(N)_)\<E (nLGJN Fn>> _A<TQN FﬁE) = 0.

Soit p : £ — [0,400] une fonction additive. Montrer qu’ elle est
nécessairement croissante et sous-additive.

Solution. Si F C F', on a I' = F 4+ FE€ et donc, par additivité,
p(F) = W(E) + p(FE®) > p(E).

(Si u(@) # 0, p = 400 et I'énoncé est trivial). Donnée une suite
quelconque d’ensembles mesurables E1, Fo, E3, ... , considérons les en-
sembles F = E1, Fy = EQ B, F3 = E3ESEY, . .. Ils sont mesurables et
disjoints donc, par additivité,

u (U En) = <Z Fn) =3 uFa) > p(Ey).
Soit p : £ — [0, +0o0] la fonction définie par

(E) = 400 si E est infini
)= card(E)  si E est fini.

Montrer que p est additive et invariante sous translation.

Solution. Que la fonction p soit invariante sous translation est clair.
Soient F1, Fo, E3, ... des ensembles mesurables non vides deux a deux
disjoints. Si 'un d’eux est infini, ainsi en est-il de leur réunion et donc

on a bien
i (Z En) = ZM(En) = 400

dans ce cas. Si tous les ensembles F,, sont finis, leur réunion est finie
s’ils sont en nombre fini et elle est infinie sinon. Dans le premier cas,

K <Z En) = Z.“(En) < +00

et dans le deuxiéme

p (Zn: En> = u(Ey) = +oo.



13. Soit {Ey}x une suite décroissante,
E12E 2D FE32D -,

d’ensembles de mesure finie. Montrer que

+oo
lim AE,) = A E. .
Jim A(Er) (p >

L’hypothese « de mesure finie »est-elle essentielle 7

Solution. Si n > 2, considérons les ensembles croissant F,, = EjEf.
Alors

o= (U <3 () 2

n>2

Toutes le quantités impliquées étant finies,

AEL) = MEp) + A(F)

entraine
AF,) = MEy) — A(Ey)

et

AE) =M (VEu| +X| B ([ En)*

n>2 n>2

entraine

ME ((E) | =ME) =M [ En

n>2 n>2

Par suite,

nEEPQJA(ELJ =A rw EM
n>1
L’hypothese A\(E7) < 400 est essentielle comme le montre 1'exemple
des ensembles E,, = [n,+o00| de mesure infinie et d’intersection totale
vide.



14. Une fonction p : £ — [0, +00] possede la propriété d’additivité finie si,
pour toute suite disjointe finie {Ej }1<p<n,

N N
OSENES oM
k=1 k=1
Montrer qu’une fonction
p: £ — [0, 400]

est additive si et seulement si elle continue et possede la propriété
d’additivité finie.

Solution. Il suffit de voir que les propriétés d’additivité finie et de
continuité conjuguées impliquent la propriété d’additivité. Cela suit
des égalités suivantes, la premiere découlant de la continuité et la
deuxieme de ’additivité finie :

+o00 n n +o0o

3 FONCTIONS MESURABLES

1. Soit f : E — R une fonction. Montrer qu’elle est mesurable si et
seulement si les ensembles

{z | f(x) >r}
le sont pour tout r € Q.

Solution. Cette condition est évidemment nécessaire et elle est aussi
suffisante parce que tout nombre réel o peut s’écrire comme la limite
d’une suite décroissante de nombres rationnels r,,. On a

{z| f(z) > a} = J{z| fl@) > ra}.
n
2. Vérifier les relations suivantes :
Igp =1glp, Ip+r = 1p+1lr, Ipur = le+lr—Igr, Iy g, =suplg,.

Solution. On a par exemple que I ; f, (z) = 1si et seulement s’il existe
n € N tel que x € E,, ce qui est vrai si et seulement si suplg, () = 1.



. Soit f: (a,b) — R une fonction monotone. Montrer qu’elle est mesu-
rable.

Solution. L’ensemble {z | f(z) > a} est un intervalle.

. Soient f : R — R une fonction mesurable et g € R. Montrer que la
fonction & — f(x + xg) est mesurable.

Solution. On a
{z| flz+z0) >} ={y| fly) >a}— 0.

. Soient f : R — R une fonction mesurable et £ € R. Montrer que la
fonction x +— f(kx) est mesurable.

Solution. Si k = 0, la fonction résultante est constante donc mesurable.
Sinon,

o flke) > a} = 1y | 1) > .

. Soit f: (a,b) — R une fonction admettant une primitive (c’est-a-dire
telle qu’il existe une fonction F' : (a,b) — R dont elle est la dérivée :
f = F'). Montrer qu’elle est mesurable.

Solution. Soit f(z) = F'(z). La fonction dérivable F est mesurable et

. 1
flx) = nEIilmn (F <x + n> — F(x))
est mesurable comme limite de fonctions mesurables.

. Soient £ C R un ensemble de mesure finie et f : E — R une fonction
mesurable. Montrer qu’a chaque € > 0 correspond N € N tel que

Mz | |f(z)] > N} <e.
Solution. On peut écrire que
“+oo
E=Y{o|(n-1)<|f(@)] <n}
k=1

La série

+oo
Y Az [ (n=1) < |f(2)] <n})
k=1



étant convergente, il existe N € N tel que
Az [ (n—1) < |f(@) <n}) <e
k>N

c’est-a-dire tel que

Az [N =1<[f(o)]}) <e

8. Montrer que toute fonction mesurable est limite simple d’une suite de
fonctions mesurables étagées.

Solution. Décomposons la fonction suivant ses parties positives et négatives :

f=f—f

Si les fonctions mesurables positives étagées ¢, croissent vers f et les
fonctions mesurables positives étagées v, croissent vers f_, la fonction
mesurable étagée ,, — 1, converge simplement vers f.

9. Montrer que toute fonction mesurable bornée est limite uniforme d’une
suite de fonctions mesurables étagées.

Solution. On a
f= lim ¢,

n—-+00

n2"

kE—1
Pn = Z mn ]IEHJC
k=1

et la convergence est uniforme en vertu des inégalités :

1

4 INTEGRATION

1. Soit f € £Y(R). Montrer que, pour tout xg € R, la fonction z +
f(x 4 zp) est intégrable et

+o0 +o0
flx + o) do = f(z) dz.

Solution. La mesure étant invariante sous translation, la relation

]IE(ac + ZE()) = ]IE—zo (ZC)

10



montre que ’énoncé est vrai si f = I[g est la fonction indicatrice d’un
ensemble mesurable, donc, par linéarité, si f = ¢ est une fonction me-
surable positive étagée, donc, par convergence monotone, si f est po-
sitive, donc enfin, encore par linéarité, si f est une fonction intégrable
quelconque.

. Soit f € £Y(R). Montrer que, pour tout k¥ € R, k # 0, la fonction
x — f(kx) est intégrable et

J:o f(kx) dx = |;|/J:O f(z) dx.

Solution. Les relations
1
Lo(kz) =T p(z) et A <kE> =0

montrent que la relation est vraie successivement pour une fonction in-
dicatrice, pour une fonction positive étagée, pour une fonction positive
et pour une fonction intégrable.

. Soit f € £1(E). Montrer que, quel que soit € > 0, on peut trouver une
fonction mesurable étagée ¢ telle que

[1r=dl<e

Solution. Toute fonction mesurable positive est la limite d’une suite
croissante de fonctions mesurables positives étagées. En vertu du théoréeme
de la convergence monotone, il existe deux fonctions mesurables posi-
tives étagées ¢ et ¥ telles que l'on ait

/E(f+—so)<; et /E(f—¢)<;

[1r=@-vl=[ 15+ -0 - (- vl <e
E E

Alors

. Soient f € £Y(E) et g : E — R une fonction coincidant presque
partout avec f. Montrer que g € £'(E) et que [, 9= [}, f-

Solution. Soit N C E un ensemble de mesure nulle & 'extérieur duquel
f et g coincident. Alors

/|g|=/|g|+/ |g|=/ ] < 400
E N ENc ENc

11



/Ef_/Eg_/E(f_g)_/ENC(f_g)_O.

. Obtenir la propriété de continuité de la mesure a partir du théoreme
de la convergence monotone.

Solution. Soient £, des ensembles mesurables qui croissent vers E = | J,, Ep.
En appliquant le théoreme de la convergence monotone aux fonctions
fn = 1g, qui croissent vers f = Ig, on obtient la propriété de conti-
nuité de la mesure : la mesure de E, ( fjoooo fn) croit vers celle de

Jr
E(J°3 ]
. Déduire le théoreme de la convergence monotone du lemme de Fatou.

Solution. Si les fonctions mesurables positives f,, croissent vers la fonc-
tion f sur F, le lemme de Fatou entraine

/E /Ehm1nffn<hm1nf/fn /f

. Montrer que l'on peut avoir inégalité stricte dans le lemme de Fatou.

Solution. Soit E C [0, 1] un ensemble mesurable tel que 0 < A(E) < 1.
Soit
| Ig si n est pair
fn(@) = { ljo,yge  si n est impair .

Alors

1 1
/ liminf f, =0 liminf/ fo=1nf {AN(E),1 - X(E)} > 0.
0 —TeeJo

n—-+oo

. Le lemme de Fatou reste-t-il vrai si on y remplace lim inf par lim sup ?
Solution. Non. Pour les fonctions de ’exercice précédent,
1 1
/ limsup f, =1, limsup/ fn=sup {A(E),1 = X(E)} < 1.
0 n—+oo n—-+oo J0

. Soit
fa(z) = ne "l

Vérifier que, pour tout x # 0,



10.

11.

Calculer ensuite
—+o00

lim fn(l') dx.

—
n—-4o00 — oo

Solution. La fonction exponentielle croissant plus vite que toute puis-

sance de son argument,

lim ne ™*l =0 si z#0.
n—-+o0o

Cependant 'intégrale

+oo “+o0o
/ ne "l dg = 2/ e ™ ndx =2
—00 0

ne tend pas vers 0.

Vérifier que les fonctions

1
nziﬂ n
fo= 1 Lo

convergent vers 0 uniformément sur I’axe réel. Calculer ensuite

—+00

lim fn-
n—-+o00 — o0

Solution. On a .
sup{fn(z) |z € R} = —

—
—+o0
/ fn =n
—Oo
tend vers +oo.

Soit f € £Y(R). Montrer que

Cependant 'intégrale

lim f=0.

=400 Jig|>n

Solution. En vertu du théoréme de la convergence dominée,

+o00
lim f= lim I _pm) cf =0.
oo

n—-+00 |$|>n n—+oo J_

(La fonction majorante est |f].)

13



12. Soit f € £Y(R). Est-il nécessairement vrai que

lim f(z) =07

|z| =400

Solution. Non. Voici un exemple d’une fonction continue dont le graphe
est constitué de segments de droite (en nombre infini). Soit

+oo
[ = an
n=2

ou

4 1 : 1
n a:—n+f3 sin—=<x<n

n n

) = 1 .

ful@) nt n+-—-—x sin<z<n+4+ L
n n

autrement.

Alors

+oo oo 1
/ fzzﬁ<+oo, limsup f(z) = +o0.

T——+00

Remarque : on a bien entendu

liminf |f(z)| = 0.

Tr— 400

13. Soit f € £}(R). Déterminer

“+00

lim f(z)sin" z dx.
n—+oo J_

Solution. En vertu du théoréeme de la convergence dominée (fonction
majorante : |f|), on a

+o0

lim flx)sin"x de =0
n—-+00 — 0

car

lim sin"x =0 presque partout sur R.
n—-+00

14



14. Calculer

15.

lim (1 i f)" e 2 dy.
0

n—-+oo
X n
n
croissent vers la fonction e* donc les fonctions

T\" _o,
]I[O,n] (14—;) e 2

Solution. Les fonctions

croissent vers la fonction e™*. En vertu du théoréme de la convergence
monotone ou en vertu du théoréeme de la convergence majorée,

n

n +oo
lim (1 + E) e 2 dy = / e Tdx = 1.
0 0

n—-+4oo n

Montrer que

bgin

lim dr existe

b—+co Jg T

/+Oo
0

Solution. En intégrant par parties,

/b sinx dx:—COSb—/b cos2x g
/2 L b /2 L
de telle sorte

. bging /2 gin x T cosx
lim dx = dr — — dx.
b——+o0 0 X 0 T

puis vérifier que

sinx
dr = 4o0.

x

D’autre part, si 'on avait

/+Oo
0

T gin? ¢
dr < +00
- T

sinzx

dr < +00,

x

on en déduirait que

15



16.

17.

donc que

ce qui entrainerait

o0 dr T cos? & o0 gin? ¢
— = dr + dxr < 400
/2 L w/2 Z w/2 T

ce qui est absurde.

Soient f, : £ — R des fonctions mesurables positives qui décroissent
vers une fonction f: F — R. Montrer que

Jim [~ f

pourvu que f; soit intégrable. Cette derniére condition est-elle indis-
pensable ?

Solution. On applique le théoreme de la convergence monotone aux
fonctions g, = f1 — fn. On obtient

im [ (f - f) = /E 1)

n—-4o00 E

Jor=m [~ n- ]

ce qui permet de conclure. L’hypothése que f; soit intégrable est es-
sentielle comme le montre I'exemple des fonctions f, = I, o[-

donc

Soient f, : E — R des fonctions intégrables qui croissent vers une
fonction f : E — R. Montrer que

Jim [~ s

pourvu qu’il existe K € R tel que

[ <k

16

pour tout n € N.



18.

19.

Solution. En vertu du théoréme de la convergence monotone, on a

lim mffﬁzéu—m

n—-+o00 B

Jim [r= [ 5= [
[u-m=x-[n

Ainsi les fonctions f — fy et f = (f — f1) + f1 sont intégrables et

Ju-m=[s-[n

ce qui permet de conclure.

donc

On en déduit que

Soient f,, : F — R des fonctions mesurables positives qui convergent
vers une fonction f : £ — R de telle sorte que f, < f pour tout n € N.

Montrer que
lim / fn= / I
n—+oo @ E

Solution. En vertu du lemme de Fatou,

/f:/hmmffn Shmlnf/ In glimsup/ In S/f
E g n—+oo n——+00 n—+oo JE E

Soient f,, : E — R des fonctions intégrables telles que |f,| < g pour
tout n € N ot la fonction g : F — R est intégrable. Montrer qu’alors

/ liminf f, <lim 1nf/ fn <lim sup/ fn < / lim sup f,.
E oo n—+00 n—+oo JE E n—+oo
Solution. En vertu du lemme de Fatou,

/ g+/ hmlnffn = / (g + liminf f,) —/ liminf(g + fp)
E E n—-400 E n—-400

n—-+oo

< liminf/(g—l—fn) = liminf(/ g—l—/ fn) = / g+11m1nf/ fn
n—+oo | n—-+00 E E n—-+00

ce qui montre que

1 ffn<1 f n-
f mint £ < it | 7

17



En remplagant f,, par —f, dans ce raisonnement, on obtient

/Eliminf(—fn) Slggirolg/E(—fn)

n—-4o0o

c’est-a-dire

limsup/ In S/limsupfn_
n—4+oo JFE E n—+4oco

20. Soient f, : E — R des fonctions mesurables qui convergent vers
une fonction f : £ — R, g, : £ — R des fonctions intégrables qui
convergent vers une fonction intégrable g : F — R et supposons que
| frn| < gn pour tout n € N. Montrer que dans ce cas

lim /fn:/ f pourvu que lim gn:/g
n—+oo Jp E n—+oo @ E

Solution. En vertu du lemme de Fatou,

/nminf<g+gn— = ful snmmf/<g+gn— 1 = ful
En—>+oo n—-4o00 E

[t ([ o+ [0 [0
E 7’L*> oo
c’est-a-dire

/29</g+ lim gn—limsup/]f—fn]

timsup [ 17 = f,] <0
E

donc

et

n—-+00
ce qui permet de conclure.

21. Montrer que

Solution. En intégrant terme & terme une série de fonctions positives,

too 4 too T +o00 +o0
/ dr = / —— dx = / xe Z e M dy
0 et —1 0 1—e* 0 =0
— —(k+1) S 1 l S
= Tdr = / ye ¥ dy = —.
DA 21 2

18



22.

23.

x .t

Montrer que, quel que soit ¢ > 0, la fonction 2 — e~%2!~! est intégrable

sur [0, 4o00].

Solution. Puisque la fonction exponentielle croit plus vite que toute
puissance de son argument, a chaque ¢ € R correspond A; > 0 tel que

A
e_xa:tg—; si x>1
z

de telle sorte que

+oo +oo At—l
/ e Tt dt < / 5— dr < +00.
1 1 T

D’autre part,
1 1
/ et dp < / —— dr < 400
0 o T

Justifier la dérivation sous le signe intégral :

puisque t > 0.

d

+oo +oo
— et de = / e Tzt ogx du.

Solution. On a, en vertu du théoreme des accroissements finis,
e—a:l,t-‘rh-l-l o e—th—l

h

b —1

h

f:r‘rtfl

=€

‘ = e Tgttle (t)hfl\ log x|

ou 0,(t) € [0,1]. Puisque le logarithme croit plus lentement que toute
puissance de son argument, a chaque p > 0 correspond B, > 0 tel que

logy < Bpy’si y>1

donc que
|logy| < Byy *si y<1.

On en déduit que

efzxt+h+1 _ efxxtfl
<
h

Ble_ma;?’t/2 siz>1
Bt/4e_xxt/4_1 siz <1

des que |h| < t/2. Cette derniere fonction étant intégrable sur [0, +o00],
le théoreme de la convergence dominée est applicable.
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5 ESPACES DE LEBESGUE

1. Soit ¢ : (a,b) — R une fonction convexe. Montrer par récurrence sur
n que, quels que soient x1,x9,...,z, € (a,b) et a1, ag,...,an €]0,1]
telsque a; +ag+ -4+ a, =1,0n a

¢ <Z ak?%) <> ad(zy)
k=1 k=1

(Inégalité de Jensen).

Solution. Le cas ou n = 2 est exactement la définition de convexité.
Supposant la formule pour n termes, on aura

n

n+1
o (Z Oékl"k) =9 ((1 — Qi) Z #ﬁk + Oén+133n+1>
k=1

11—«
=1 n+1

n

< (1= ant1)o (Z ak@e) + an+19(Tn+1)

ol ann

n n+1

<¢ (Z akl'k:> +an1¢(Tnt1) = Y apo(zy)
k=1 k=1
2. Obtenir I'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique
de n nombres positifs a1, as, ..., an,
n 1/n 1 n
a < -
(Mo) <i3w
k=1 k=1

en y précisant les conditions d’égalité.
Solution. L’inégalié a vérifier équivaut a
I 1 o
- 1 < -
- Z ogay < log (n Zak)
k=1 k=1

et suit donc de la concavité du logarithme et de l'inégalité de Jensen.
Comme le logarithme est une fonction strictement concave , c’est-a-
dire que

log(azy + (1 — @)z2) > alogz; + (1 — a) log zg
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si 1 < ary + (1 — a)xe < xo (parce que sa dérivée est strictement
croissante), on ne peut avoir égalité dans I'inégalité précédente que si

a1 = ag =+ = ap.

. Soit ¢ : (a,b) — R une fonction convexe dérivable. Montrer que son
graphe y = ¢(x) est entierement situé au-dessus de n’importe laquelle
de ses tangentes y = ¢(z0) + ¢'(x0)(z — o).

Solution. On a vu que si z1 < 3,

¢/(x1) < M < (;5/(332)‘

T2 — I

Si x > xq, I'inégalité
¢(x) > d(zo) + ¢'(20)(z — 20)

en découle en choisissant 1 = g et xo = x dans l'inégalité de gauche
alors que si x < xg, elle suit de 'inégalité de droite en y faisant 1 = x
et 9 = xg.

. Discuter le cas d’égalité dans I'inégalité de Holder (lorsque 1 < p < +00).

Solution. Si ||fg|l1 = || fllpllgllg, il faut nécessairement que
[f(z)g(x)] _ 1 (!f(fﬂ)|>p+1 <|g($)l>q
Ifllpllglle 2 \ 1S llp q \ llgllg

presque partout sur E donc, étant donnée la concavité stricte du lo-

garithme, que ) .
() - (5r)

presque partout sur E. Cette condition est évidemment suffisante.

. Soient 1 < p,q,r < +00 des nombres tels que
1 1 1

+ -+
p q T

et
feLP(R),ge £YR),h e £"(R).

Montrer que fgh € £'(R) et que

Ifghlls < I fllpllgllqlAll:-
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Solution. Appliquant I'inégalité de Jensen avec n = 3 au logarithme
puis passant aux exponentielles, on obtient

« « «
] x5?xs? < apry + aowe + azxs.

Le choix

_ P _

R TR
P
puis une intégration sur F conduisent au résultat.

. Montrer que, si f € £°([a,b]),

_ gl 1 _ | 1

To = —— ,09 = T3 = a3 =
P’ lgllg q’ 1]l

1Flloo = Lim ]Iy

Solution. On a évidemment

b 1/p
(/ ’f”’) < [ flloo(b — )7

limsup || fllp, < || f]loo-
p——+400

donc

D’autre part, soit

E=A{z[|f(@)]> (flle — )}
Alors A(E) > 0 et

([ ) s (fr)" 2 (1 —arm

Par suite,
.. > ‘
ll}m_&nf 1 fllp = 11 flloo

. Soient f € £P([0,+00[ ) et g € £9([0,+00[ ) ou 1 < p,q < 400 sont
conjugués. Calculer

1
lim —
T—+oo T’

T
/ F(s)g(s) ds.
0
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Solution. Puisque

T T 1/p T 1/q
p q
‘/o sol < (L) ([ o) < sldal

. 1
lim —
T—+oco T

on a

T
/ £(s)g(s) ds = 0.
0

. Soit f : [0, A] — R une fonction s’annulant & l'origine et admettant
une dérivée continue. Montrer que, quel que soit p > 1, on a

A
I £llp < WHf’Hp‘

L’égalité est-elle possible ?

x x 1/p
[ roal< ([Crora) o
0 0
de telle sorte que

A A A
! /
/0 \f<x>rpd:c</0 If(t)lpdt/o P/

A
1fllp < ||f’||pm-

Solution. On a

[f ()] =

et

L’égalité aura lieu si et seulement si f(x) = cx et p = 4o0.
. Montrer que £3(R) ¢ £1(R) et que £([0,1]) € £2([0, 1]).
Solution. Par exemple,

1
1+ |z

e £2(R)\ £4(R)

et
e £1((0, 1)\ £%([0, 1))

-
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10. Discuter le cas d’égalité dans I'inégalité de Minkowski (lorsque 1 < p < 400).

11.

12.

Solution. Si [|f + gllp = [[fllp + [lgllp, il faut que [f +g| = [f] + |9
presque partout sur F et que

Il o 9l
|f + 4 \f + gl

soient constantes presque partout sur E. La premiere condition en-
traine que f/g > 0 presque partout sur E et la seconde, que |f/g| est
constante presque partout sur E. Ainsi il faut (et il suffit, bien str)
que f/g = ¢ > 0 presque partout sur E.

Soient f,g € £2(FE). Montrer que

1
IF15 + llgll3 = S (1f + g3 + 11f = gll3)
(identité du parallélogramme).
Solution. On a

If+al3+f—gl3=<f+g.f+g>+<f—-g.f—g>
=fl3+2< f.g>+lgll5+fI5—2< f.g>+|gll3-

Soit 0 < p < 1. Montrer que si f,g € £P(E), alors f + g € £P(E) mais
que l'inégalité
1f +gllp < [Ifllp + gl

n’est plus nécessairement satisfaite.

Solution. On a

[f+ 9l < (IF1+19])P < (2supf[f], [g1})? < 2°([f1” + [9/”)

de telle sorte que

1+ gllp < 2°C1F15 + lgllp)-

Cette inégalité peut devenir une égalité, par exemple, dans ’espace
£1/2(]0, 1]), pour les fonctions

J=To1/2) et g=1I11).
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13. On considere les fonctions f, : [0, 1] — R définies par

2By si 0<z<1/(2n%)
fo(x) =< 2081 —n%) si 1/(2n%) <z <1/n®
0 si 1/n*<z<1.

Montrer qu’elles convergent vers 0 en chaque point = € [0, 1]. Déterminer
les valeurs de p pour lesquelles elles convergent au sens de £7([0, 1]).

Solution. Quel que soit z €]0, 1], on a

fn(z) =0 des que n >

/1 fp B np,@—oz
o " pt+l

ce qui tend vers 0 si et seulement si p < /.

pl/a’

D’autre part,

14. On dit d’une suite de fonctions mesurables f, : £ — R qu’elles
convergent en mesure sur F vers une fonction mesurable f : F — R
si, quel que soit § > 0,

Jim M| |fu@) - £(a)] > 8} =0.

Montrer que la convergence au sens de £P(E) (1 < p < +00) entraine
la convergence en mesure.

Solution. Soit Ej, = {z | |fn(x) — f(x)] > 0}.
Sil<p< oo,

1/p 1/p
( / Ifn—f|p> > < / fa —frp> > A (Esp).
E Esn

(Inégalité de Tchebychev).
Sip =400, A(Esp,) = 0 des que || fr, — fl, < 0.

15. Soient 1 < p,q < +oo des exposants conjugués, f, € LP(F) des fonc-
tions qui convergent au sens de £P(FE) vers une fonction f € £P(F) et
gn € L9(E) des fonctions qui convergent au sens de £9(F) vers une
fonction g € £9(F). Montrer que

lim / Frgn = / /.
n—+too Jp E
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16.

17.

Solution. Le résultat suit des inégalités suivantes :

[Elfngn—fglé/Efn—f!|9n|+/E|ngn—gl
< 1= Flollgalla + 11190 — glla

et du fait que
m_lgnlly = llgllq-

n—-+o0o

Montrer que les fonctions f,,(x) = sin na forment dans I'espace £2([—7, 7))

une suite bornée (|| f,,||2 restent bornées) qui n’admet aucune suite par-
tielle convergente (au sens de £2([—m,7])).

Solution. D’une part

+m
/ sin?nz dz = 7.

—T
D’autre part,

+m
/ (sinnz — sinmz)? dx = 2m.
—T

Soient f,, € £P(F) des fonctions qui convergent simplement (ponctuel-
lement) vers une fonction f € £P(FE). Montrer qu’elles convergent au
sens de £P(E) (1 < p < 400) si et seulement si

i fully = 1

Solution. La condition est évidemment nécessaire puisque

[ fally = £ Wl < 1 fr = Fllp-

Pour démontrer I'implication réciproque, on utilise le fait que les fonc-
tions |f, — f|P tendent vers 0 en restant majorées par les fonctions
2°(| fulP + | |P) qui tendent, elles, vers 2PF!|f|P. Comme

im [ 2(flP + 1) = / 9P+ fJp

par hypothese, le résultat d’un exercice précédent implique

lim /]fn—f|p:/0:0.
n—+oo Jp E
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18.

19.

Soit f € £P(R) (1 < p < 4+o00). Montrer que

nm</+mu@+hy—ﬂmwdaup:a

h—0 — 0

Solution. On sait que, quel que soit h € R, la fonction z — |f(z+ h)[P
est intégrable et que

([ i np ax) e ([ i a) "

Si f € C°(R), on aura
+00 1/p
ti ([ i@ - s@p as) =0

en vertu du théoreme de la convergence dominée. Dans le cas général,
soit g € C°(R) une fonction telle que

1 = gllo < 5.
Alors
([ e - s dm)w
< ([ i+ m - gt +np a) "y ([t 4 - gt ) "
([ - sop )
<§+<[?m@+m—¢@wwym+§<e

des que |h| est assez petit.
Soient 1 < p,q < 400 des exposants conjugués, f € LP(R), g € £4(R)
et

+oo +oo

W)= [ fa-tg® at= [ oyl de
—0o —o

leur produit de convolution. Montrer que h est une fonction continue

et bornée sur R.
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Solution. On peut supposer que p < +oo (autrement, on intervertit
les roles des fonctions f et g). On sait que, quel que soit = € R, la
fonction t — |f(x — t)|P est intégrable et que

(/iff@—@Wdﬁupz(/ifuquQUE

En vertu de I'inégalité de Holder, la fonction h est bien définie et

1Allee < [1fllpllgllq-

De plus, elle est (uniformément) continue sur R car
+oo

rmm—h@ns/ P — 1) — fly— Dllg(®)] dt

—00

) </;OO e or dt) : </_:o lg(t)]? dt> :

ce qui tend vers 0 lorsque = tend vers y en vertu de I’exercice précédent.

6 DERIVATION

1. Vérifier qu'une fonction ¢ : [a,b] — R est & variation bornée si et
seulement si son graphe est rectifiable, c’est-a-dire si et seulement si
les sommes

(0, P) =YV (b(xr) — p(wx—1))? + (wr — 1)
k=1

restent bornées quelle que soit la partition P = {zg, 1, x2,...,z,} de
I'intervalle [a, b].

Solution. On a

|6(x1) — d(wr-1)| < V(D(ak) — dlap-1))2 + (Tk — Th-1)?
<lp(xk) — dlxr—1)| + (v — T—1)

donc

s(¢,P) <o(9,P) <s(¢,P)+ (b—a).
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2. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction a variation bornée. Si P = {x¢, z1

est une partition de U'intervalle [a, b], soient

p(6,P) = ($lax) — d(wr-1))+,

k

s

n(¢,P) = ) (d(zx) — dler-1))-

k=1

et posons
pos(¢, [a,b]) = Sl;)p{p(cb, P}
neg(¢, [a,b]) = Sl;p{n(dx P)}.

Montrer que

pos(¢, [a, b]) — neg(e, [a,b]) = ¢(b) — ¢(a),

et que
pos(¢, [a, b]) + neg(¢, [a, b]) = var(¢, [a, b]).

Solution. On a

= Z(¢(xk> — ¢(33k71)>+ — Z(¢($k) - (ﬁ(xkfl))—
k=1

k=1
= p(¢,P) —n(e,P).
La relation
p(¢,P) =n(e,P) + (¢(b) — ¢(a))
implique
pos(¢, [a, b]) < neg(¢, [a,b]) + (¢(b) — ¢(a))
et la relation
n(¢,P) = p(¢, P) — (¢(b) — ¢(a))
implique
neg(¢, [a, b]) < pos(¢, [a,b]) — (¢(b) — ¢(a))

ce qui démontre la premiere équation.
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Pour démontrer la seconde, observons d’abord que

s(¢,P) = p(#, P) +n(s, P) < pos(¢, [a,b]) + neg(¢, [a, b])
donc que
var (e, [a,b]) < pos(e, [a,b]) + neg(¢, [a, b]).
D’autre part, en vertu de ce qui précede,
var(¢, [a,b]) > s(¢, P) = p(¢, P) + n(e, P)
=2p(¢,P) — (¢(b) — ¢(a))
= 2p(¢7 7)) - (pOS(¢, [CL, b]) - neg(¢7 [CL, b]))
ce qui implique
Val‘(d), [CL, b]) > 2p08(¢, [CL, b]) - (pOS(gf), [CL, b]) - neg(¢a [CL, b]))
= pos(¢, [a, b]) + neg(¢, [a, b]).
. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction & variation bornée. Supposons que

¢ = g — h en soit une représentation comme la différence de deux
fonctions croissantes sur [a, b] et posons

P(x) = pos(¢, [a,z]) , N(z) = neg(¢, [a, z]).
Vérifier que P et N sont croissantes sur [a,b] et que

var(P, [a,b]) < var(g, [a,b]) , var(N, [a,b]) < var(h, [a, b]).

Solution. En vertu de I'exercice précédent,
1 1

P(z) = 5 (V(z) + ¢(z) = ¢(a)) et N(z) = (V(z) - d(z) + ¢(a))

ce qui montre que P et N sont croissantes. Puisque

V(b) < (9(b) — g(a)) + (h(b) — h(a)),
% (V(b) + g(b) — h(b) — g(a) + h(a)) < g(b) — g(a)
c’est-a-dire
var(P, [a, b]) = P(b) < g(b) — g(a) = var(g, [a,b]).
L’inégalité
var(N, [a,b]) < var(h, [a,b])
s’établit de facon semblable.
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4. Vérifier que la fonction

V3 si oz #£0,
0 si z=0.

est intégrable sur [—1,1] et déterminer la variation de son intégrale
définie .
F) = [ 1)
~1
sur cet intervalle.

Solution. La fonction f étant impaire,

1 1
/ |f($)|d$:2/ ™3 do = 3.
-1 0

Flz) = g(:ﬂ/?’ 1)

étant paire, décroissante sur [—1,0] et croissante sur [0,1] et la varia-
tion étant une fonction additive de l'intervalle,
var(F, [—1,1]) = var(F, [-1,0]) 4 var(F, [0, 1])
= 2var(F, [0,1]) = 2(F(1) — F(0)) = 3.

La fonction

5. Montrer que la fonction continue ¢(x) qui coincide avec = sinl/z
lorsque x # 0 n’est a variation bornée sur aucun intervalle contenant
0.

Solution. En vertu de I'additivité finie de la variation et du fait que la
fonction considérée est paire, il suffit de voir que la variation de ¢ sur
I'intervalle [0,2/7] (par exemple) est infinie. Considérons la partition
particuliere Py,

2 2 2 2
P =10, 2n+ )7’ (2n — 1)%""’3771";}'

Pour la somme correspondante, on a

n

3 2 @ktlr 2 (2k-Dr
| (2k + L)m 2 (2k — )7 2
2 . (2n+D)r "2 4k
> —
+‘(2n+1)7rsm 2 _Zﬂ(2k+1)(2k—1)

k=1

ce qui tend vers 400 avec n.
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6. Représenter sur 'intervalle [0, 27] la fonction sin z comme la différence
de deux fonctions croissantes.

Solution. En utilisant ’additivité finie de la variation, on obtient pour
la variation V' (z) associée & la fonction sinz 1’expression

sin x si 0§$§§
V() =< 2—sinx si ggxg%ﬂ
4+sinze st T <z<2r

et
sinz = V(zx) — (V(x) —sinx)
est une représentation possible.

7. Soit Q = {q1,¢2,93,...} une énumération des nombres rationnels.
Montrer que la fonction

1
P(x) = Z on
gn<x
est strictement croissante sur R et discontinue sur Q.

Solution. La série
oo

1
D =1
k=1

étant convergente, la fonction est bien définie. Si x1 < w9, il existe un
nombre rationnel g, entre x1 et 5. Donc

¢(z1) < P(x2).
D’autre part, en chaque point rationnel ¢,,, on a
lim ¢(qm +h) =lim Y >, > 2o L ima(gm—h)
hl0 h10 - 2n T 2m 0
n<gm+h Gn<gm

de telle sorte que ¢ fait un saut de 27" en ¢, ( la somme des sauts
doit étre égale & 1).

8. Soit ¢ : [a, b] — R une fonction & variation bornée. Montrer que |¢| est
aussi & variation bornée sur [a, b] et que

var(|g), [a,8]) < var(@, [a, b).
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10.

En déduire I'inégalité
1 b
5 | 10l < 16(@) + vax(ol.a.B).

Solution. La premiere inégalité découle de la relation :
[ ul = ol | < Ju—].

Pour démontrer la seconde, écrivons
[¢l(x) = W(z) — k(x)

ou W (z) est la variation de |¢| sur I'intervalle [a, x] et k est une fonction
croissante. On en tire

b b
/ 6] < / (W(b) — k(a)) dz = (var(|@], [a,B]) + |#(a)])(b — a).

Soit ¢ : [a,b] — R la limite d’une suite de fonctions ¢y, : [a,b] — R &
variation bornée. Montrer que

var(¢, [a,b]) < lﬁgg.lof var(¢n, [a, b]).

Solution. Pour toute partition P de Uintervalle [a, b],

5(6.P) = lm_s(on, P)
donc
5(p,P) < limJirnf var(¢n, [a, b))
et

var(¢, [a,b]) < liminf var(¢y, [a, b]).

n—-+o0o

Calculer les nombres de Dini DT ¢(0), D4 $(0), D~ ¢(0) et D_¢(0) pour
la fonction

¢ = (Ige 1=00,0] + 2 Ige 10,400) = (Ig 1=00,0] + 2 I J0,400])-

Solution. On a

DT ¢(0) = limsup ¢(h) = $(0) = lim sup o) +1 = +00,
h|0 h R10 h

et de fagon semblable

D4 ¢(0) = —c0 , D=¢(0) = +oo , D_$(0) = 0.
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11.

12.

13.

Montrer qu’'une fonction est absolument continue sur tout intervalle
dans lequel elle admet une dérivée bornée.

Solution. En vertu du théoreme des accroissements finis, quels que
soient u,w dans Uintervalle [a,b] ou la fonction ¢ admet une dérivée
bornée, il existe v €]u, w| tel que

d(w) — ¢(u) = ¢'(v)(w — u).

Par suite,

n n

Z |p(xx) — d(zr—1)] < |¢']l00 Z(fﬂk — Tp_1).

k=1 k=1

Montrer que la fonction continue ¢(z) qui coincide avec z2sinl/x
lorsque x # 0 est absolument continue.

Solution. Application de I'exercice précédent. Si x # 0,

1 1
¢ (x) =2xsin — — cos —
x x
alors que
2sin1/x
10) = Ji &S0 _ o
ror= =

Soit ¢ : [a,b] — R une fonction croissante. Montrer qu’elle peut s’écrire
sous la forme ¢ = ¢qc + Ps OU Pge st croissante absolument continue
et ¢s est croissante singuliére, c’est-a-dire telle que ¢}, = 0 presque
partout sur [a, b].

Solution. La fonction
Gac(T) = / @' (t) dt

est croissante, absolument continue et
Pac(@) = ¢ (2)
presque partout sur 'intervalle [a,b]. La relation
T2
/ ¢'(t) dt < p(x2) — P(x1)
1

montre d’autre part que la fonction

(z)S(x) = ¢($) - (z)ac(x)

est croissante.
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14. Montrer qu’'une fonction convexe ¢ : R — R est absolument continue
sur tout intervalle compact [a, b].

Solution. On sait que si z1 < 9 < x3 < X4,

¢(x2) — ¢(x1) _ Pxs) — P(z2) _ d(w4) — d(w3)

To — I - xr3 — T2 - T4 — T3

de telle sorte que si a < x <y < b,

)< 2 Z o)

pla—1)—¢la—2) < I d(b+2) —o(b+1).
On en déduit que
A= < supllofa— 1)~ ofa — 2 jolb+2) ~ o+ D) = K.
Ainsi, quelle que soit la partition P = {xg,z1,z2,...,2,} de l'inter-
valle [a, b)],

> é(ak) — dlar-1)| < K(b— a).
k=1

15. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction absolument continue. Montrer que
b
var(6,a,t) = [ 16/(@)] .
a

Solution. Supposons d’abord que ¢’ soit continue. Soit P = {xg, 1,22, ..., Zn}
une partition quelconque de U'intervalle [a, b]. Alors, en vertu du théoréeme
des accroissements finis, il existe des points y1, ¥y, ..., ¥y, tels que

n

D lo(xr) — dlar—1)| =Y ¢/ (ye) (2 — wr1)
k=1 k=1
de telle sorte que

n

> inf {|¢(@)] | wx-1 < @ < ap} (25 — 1)
k=1

<) lo(zr) — d(zr-1)|

k=1

< ZSUP {1¢/(@)] | wp-1 < @ <@g} (T — Tp—1).
k=1
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Puisque

/|¢|—sup{ 1nf{|¢ )|z 1<x<xk} Tp — Th— 1)}|73}

mf{Zsup{\(b ) | zro1 <@ <ap}( k—xkl)}‘P}

on peut choisir une partition P telle que

ZSHP {I¢'@)| | 21 < @ < ap) (zx — 2p-1)

—Z1nf{|¢ N zr-1 <z <ap} (z — 2p-1) <,
ce qui imphque que

var(6, [a, b]) — / b

b
var(6.fa.) = [ 10

Dans le cas général, introduisons une fonction g € C([a, b]) telle que

b
’ €
/a |¢" — g 5

<e

donc que

dans ce cas.

Pour la fonction

on a b
var(G. a.t) = | lgl

n n

Y lé(ar) = dlap-1)| = Y [Glax) — Glay-1)]

Maintenant,




On en déduit que

|var (¢, [a, b]) — var(G, [a, b])| <

l\')\m

puis que

b
var(¢, [a, b)) — / < var(@, [a,b]) — var(G, [a, b))

b
+ lgl —

b
var(G, [a, b]) — g\‘ +

€

5 0+/ ¢ — gl < e

b
var(, [a, ]) = / 4.

16. Soient ¢ : [a,b] — R une fonction absolument continue et

ty = sup{o (¢, P) [ P}

la longueur de son graphe. Montrer que
b
e¢:/ 1+ ¢/(2)? da
a

Solution. Supposons d’abord que ¢’ soit continue. Soit P = {xq, z1,z2,...,zn}
une partition quelconque de U'intervalle [a, b]. Alors, en vertu du théoréme
des accroissements finis, il existe des points y1, ¥, ..., ¥y, tels que

S Vo) — 6@+ @r— 1) = 31+ ¢ () (=)
k=1 k=1

donc

\V)

ce qui entraine

n

mf{ 1+¢/<w>2|xk_1|sﬂchk}

k=

—_

V(0(zk) — d(wr-1))? + (zk — 2p—1)?

NE

<

i

1

3

IN

sup{ 1+ ¢/ (z)? | poy] <z < :L'k}

B
Il
—
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La partition P étant arbitraire, on en déduit comme dans ’exercice
précédent que
b
by = / V1+9?
a

Dans le cas général, introduisons une fonction g € C([a,b]) telle que

b
’ €
-9/ <.
/a |¢" — g 5

dans ce cas.

Pour la fonction

on a )
b = / V14 92.
a
Maintenant, en utilisant la relation

u — v

|\f*ﬁ|zma

on voit que

> V(Glar) = Glag—1))? + (wx — xp—1)>

k=1

3

|(b(zk) — dwr-1))> — (G(an) — Glzx-1))|

~—| [ —

=V (o(ar) — d(xp-1))? + (2 — 3-1)? + /(G(ar) — G(ap—1))? + (xk — T—1)?

“ |(d(zx) — d(z-1))? — (G(zk) — G(28-1))?|
<2 (e — Slar ) 71C(ox) = Gl )]

n b i
< 3 1(6() — 6(wn) - (Glan) — Glana)) < [ 16— gl < 5.

On en déduit que
[lg — La| < %
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17.

puis, comme précédemment, que

b
|€¢—/ 1+¢’2§€+0+‘ 1+¢%—/1+g?)
a

<5+ [0 -al<e

A partir de la formule d’intégration par parties, montrer que si la fonc-
tion F': [a,b] — R est absolument continue, positive et décroissante et
si la fonction g : [a,b] — R est intégrable, il existe ¢ € [a, b] tel que

/a bF(x)g(x) dz = F(a) / " (@) da.

(« Deuxieme théoreme de la moyenne ». Quel est le premier 7)

Solution. Posons

Alors

/a " Fo = F)G(b) / e

Puisque F’ est négative,

b
Fh)G(b) +nf{G(x) | = € [a, b} (F(a) — F(b) < / Fq
< F(b)G(b) 4+ sup{G(z) | z € [a,b]}(F(a) — F(D))

et, puisque F' est positive,

b
inf{G(x) | z € [a,b]} F(a) < / Fg <sup{G(z) | z € [a,b]}F(a).

En vertu du théoreme de la valeur intermédiaire, il doit exister ¢ € [a, ]
tel que

b
/ Fg = F(a)G(c).

Le premier théoreme de la moyenne dit qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

/f F()b - a).

Il s’applique des que f : [a,b] — R est continue et peut étre déduit
du théoreme des accroissements finis ou du théoreme de la valeur in-
termédiaire.
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7 INTEGRATION ABSTRAITE
1. Soit § = {41, Ag,..., Ay} ou Ay, Ag, ..., A, forment une partition de
X (X =377, A). Déterminer X(F).

Solution. On a

TF) =< _Aj|TC{1,2,...,n}

Jj€J
en convenant que ;g A; = 0. En effet, T(F) doit contenir tous ces
ensembles et la bijection
J — Z A;

jedJ
entre la tribu des parties de {1,2,...,n} et cette famille montre qu’elle
forme bien une tribu.

2. Soit § = {A1,As,...,Ap} ou Ay, Ag, ..., A, sont des parties quel-
conques de X. Déterminer T(§F). Quelle est la cardinalité maximale de
T(F) 7
Solution. Soit

(Par exemple, A{Ay--- A, € &). La famille §) des ensembles C; de la
famille & qui sont non vides forme une partition de X. Si m est sa
cardinalité, on aura donc

TF) =<Y G| TC{L2,...,m}

j€J
Evidemment,
card (3(§)) < 2%".
3. Soit § = {A, B}. Déterminer M(F) et T(F).

Solution. M(F) = F et, si AB#0,A < B et B G A, une application
de I'exercice précédent donne

T(F) ={AB,AB°, A°B, A°B°, A, B, A°, B, A+ A°B, A + A°B°,
A°+ AB,AB + A°B°, AB® + A°B, AB® + A°B + A°B°,(, X },

une tribu finie (= un clan) & 16 éléments.
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4. Soient E C R et f: E — R une fonction mesurable (relativement a
la tribu de Lebesgue). Montrer qu’il existe une fonction g : £ — R
borélienne (mesurable relativement a la tribu de Borel) qui coincide
presque partout (relativement a la mesure de Lebesgue) avec f.

Solution. Si f = I4 est la fonction indicatrice d’'un ensemble mesu-
rable, la représentation de A comme somme d’un ensemble borélien
B =, Fi et d'un ensemble de mesure nulle N permet de conclure
avec g = lg. Le résultat est donc vrai successivement pour une fonc-
tion f étagée, positive et mesurable quelconque.

5. Soient (X, ¥) un espace mesurable et £ C X . Montrer quesi f : E — R
est mesurable, ¢ € R et p > 0, les fonctions cf et |f|P sont mesurables.

Solution. Si ¢ =0,

X sia<0,

0 sinon

{$|0f(w)>04}={

alors que
{olefe) > a} = {o| fl) > 7}

sic> 0 et que

{e]ef@)>a} = {o] J(x) < %)

sic<O.
Sia<0,
{z||f(@)]P >a} =X,
si =0,
{z|1f@)F >a} ={z] f(x) =0}°
et si a > 0,

{[|f@)I" > a} ={z]| f(2) > '} +{z| f(x) < —a'/P}.

6. Soient {z1,x2, s, ...} une suite de nombres réels et {p1, p2, p3, ...} une
suite de nombres positifs. On considere la fonction p : P(R) — [0, +00]
définie par

WE) =Y pr

el

Vérifier que p est une mesure sur R. Déterminer I'espace S}L(]R). Ex-
pliciter I'inégalité de Holder.

41



Solution. On a

pu(0) = Zpk =0.

Tk <)

Puisque tous les nombres p; sont positifs, on a aussi

M(;Ek>: S oY Y =Zk:u(Ek).

szZk Ey k {L‘jGEk

Toutes les fonctions sont mesurables. Si f est positive,

too N N
SHP{/ ZakﬂEk dM‘OSZakHEka}
0 k=1 k=1

N N
= sup ag Z pj | 0< Zak]IEk, <f
k=1  a;€E k=1

N N
=sup{ Y inf{f(x) |z € E} Y pj |0< ) inf{f(x) |z € Ep}lp, < f

k=1 ijEk k=1

= f(zx)pk-
k

Ainsi f € £,,(R) si et seulement si

D If@)lpk < +oo.
k

L’inégalité de Holder s’écrit ici

1/p 1/q
> If(wr)glan) ok < <Z If(ﬂﬁk)lppk;> <Z |9(«’Ek)|qpk> :
K K K

. Répondre aux mémes questions si u : £ — [0, 4+00] est définie par

W(E) = /E 9(2)] da

avec g € £1(R). La tribu de Lebesgue est-elle compléte relativement &
cette mesure ?

Solution. On a
u(0) = [ 1ol =0,
1]
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En vertu du théoreme sur la convergence monotone ou de celui sur la
convergence majorée, on a aussi

" (;Ek) - /Z R ;/E o =3 ).

La mesurabilité est la mesurabilité au sens de Lebesgue. Si f est posi-
tive,

k

too N N
Sup{/ ZakﬂEk dN‘OSZGkHEka}
X k=1

k=1

too N N
ZSUP{/ ZakﬂEk‘g‘logzakﬂEka}
k=1

% k=1

= [ sl

Ainsi f € SL(R) si et seulement si

+oo
| is@la) de < o

—00

L’inégalité de Holder s’écrit ici

+o0 “+00 1/1? +oo 1/q
/ |f1f2g|<</_ mv’\m) (/ \f2|q|g|> .

La tribu de Lebesgue n’est pas compléte relativement a cette mesure.
Par exemple, on peut avoir £ C [0, 1] non mesurable et g = 0 sur [0, 1].

. Soit (X, %, u) un espace mesuré. Supposons que & soit une autre tribu
sur X et que v : & — [0, +00] soit une mesure sur X telles que T C &,
que la restriction de v & ¥ coincide avec p et que G soit v—complete.
Montrer que T, C & et que la restriction de v a T, coincide avec p.

Solution. Soit E € ¥,. Ona A C E C Bavec A,B € Tet u(BA°) =0.
A € &. Puisque v(BA®) = 0, que EA® C BA€ et que & est v—complete,
FEA°c 6 donc F = A+ FA° € 6. Finalement, si &' € T,
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9. La fonction F : R — [0, 1] croissant de 0 & 1 lorsque z croit de —oo a
400 et étant supposée continue a droite, on pose, pour £ C R,

pr(E) = inf {Z(F(bk_) ~F(a) | EC ]ak,bk[} :

k k

la borne inférieure étant calculée sur la famille des suites finies ou
infinies d’intervalles ouverts { Jag, bx[ }x recouvrant E. Montrer que
~ ip([a,B)) = F(b) — Fla—);

~ i(la,b) = F(5) - Fla);

= pp(la,b) = F(b—) — F(a);

— pour tout A C R et pour tout a € R, on a

pr(Ala, +oo]) + pp(Ala, +ool) < pp(A).

Solution. Remarquons d’abord que l'on a F(x;) < F(ze—) < F(z2)
des que 1 < z2. De plus, la fonction E — pj.(E) est croissante et
sous-additive.

— Puisque [a,b] Cla —€,b+ €[, on a

pr([a,b]) < F((b+€)—) — Fa—¢)
quelque soit € > 0 de telle sorte que
pr(la,b]) < F(b) — F(a—).

Réciproquement, il suffit, en vertu du théoreme de Borel-Lebesgue,
de voir que la relation

C=

[aab] - ]akvbk[

k=1

entraine la relation

N
F(b) ~ Fla-) < Y (F(be—) — F(ay)).

k=1

On peut supposer que

o <a<ay<b <azg<by<---<an_1<by_o<any<by_1<b<by.
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Alors

F(bn—) — F(an) + F(by—1—) — Fan-1)
+--4 F(bo—) — F(az) + F(b1—) — F(a1)
= F(bn—) + (F(bn—1—) — F(an)) + (F(bv—2—) — F(an-1))
+oo+ (F(bi—) = Flaz)) — F(a1)
> F(by—) — F(a1) = F(b) — F(a—).
La relation
la,b] Cla,b+ €|

entraine
pr(la, b)) < F(b) — F(a)

et la relation
entralne

On a évidemment
pr(la,b[) < F(b—) — F(a)

et la relation
]G’?b[g]avb_ 6]

entraine
pr(la,b) = F(b—) — F(a).
Soit
AC U]ak,bk[
k
D (F(bg=) = Flax)) < pp(A) + €
k
et posons

IIIC :](I, +Oo[ﬂ]akabk[7 Illc, :]a7+oo[cﬂ]akabk['
On vérifie aisément que

pr(g) + pe () = (F(be=) = F(ax)).
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Alors
pi(Ala, +ool) + pi(Ala, +00[) <Y " pp(I}) + > pi(I})
k

= ST (F(b-) — Flag)) < pip(A) +e.
k

8 INTEGRALES ITEREES

1. Soient f,g: R — R des fonctions mesurables. Montrer que la fonction
(z,y) — f(z) + g(y) est mesurable (relativement & la tribu produit).

Solution. La fonction (x,y) — f(x) est mesurable puisque

{(z,y) | f(x) >a} ={z| f(x) > a} xR,

De méme pour la fonction (z,y) — ¢(y) et la somme de deux fonctions
mesurables est mesurable.

2. Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable positive. Montrer que 'en-
semble
E={(z,y)[a<xz<b, 0<y< f(x)}

est mesurable (relativement & la tribu produit) et calculer sa mesure.

Solution. On a

E={(z,y) | f(z) =y = 0} Na,b] x [0,+oc].

et la fonction (x,y) — f(x) —y est mesurable. De plus

400 ptoo b fx) b
E) :/ / Ig dxdy :/ da:/ dy :/ f(z) dz
—00 J—o0 a 0 a

3. A E C R associons ’ensemble E C R? défini par
E={(z,y) |z —y€E}
et considérons la famille

T={EcB|E e By}

Montrer que T = ‘8.
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Solution. Les relations

) = (B) e Ub =B
k k

qui sont aisément vérifiées, entrainent que T est une tribu. Puisque
la fonction (z,y) — = — y est continue, O est ouvert quel que soit
I’ensemble ouvert O. Cela assure que 8 C ¥ donc que B = %.

. Déduire du théoréme de Tonelli et de la relation

+oo 2 +o0 2,2
/ e % dz :/ ze PV dy si x>0
0 0

que

+o0 9
/ e /2 dx = \V2r.

Solution. En vertu du théoreme de Tonelli, on a

+00 2 +00 +00
(/ e~ dx) :/ e~ d:c/ e dz
0 0 0

oo 2 oo 2,2 oo oo 2 2
:/ e_m de‘/ $€_$ Y dy :/ dy/ xe_a: (1+y ) dl'
0 0 0 0
Foo 1 oo g

dy
= —arctany

:/0 2(1+4%) 2

=~ |

0

. Calculer

/Old:x/olf(ﬂc,y) dy , /Oldy/olf(:n,y) dz et /Ol/ol\f(a:,yﬂd:cdy

pour la fonction
22 — 2

f(fay):m-

Solution. Puisque
d(_y \_ -y _df -
dy \22+y2)  (@2+42)2 dx \22+y2)’

1 1 1 dx T
d d = _ = —
/O w/o f(z,y) dy /0 T2 1
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1 1 1 dy T
/Ody/o f(fcvy)dﬂﬂ—/0 T2 1
1 1
//If(l‘,y)l dxdy
0 0
1 y o2 2 1,2 2
Y —x z* —y
— [ 4 J "7 4 LY
/0 y</0 @ + 47)? “/y @ 1 72 ‘””)
L7 1
— - — ) dy = +oo.
/o(y 1+y2) v e

6. Utiliser le théoreme de Tonelli pour calculer de deux manieres 'intégrale

b 1
/da:/ ydy,0<a<bd
a 0

et en déduire la valeur de
/1 yb _ ya J
0o logy

Solution. L’intégrand étant positif, on a

b 1 b
dx b+1
d T dy = =1
/a x/oy Y /a1+3: Oga+1
1 b 1,b_ ,a
/dy/ ymd:v:/ y Y dy
0 a 0 IOgy

1yb_ya _ b+1
dy = log ——.
o logy a+1

7. Utiliser le théoreme de Fubini pour calculer de deux manieres I'intégrale

A rA
/ / e"Ysinz dxdy
0 Jo

A

et

=

et

de telle sorte que

et en déduire que
sin T

dxr =

lim

v
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Solution. On a d’une part

A A A
/ dx/ e Wsinx dy = / el (1 — e_A‘”) dx
0 0 o T

T gin z
— dzx
0 X

lorsque A — +00 puisque, par convergence dominée,

A .
sin x
/ e A% dy — 0.
0

x

D’autre part, en intégrant par parties par rapport a x,

A A A —A .
1—e“Y(cosA— A
/ dy/ e “sinz dx:/ e (cos 5 ysin4) dy
0 0 0 L+y

/+oo dy T
N — Y =
0 1+y2 2

puisque, encore par convergence dominée,

/A cos A —ysin A
0 1+ y?

e dy — 0

lorsque A — +o0.

9 APPLICATIONS
1. Soit f € £3_. Montrer que

lim ¢ (f) =0.
|k =00

Solution. Si f est continue sur [—m, 7|, elle est de carré intégrable sur
[—7, 7[. La série "% |e(f)|? est donc convergente. En particulier,

lim ¢ (f) =0.
|k|—~4o0

Dans le cas général, soient € > 0 arbitraire et g une fonction continue
sur [—m, 7| telle que
I

€
— -9/ < <.
o) If =9l <3
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Alors

1= | [ e a
< 1/+7r(f(t)— (t))e * dt| + 1/+7r (t)e ™kt at
27 J_, g 27 J_, g
1 [t
<5 f—gltlalg)l <e

des que |k| est assez grand.

2. Soit f € £1_ une fonction & variation bornée sur [—m,7]. Montrer que

var(f, [-m, 7))
)] < LD

Solution. On a

sl =5 [ (101 (t- 7)) a,

—T

i = [T (D) (-2

™

2c(f) = “or ) (f( (2]4:—1)%) ff< (2k) )) ikt gy
Donc
| w2kl -
4kck(f>=2w/ (07 (£ (t=d7) = F(t=G+DT)) e ™ ar
=
et

L 2k—1

|dker(f |</ Z‘f t—j— ) f(t—(j+1)%)’ dt < var(f,[-m, 7

. Développer la fonction f(x) = 72 — 2 en une série trigonométrique

sur l'intervalle [—m, 7]. En déduire la valeur des sommes
k+

s o zk tzH

k=1
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Solution. On a

o) =g [ a?)ar =2

2 J_,

et, si k # 0,

1 [t 2 2\ —ikx k1 2
Ck(f):% (m° —x%)e dx = (—1) 72

en intégrant par parties deux fois. La série de Fourier obtenue,
2m? kil 2
“n . +1 < ikx
3 + Z( 1) 2¢
k0

étant absolument convergente, sa somme est la fonction continue qui
I’a engendrée :

or? IR 4
7r2—a;2—3+;(—1)k+1k2(:oskx si —m<z<m.

En particulier, faisant = 0 puis = 7, on obtient

k2 12 k2 6
k=1 k=1

L’identité de Parseval implique d’autre part
=90
P k 90

. Développer la fonction f(z) = z en une série trigonométrique sur
I'intervalle (—m, 7). En déduire la valeur des sommes

= (—1)F ot iosink:x‘
2k +1 k
k=0 k=1
Solution. On a
i(=1 k+1 )
co(f)=0 et cp(f) = ( k> si k0.
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Le théoreme de Dirichlet étant applicable,

+o0
2
x = Z(—l)kﬂg sinkz si —w<z<m.
k=1

Choisissant = 7/2, on obtient

Remplacant x par m# — x, on obtient

o0 .
sinkrx w-—=x

k 2

si 0<ax<2m.
k=1

. Soient f € £1_ une fonction réelle et

S(f)(x) fao +Z (ak(f) cos kx + by(f) sin kx)

sa série de Fourier écrite sous « forme réelle ». Quelle est ’expression
intégrale des coefficients 7 Que devient 'identité de Parseval ?

Solution. En utilisant 'identité d’Euler
e = cosf + isiné,

on trouve

+7 1 [*7
ap(f) = f(t)coskt dt, br(f) = — f(t)sinkt dt

_r TJ—x

(y compris pour ag(f)) et

+7
+§)% Pawnt =1 [ It

. Soit f € C°(R) une fonction indéfiniment dérivable & support com-
pact. Montrer que, quel que soit N € N,

lim ¢V f(€) =0.

|§| =00

52



En déduire que, si f € £4(R),
lim  f(&) =0.

|§] =400

Solution. En intégrant par parties sur un intervalle compact plus grand
que le support de f, on obtient

R ikt

_L e efigt _L oo /
f(€)m/oo f(t) dt\/ﬂ/oo f(t)_ig dt

1 +oo et
== g L 1 O
de telle sorte que
v 1 1 I 1)
o)< g [ o] a

Dans le cas général, on peut supposer f réelle. Soient f, € C2°(R) des
fonctions telles que

imfo— flli=0.

Alors

Donc, on aura

SOOI <) = FalOl +1Fal©)] < €

en choisissant d’abord n puis, n fixé, |¢| suffisamment grands.
. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

flz) = e,
T coséx
/0 Tre dg.

1 oo ,
= — _Itl —it dt
for == [ el
2 [T 21 [t
= \/7/ e tcosét dt = \[/ e tsin&t dt
™ Jo T & Jo
21 Foo
/2= (1= -t tdt).
7r§2< /0 e "cosé& d)

93

En déduire la valeur de

Solution. On a, si £ # 0,



en intégrant par parties deux fois. On en déduit que

o=\ ra

Cette tranformée de Fourier étant intégrable, la formule d’inversion de
Fourier s’applique et donne

+oo
/ cosfa:2 d{—— ool
o 1+¢

. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

flz) = ]I[—1,1] (z).

+o0 gin? &
0 X

Solution. Un calcul simple donne

T S L
f(f)—m/_le do =25

et la relation de Parseval conduit a

o0 sin2 ¢ T
5 de = —.
0 xT 2

. Calculer la convolution Ij_y 1) * [|_; 1) et vérifier I'équation m = f i
dans ce cas.

En déduire la valeur de

Solution. En distinguant suivant les valeurs de x, on obtient

1
[y * 0 gy \/ﬁ/ [o1,041)(t) dt = Nor: (2 — |z[) I{_g, ().
La relation m = f g s’écrit ici

1 —cos28 2sin? ¢
€2 w2
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10. Montrer que si f,g € 2%(1&) on a
+o0 +oo
[ rwate) do= [ fgta) de

Solution. Lorsque f,g € £4(R) N £L(R), le théoreme de Fubini est
applicable et donne

[ it = [ s de e [ st i

—00 —o0 2w

= [ Tow v [ s@enman= [ i)

2 —00

Dans le cas général, soient fa = fIj_4 ) et g4 = glj_4 4. Alors

+oo +oo
/ f(2)3(x) dz = lim fa@)ga(z) da

—00 A—+oo [ o
+oo +oo

~ lim fa(@)ga(e) dz = / f(@)g(z) d.

A—+oo J_ — 0

11. Soit f € £Y(R) une fonction continue telle que
+oo
D 1f (k)] < +o0.
—00

Supposons que supp( f )=[m, w]. Montrer que

elf) = ——F(—k).

En déduire la formule d’interpolation suivante

sinm(z — k)

“+oo
f(z) = Zf(k)m-

(le « théoreme d’échantillonage »). Que donne cette formule lorsque

F&) = (7 — 1€ ()7

95



Solution. On a

R 1 tr )
alf) == [ flt)e ™ dt

2 J_,

IR B e T
= i) o JGE dt—\/%f( k).

Par conséquent, en tout point de Uintervalle [—, 7],

; ik~ 1 —ike
f(f)—Z.oCk(f)e —Z;m (k)e

et, en tout point de R,

_ 1 too s i€x
fa)=—= [ Fee ae
+m £

+oo . .
S s dg = Y T B

_
27 m(x —k)

en vertu du théoréme de la convergence dominée. Si

F&) = (7 — [ENT—r ) (£),

on a
1 7 2 1—cosmx

_ - _ i€x _
- \/% . (ﬂ' |€’)6 df— T 1‘2

de telle sorte que la formule est applicable et donne

f(z)

1 —cosmx w2 1 — (=1F sinm(x — k)
7r - Z k2 :

x? o m(x — k)
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