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1

Introduction

1. Calculer
. . m .. . us
lim sup sin n— cos nw , liminf sinn— cos nw.
n——+o00 2 n—+00 2
Solution.
On a -
—-1< sinn§ cosnm <1
et
. ™ . Ty I m+1
sin(2m+1) = cos(2m+1)m = —(sin mm cos §+sm 5 cos mr) = (—1)
donc
. . 7T . . T
limsupsinn—cosnm =1, liminfsinn— cosnm = —1.
n——+o0 2 n—-+00 2

. Déterminer, sans calculatrice, le plus grand des deux nombres 7€ et

™

er.
Solution.
0.3
0.2
0.1
2 4 6 8 10 12
-0.1

Fic. 1 — La fonction 10%

L’inégalité m°¢ < e™ est équivalente a l'inégalité

lo lo
gm < ge'
T e

La fonction x +— logx/x étant croissante jusqu’a x = e et décroissante
ensuite, on a bien 7¢(= 22,45) < (= 23, 14).



3. Montrer que
1—x§ef‘”§1—x+£

lorsque 0 < = < 1.
Solution.

l.25

0.75 1-x+x/e

0.5
0.25

-0.25 0.25 0.5 0.75 1-_1.25
-0.25

Fi1c. 2 — La fonction e ®

La fonction z — e™* est convexe. Sur 'intervalle (0,1), son graphe

est situé sous la droite passant par (0,1) et (1,1/e) au-dessus de sa
tangente en (0,1) :

loz<e®<l-z+2.
e

2 L’espace euclidien

1. Les nombres \; dans la représentation

m
X = E )\iXZ'
=0

d’un point du polyedre [xg,X1,...,X] sont ses coordonnées bary-
centriques et le barycentre du polyedre est le point dont toutes les
coordonnées barycentriques sont égales.

— Montrer que les coordonnées barycentriques sont uniques (on sup-
pose les vecteurs x1 —Xg, Xa—Xg, - - . , X —Xg linéairement indépendants).
— Montrer que le barycentre d’un triangle coincide avec l'intersection
de ses médianes (les droites joignant les sommets aux milieux des cotés
Opposés).



Solution.

- Si
m m
g v; x; =0 avec E v; =0,
=0 i=0
alors
m
g vi(xi —x0) =0
i=1
donc
vi=vy=---=1vy =0=1.

— Les médianes,

Ao x0+(1—)\0)¥ Y x1+(1—)\1)¥ Ao xﬁ(l—&)@
se coupent lorsque
1
Moo= =\ = 3

c’est-a-dire au point
X0 + X1 + X1

3
. Montrer qu'un ensemble est convexe si et seulement si il contient tous
les segments admettant deux de ses points pour extrémités.

En déduire qu’une fonction f : R — R est convexe si et seulement si
son épigraphe,

Ef = {(xl,xg) € R? ’ To > f(xl)}a

est convexe.
Solution.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est aussi suffisante, par
récurrence sur le nombre N de points de la combinaison convexe
considérée en vertu de la relation

N+1 N Ny
Z Ak Xk = AN+1XN41 + (Z Ak) Z Nikxk'
k=1 k=1 k=1 k=1 Mk

La fonction est convexe si et seulement si

fzr+ (1 =Ny1) <A f(x) + (1 =N f(yr)



et I’épigraphe est convexe si et seulement si
fAz1i+ (1 =Nyr) <Aze+ (1 - Ny

quels que soient g > f(x1) et y2 > f(y1).

. Soient

et

— Montrer que
%+ vl < [Ix[l + [yl

— Montrer que

lim |xx —x|[|=0« lim |xx—x[;=0.
k—-+o0 k—4o00

— Montrer que Bi(a,r) est convexe.
Solution.
— Découle des inégalités

|5 + 5l < il + ly;|, 1< i <n.
— Découle des inégalités
i — x| < flxk — %[ < v/ lIxe — x|
— Découle des relations

[Ax1+ (1= X)x2 —all1 = [|A(x1 —a) + (1 = A)(x2 —a)|:
< Ax1—alf1 + (1= A)[lx2 — a1

. Mémes questions pour
[x[[oc = sup{lz;[ | 1 <j <n}

et
Bo(a,7) ={x||[|x — allec <}

Solution.



— Découle de I'inégalité
sup{|z;|+|y;| [ 1 <j < n} <sup{|z;| [ 1 <j <n}tsupfly;| [ 1 <j <n}.
— Découle des inégalités

1k = Xloo < llx = x| < nflxg = X[[oo-

— Découle des relations

[Ax1+ (1= A)x2 —allee = [A(x1 —a) + (1 = A)(x2 — a)[|
< Ax1 = afloo + (1 = A)[Ix2 — af|oo.

. La distance entre le point xq et I’ensemble E est
d(xo, F) = inf{||xo — x|| | x € E}.

Utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour déterminer la distance
entre le point xo et 'hyperplan H d’équation n - (x — a) = 0 ainsi
que le point x,,, € H ou elle est atteinte.
Solution.
On a
n-(x—xg9)=-n-(xp—a)
de telle sorte que 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique
n - (x0 —a)

[l = %ol =
]l

avec égalité si et seulement si

In - (xo —a)|

TR T T e

. Soit L : R® — R™ un opérateur linéaire inversible. Montrer que

L x|
—1 =
T = [

< Lo

Solution.

Par définition,
ILE < Lo 1]]-

D’autre part, x = L™ (L(x)) implique

¢l < L™ o [T (0)]-



7. Soit A : R? — R3 l'opérateur linéaire dont la matrice relativement &
la base canonique est

cosf) —cos¢sinf  sin¢ cosf
A = |sinf cos¢ cosf) —sing sinf
0 sin ¢ cos ¢

Calculer ||Al|« et ||A].

Solution.

L’opérateur A est obtenu en appliquant successivement deux rotations
qui sont des opérateurs préservant la norme. Donc

[Afloe = 1.
D’autre part, la relation cos?t + sin?t = 1 entraine que
[A]l = 3.

8. Soient A € R, A,B € R™*" et C € RP*™, Montrer que

[AA[] = IA[TA-

|A + B[l < Al + [IB].

[CA[ < [[C| [[A]l-
Solution.
—~Ona
YV 9D DF L) 9 S NPT V)
=1 j=1 =1 j=1
—On a
A + BH2 ZZ a;; + b” = ZZ(&?J + 2a; ;b; 5 + b?’j)
i=1 j=1 i=1 j=1
=) IIEREND D) D) DD D)3
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
2
DS ST D 9) 97 RNV RN’
i=1 j=1 i=1 j=1



-~ On a

k=1 j=1 \1i=1
p n m m
2 2
S Z Z kﬂ aly]
k=1 j=1 i=1 i=1
P m n m
=353 Y S a2 = oAl
k=1 i=1 j=11i=1

9. Soit A : R™ — R™ un opérateur linéaire. Montrer que

[Allco < JJA] < vim xn [[Allo-

En déduire que, si Ay : R — R™ est une suite d’opérateur linéaire,
on a

khm HAk—AHOO—O<:) hm |Ar — Al =0.

Solution.
On a

n

AR =33 a2 = 305 (- Acel™)’
i=1 j=1

=1 j=1

<SS TIAEM)2 <moxn A
i=1 j=1

10. Vrai ou faux?
— Toute réunion d’ensembles convexes est convexe.
— Toute intersection d’ensembles convexes est convexe.
Solution.
Faux. [0,1] U [2, 3] n’est pas convexe.
Vrai. Toute combinaison convexe de points de U'intersection [ E, est
une combinaison convexe de points de chacun des ensembles convexes

E, quila composent donc appartient a chacun de ces ensembles convexes
E, donc appartient & leur intersection [ E,.



11. Meémes questions en remplagant « convexe » par « ouvert », par « fermé »,
par « borné », par « compact ».
Solution.
Réunion ouverte? Vrai. Si x € |JE,, x € E,,. Cet ensemble étant
ouvert, on peut trouver r, > 0 tel que B(x,7;) C E,, C|J FE,.
Intersection ouverte ? Faux. (,.,B(0,1/n) = {0} n’est pas ouverte.
Réunion fermée ? Faux. Par complémentarité.
Intersection fermée ? Vrai. Par complémentarité.

Réunion bornée ? Faux. R" = J,,., B(0,n) n’est pas borné.

n>0
Intersection bornée? Vrai. Tout sous-ensemble d’un ensemble borné

est borné.
Réunion compacte 7 Faux. N’est pas nécessairement fermée.
Intersection compacte ? Vrai. Est fermée et bornée.

12. Montrer que le pavé [0, 1["C R™ n’est ni fermé, ni ouvert.
Solution.
On ne peut tracer aucune boule ouverte centrée en 0 entierement conte-
nue dans le pavé bien que O y appartienne : il n’est pas ouvert. La
suite des points (1 —1/k,1 —1/k,...,1 —1/k) du pavé converge vers
(1,1,...,1) qui n’en fait pas partie : le pavé n’est pas fermé.

13. Déterminer 'intérieur de chacun des ensembles suivants : la boule {x |
|x —al| < 1}, 'hyperplan {x | n- (x —a) = 0} et le pavé [0, 1[".
Solution.

L’intérieur de la boule est la boule elle-méme car elle est ouverte.
L’intérieur de ’hyperplan est vide. Si n - (x —a) = 0, si petit que soit
r>0,n-(x+rn—a)>0.

L’intérieur du pavé est le pavé ouvert ]0,1[". Tout ensemble ouvert
entierement contenu dans [0, 1[™ doit contenir tout point (x1, xa, ..., x,)
tel que 0 < x; < 1 pour tout 1 < j < n et ne peut contenir aucun
point ayant une coordonnée nulle.

14. Déterminer ’adhérence de chacun des ensembles suivants : la boule
{x||lx—a|l <1}, le demi-espace {x | n-(x—a) > 0} et le pavé [0, 1[".
Solution.

L’adhérence de la boule fermée est la boule fermée.

L’adhérence du demi-espace ouvert est le demi-espace fermé {x | n -
(x —a) > 0}. Tout point de cet ensemble est la limite d’une suite de
points du demi-espace ouvert.

L’adhérence du pavé est le pavé fermé [0, 1] pour la méme raison.



15.

16.

17.

Déterminer la frontiere de chacun des ensembles suivants : la boule
pointée {x | 0 < ||x —a|| < 1}, I'hyperplan {x | n-(x—a) =0}, Q" et
le cone positif fermé {x | z; >0, 1 < j <n}.

Solution.

La frontiere de la boule pointée est S(a,1) U{a}. Les points de cet
ensemble sont tous limites de points de la boule pointée et de points
qui n’en font pas partie.

La frontiere de 'hyperplan est I’hyperplan lui-méme. Ses points sont
tous limite de points qui n’y appartiennent pas.

La frontiere de Q™ est R™. Tout nombre réel est limite d’une suite de
nombres rationnels et limite d’une suite de nombres irrationnels.

La frontiere du cone positif fermé est la réunion des ensembles
E;j={x|z;>0,1<j<n et z; =0 pour au moins un indice j}.

Toute limite de points du cone doit avoir toutes ses coordonnées po-
sitives, toute limite de points n’appartenant pas au cone doit avoir au
moins une coordonnée négative.

Vrai ou faux ?

,E:E
-FEF=F
- EFE=FUOJE.
Solution.

— Faux. SiE:{O},E:EetEO?:@.

— Faux. SiE:{O},i?:(Z)et@:@.

Faux. Si E = {x | 0 < |x| < 1}, EUSE = {x | ||x|| < 1}.
On considere la suite des points x;, de R? définie par

Tp1+ T2

Tey1,1 = \/Th1Tk2, Th412 = 9

Montrer que, quels que soient xg1 > 0 et zg2 > 0, elle converge et que
sa limite est un point situé sur la droite xo = x7.
Solution.
On a
Tp11 < Tpq1,2 pour tout k& > 0.

Par suite,

Tpi1,1 = Tk et Tpy12 < Tp2 pour tout k> 0.



18.

19.

Les suites de coordonnées étant monotones et bornées, elles convergent
et le point limite x satisfait la relation xo = (z1 + x2)/2, c’est-a-dire
Xro = XT1.

Déterminer les valeurs de x € R™ pour lesquelles la série

Z [I[[*

converge et calculer sa somme.
Solution.
On a

Z =T SIS
si et seulement si ||XH > 1. Par suite
= x x
; Ix[* x| =1

si ||x]] > 1 et la série diverge autrement.

Soit A € R™"™. Montrer que la série
+o0o
> A
k=0

converge si [|A|| <1 et calculer sa somme.

Solution.

On a
I-AfF=(T-A)(IT+A+A% .-+ AR,

Si|A| < 1, la série
T+A+A%+

converge normalement, a fortiori simplement et, laissant k — +oo dans
la relation précédente,

+oo
—A)) AR
k=0

La matrice I — A est donc inversible et la somme de la série est son
inverse.

10



20. On considere une suite décroissante d’ensembles compacts non vides :
Ey D FE; D FE3D -

Montrer que l'intersection

(B

E>1
est non vide. La conclusion tient-elle si I’on remplace « compacts » par
« fermés » ?
Solution.
Considérons une suite quelconque de points x; € Ej. Ces points, étant
tous dans E; admettent une suite partielle x;, qui converge vers un
point x de Ey. Comme, quel que soit IV, les points x, sont tous dans
En apres un certain rang, on a en fait x € ()~ Ej.

La conclusion serait fausse si ’on remplagait « compacts » par « fermés » :
E, = [k, +OO[.

3 Fonctions numériques continues

1. Soient f; : R — R des fonctions continues. Montrer que la fonction

f(x) = fi(z1) fal@) - - fuln)

est continue sur R”.
Solution.
Si xx — X, alors, pour chaque 1 < j < n, z}; — x; et

fi(wr ) — fi(xs)
donc

fi(zen) fo(zr2) - fal@rn) — fi(@n) fa(wa) - folzn).

2. Déterminer ’ensemble des points de continuité des fonctions suivantes :
— f(x1,22) = sgnxy sgnxe (fonction signe);
— f(z1,22) = 21 22 Ig(x1) Ig(z2) (fonction indicatrice) ;
— f(x1,22) = sgn (x1 — x2) sgn (x1 + x2).
Solution.
— La fonction sgn x1 sgn xo vaut 1 si z1x2 > 0 et —1 si z129 < 0. Elle
est discontinue le long des axes des coordonnées.

11



— La fonction z1 @ Ig(x1) Ig(z2) vaut 1 si z1 et x2 sont rationnels
et x1x9 # 0 et vaut 0 autrement. Elle est discontinue partout sauf a
I'origine puisque

z1 22 Ig(x1) Ig(z2) < z129.
— La fonction sgn (1 — x2) sgn (x1 +z2) est discontinue sur les droites
T1 —x9=0et 1+ 29 =0.

. Soient £ C R" un ensemble ouvert et f : £ — R une fonction. Montrer
qu’elle est continue si et seulement si elle possede la propriété suivante :
pour tout ensemble ouvert O C R”, I'ensemble f~1(O) est ouvert.

Solution.
On sait que la condition est nécessaire.
Vérifions qu’elle est suffisante. Donnés xg et € > 0 arbitraires,

xo € f7H(B(f(x0),€))-
Cet ensemble étant ouvert, il existe § > 0 tel que
B(xo,0) € fH(B(f(x0),€))E,
c’est-a-dire tel que
Ix — o] < & implique || f(x) — f(xo)] < e.

. Vrai ou faux ?

~ Si F C R est fermé et f : R® — R est continue, 'ensemble f~1(F)
est fermé.

— Si F C R" est fermé et f : R™ — R est continue, 'ensemble f(F)
est fermé.

Solution.

— Vrai. f71(E) = (f~1(E°))".

— Faux. Si )
J@) = s

on a f(R)=10,1].

. Soit f : R™ — R une fonction continue. Que peut-on dire des ensembles
suivants 7

~{x [ f(x) > a};

~{x [ f(x) = a};

- {x[f(x) =a}.

12



Solution.

— {x| f(x) > a}, image inverse d’un intervalle ouvert, est ouvert.
— {x| f(x) > a}, image inverse d’un intervalle fermé, est fermé.
— {x| f(x) = a} est fermé pour la méme raison.

" — R sont

. Soit A € R™ ™ une matrice carrée dont les entrées a; ; : R
des fonctions continues. Montrer que :

— La norme ||A(x)]| est une fonction continue.

— Le déterminant dét(A(x)) est une fonction continue.

— L’ensemble {x | A(x) est inversible} est un ensemble ouvert.

Solution.

— On a
A= | DD aii(x).
i=1 j=1
—On a
dét(A(X)) = Z sgn (U)al,a(l)aQ,U(Z) © O o(n)
ou o est une permutation de {1,2,...,n} et sgn (o) est son signe.

— Cet ensemble est I'image inverse d’un ensemble ouvert (R\{0}) par
une fonction continue (le déterminant).

. Montrer qu'un sous-ensemble connexe de R est nécessairement un in-
tervalle.

Solution.

Supposons que £ C R est un ensemble connexe non vide ou non réduit
a un point. Soit xg € E. Posons

a=1inf{x <zg |z € E} et b=sup{y >z |y € E}.

Alors E = (a,b). Si par exemple z €]xg, b| n’appartenait pas & E, on
aurait

E =] —00,z[|E U]z, +o0[ E.
. Soient £ C R™ un ensemble convexe et f : E — R une fonction
continue. Montrer que quels que soient x1, x9 € E et quel que soit y
entre f(x1) et f(x2), il existe x € [x1,x2] tel que f(x) =y.
Solution.
Considérons la fonction continue ¢ : [0,1] — R définie par

o(t) = f((L— 1) x1 +1x2).
Il existe s €]0, 1] tel que ¢(s) = y.

13



9.

10.

Soient £ C R™ un ensemble compact et f : F — R une fonction
continue et strictement positive. Montrer qu’il existe un nombre p
strictement positif tel que f(x) > p pour tout x € E. La conclusion
tient-elle si 'on remplace « compact » par « fermé » ?
Solution.
Puisque f atteint son minimum sur F et qu’elle est strictement posi-
tive,

p=inf{f(x)|x € E} > 0.

La conclusion est fausse si 'on remplace « compact » par « fermé » :
si

et E=[0,+o0[, on a pu=0.

Soient £/, FF C R™ des ensembles compacts. Vérifier que la fonction
f(x) =inf{|lx -yl |y € F}
est continue. En déduire qu’il existe xg € E et yg € F tels que

lIxo — yol| < |lx —y| pourtout x € E,y € F.

Solution.
La fonction y — ||x — y|| satisfait I'inégalité

% =yl = lIx = y2lll < [ly1 =yl

Elle est de ce fait continue et atteint son minimum sur tout ensemble
compact. Par suite, il existe y1,y2 € F' tels que

fx) = Ik =yl f(x2) = [[x2 — y2l|

et
|f(x1) — f(x2)] < []x1 — x2]|.

La fonction f est continue et atteint son minimum sur E. Si xg € F
est un point ot f atteint ce minimum et si yg € F' est un point ou

f(x0) = [|x0 — yo|, on aura
|x0 —yol| = f(x0) < f(x) pourtout x € E

donc
lIxo — yol| < |lx —y|| pourtoutx € E,y € F.

14



11. Montrer que la fonction

arctan al'x
X)= ———
Ay
atteint son maximum et son minimum sur R".
Solution.
On a
fla)>0 , f(-a)=-f(a)
et
lim f(x)=0.
[I%||—+o0

Il existe donc R > ||a|| tel que
x| > R implique [£(x)| < f(a).

Sur la boule compacte B(0, R), f atteint son maximum (en xp7) et
son minimum (en f(X,,)). Alors

f(xm) < f(x) <xpr  pour tout x € R™.

0.4}

0.2

10 20

FIG. 3 — La fonction arctanz/(1 + 22)

4 Fonctions numériques dérivables

1. Soient f: R — R et g : R — R deux fonctions dérivables. Montrer que
la fonction

h(x1,22) = f(21) g(22)

15



est dérivable.
Solution.
La fonction h est dérivable et

grad h(x) = (g9(x2)f (1), f(z1)g (22))

h(y) — h(x) = (f(y1) — f(21))g(y2) + f(21)(g(y2) — g(x2))
= (f'(x1)(y1 — x1) + 75 (v1))9(y2) + f(21) (g (22) (Y2 — 2) + 74(y2))
= (f'(@1)(y1 — x1) + 75 (y1))g(@2) + f(21) (9 (22) (Y2 — 22) + 74(y2))

+(9(y2) — g(z2))(f' (1) (w1 — 1) + 77 (y1))

= g(x2) f'(z1) (Y1 — 21) + f(21)g' (x2) (y2 — 2) + r(y)

r(y) ri(y1) y1 — o1 . 79(y2) Y2 — 2

==~ 2y y ==l T —a ly =
() () YL B ol EWL) 1 —an
+a(02) — 92 (@) F=h + (a(n) — ) LA A

lim ) _ g
y—x ||y — x|

2. Déterminer ’ensemble des points ou la fonction

fla1,22) = |21] 23

est dérivable.
Solution.

La fonction est de classe C(Y), donc dérivable, dans les demi-plans
x1 > 0 et 1 < 0. Elle n’admet pas de dérivées partielles et donc n’est
pas dérivable aux points (0, z2) tels que zo # 0. A I'origine, elle est
dérivable et f/(0) = 0 car

lim [21]25

x=0 \/x + a3

3. Méme question pour la fonction

f(x1,22) = Y120

=0.

16



Solution.

La fonction est de classe C(1) donc dérivable dans {x | x1z2 # 0}.
Elle n’admet pas de dérivées partielles aux points ou x122 = 0 et donc
n’est pas dérivable en ces points.

. Soit p > 1. Calculer ||grad(]|x|[P)]|.

Solution.

On a

0
__ Py — p—2
8:51(HX” ) =px1|x]|

donc
lgrad(|[x||”)|| = p[|Ix|/P~".

. Soit f : R — R une fonction dérivable. Calculer le gradient de la
fonction g : R™ — R définie par g(x) = f(]|x]|).

Solution.

Pour 1 <5 <n,

af(ll=l) _ TR

“on, f (!\Xll)m si|[x[| #0
donc <

arad () = f'(Jx|) st x# 0.
Comime

g(zjel™) = g(0)  f(jz;)) — £(0)

- Y

Ty Ty
la fonction g possede des dérivées partielles a 'origine si et seulement
si f/(0) = 0 auquel cas
grad g(0) = 0.

. Soit
folw) = {xksiné sixz #0,

0 sinon.

Montrer que

— fo n’est pas continue;

— f1 est continue mais non dérivable;

— fo est dérivable mais non continument dérivable;

— f3 est continliment dérivable mais non deux fois dérivable...

17



Solution.

. 1 .
lim sin— n’existe pas.
r—-400 €T

. 1 . 1 i
lim xsin— =0 , lim sin — n’existe pas.
x

z—0 T z—0
: 1 . : r .
lim zsin— =0 , lim 2zsin — — cos — n’existe pas.
x—0 x z—0 x X
: 9 . 1 1 ) 1 r .
lim 3z“sin— —xcos— =0 , lim 3xsin— — cos — n’existe pas.
z—0 T z z—0 z z

En général, on peut raisonner a partir des relations
fu(@) = afu-r(2z), fr(@) =2fr_1(2) + fu1(z) stz #0.

. Soient £ C R"™ un ensemble ouvert, xg € F un de ses points et f : £ —
R une fonction numérique définie sur E. La dérivée directionnelle

de f en x( dans la direction du vecteur unitaire e (|le|| = 1) est
_ f(x0+ he) — f(x0)
D =1
e/ (x0) ho0+ h

(si la limite existe). Montrer qu’une fonction dérivable en xg admet
une dérivée directionnelle suivant toute direction e en xg et que

De f(x0) = grad f(xo) - e.

Solution.
Si f est dérivable en xg, on aura

f(x0 + he) — f(xo) Df(xo)(he) +r(h)

hli>0+ h - hllr(l)l-s- h
= Df(xo)(e) + lim rth) _ radf(xo) - e
- 0 hoor b S 0

. Soient £ C R™ un ensemble ouvert convexe et f : £ — R une fonction
dérivable sur E. Montrer que, quels que soient x; et x9 dans F, on a

|f(x2) = f(x1)] < [lx2 — x| sup{[|lf'(x)|| | x € [x1,%2]}.
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Solution.

L’ensemble E étant convexe, [x1,x2] C E. Il existe donc x3 € [x7,X2]
tel que

f(x2) = f(x1) = f'(x3)(x2 — x1)

et par suite
|f(x2) = f(x1)] < [lx2 — x| sup{[|lf'(x) || | x € [x1,%2]}.
9. Soit f : R™ — R une fonction telle que

|f(x2) = f(x1)] < Allx2 — x|

avec p > 1. Montrer qu’elle est constante.
Solution.

L’hypothese entraine que les dérivées partielles de la fonction sont
toutes partout nulles. En vertu de ’exercice précédent, elle doit étre
constante.

10. Développer la fonction f(x1,xe,x3) = x1x923 au point (1,1,1).

Solution.
On a
flxr,xe,23) =14 ((z1 — 1) + (x2 — 1) + (z3 — 1))
o ((or = )2 = 1) (a2 = 1l — 1) + (o1~ Vg — 1)

+(xz —1)(x1 — 1) + (w2 — 1) (23 — 1) + (z3 — 1)(x2 — 1))
+%((az1 — D)(zo — 1) (23 — 1) + (21 — 1)(z3 — 1) (22 — 1)

+(ze — D)(z1 — (3 — 1) + (w2 — 1) (23 — 1) (21 — 1)
+(w3 = 1)(r1 — D(z2 = 1) + (23 — 1)(22 — 1)(21 — 1))

c’est-a-dire

L1923 = —2+.’L'1+1'2+J}3
+(z1 = D)z — 1) + (21 — 1) (23 — 1) + (22 — 1)(23 — 1)
+(z1 — 1)(zg — 1)(x3 — 1).
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11. Soient ¢ € C*)(R) et f(x) = ¢(a’x). Vérifier que le développement
limité de cette fonction a ’origine peut s’écrire

k-1
f(x) = f(0) +Z¢(p)(0) Z i (a121)* (a22)™ -« - (an®n)™" + 1y
p=1 el =p

et préciser la forme du reste ry.

Solution.
On a
D%p(a’'x) = ¢lolh(ax)a™
donc,
k—1 1
Fx) = £0)+) 6@ 0) > o (@2) (a222) - (anzn)™" + 7
p=1 el =p
ou

o =¢"@’y) Y é(alxl)al (a22)** -+ (anwn )™

lexl| 1=k
avec y € [0,x].
12. Soient ¢ € CA(R) et f(x) = ¢(xT Ax). Calculer f/(0) et H(0).

Solution.
On a
a n
P o(xT Ax) = ¢/ (xT Ax) 2 Z A T
J k=1
et
02 n n
oy d(xTAx) = ¢ (xT Ax) 2 Zammi 2 Z ar jri+¢ (xT Ax) 2 a; ;.
Eat p=1 k=1
Alors
f0)=0
et
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5 Optimisation
1. Soient (z1,y1), (z2,%2),. .., (xN,yn) des points du plan tels que
T <xTe<---<IN.

Déterminer la pente a et 'ordonnée a l'origine b de fagon a ce que la
droite y = ax + b obtenue minimise la somme des carrés des écarts
entre les points donnés (x, yx) et les points calculés (zx, axg + b) :

N

> (yp — azp — b)*.

k=1

(droite des moindres carrés)
Solution.
Il s’agit de minimiser le polynoéme

(a,b) _CLZZZE +Nb2+2abz$k—2a2xkyk—2b2yk+2yk
k=1

Les conditions du premier ordre conduisent a des équations linéaires
N N N
CLZZL’% + bZ-Tk = Zxkyk
k=1 k=1 k=1
N N
a Z .+ Nb= Z Yk
k=1 k=1

admettant une solution unique

N chv—l TEYk — Zk 1%k Zk 1 yk
NZk T (Zk 1$k>
Z]kvzl a} Zkﬂ Yk — Zk 1%k Zk 1 TkYk
NZk 1 TF — (Zk 1 xk)

Les mineurs principaux de la matrice hessienne,
N N N 2
2 2
ot ¥ et (Yo
k=1 k=1 k=1

21

a =

b=



étant positifs, il s’agit d’un minimum local. Puisque

lim a,b) = +o0,
Ll S
il s’agit en fait du minimum global de la fonction f sur R2.

. Déterminer le minimum de I'expression

1
/ (sinmt —a—bt —ct?)?dt
-1

lorsque a,b,c € R.

Solution.

Il s’agit de minimiser le polynoéme

2 2, 4 4
fla,b,¢) =2a®> + Z0* + 22+ —ac— —b+ 1.
T

3 5 3
Les équations des points critiques sont

1 1 1 1 1
—c= —-b— - = — —c=
a+3c O73 0,3a+5c 0

et admettent pour unique solution

Les mineurs principaux de la matrice hessienne sont 1, 1/3 et 12/305
et il s’agit d’un minimum local. Puisque

lim a,b,¢c) =40
a2+b2+02~>+oof( » U ) )

il s’agit en fait du point ou f atteint son minimum global

6
1-—.
T2

. Montrer qu'une fonction f : R” — R qui est a la fois convexe et
concave est nécessairement une fonction affine.
Solution.
On a
F(1 = Vx4 Ay) = (1= N F(x) + Af(y).
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La fonction g(x) = f(x) — f(0) satisfait encore la relation précédente
et de plus

gAX) = Ag(x) si 0 A< 1, g(—x) = —g(x).
On tire aussitot de la premiere de ces deux proprété que

g(Ax) = Ag(x) pour tout A >0, g(x1 +x2) = g(x1) + g(x2).
On a

n n n
g Z Aj egn) = Z)\j g(egn)) si Z)\j <1
j=1 j=1 j=1
c’est-a-dire, en posant

a= (g(egn)), g(eé”)), cee g(e’gzn)))v

n
g(x) =alx si x € R est tel que ij <1.
j=1
On en déduit d’abord que

T .
g(x)=a'x si xe R}

puis que

T

g(x) =a’x pour tout x € R"

en utilisant les propriétés supplémentaires de g (tout point de R™ est
la différence de deux points de R’} ). Ainsi

F(x) = a”x + £(0)

est une fonction affine.

. Montrer qu’une fonction convexe sur un polyedre y atteint toujours
son maximum en certains des sommets.
Solution.
Si

[X0,X1,X2, -+« X
est le polyedre, ses points sont des combinaisons linéaires de ses som-
mets et si f est la fonction, on a

f (Z)\ka) <D A flxi) < sup{f(xx) |0 < k < m}.

k=0 k=0
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5. Montrer que la fonction
Fx) = (14 %"

est convexe.

Solution.

La fonction x +— x”x est convexe et la fonction u — (1 + u)* est

convexe croissante sur |0, +00].

6 Transformations de I’espace euclidien

1. Soit f : R™ — R™ une fonction. Vérifier qu’elle est bornée (en norme)
sur I'ensemble FE si et seulement si ses composantes f; : R” — R™ le
sont. Posant

M = supf[[f(x)[| | x € E}

et
M; = sup{|fi(x)| | x € E},

montrer que

Solution.
On a, quels que soient 1 <i<metx € FE,

FGN< | D2 < | > M2
i=1 i=1

ce qui entraine

2. Soit f : R?2 — R? la fonction

(l‘% — l’g, 2$1$2)

f(x) = \/x%+x§

si (z1,22) # (0,0),
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Vérifier que ||f(x)]| = ||x||. Déterminer I'ensemble E. des points ou elle
est continue puis ’ensemble E,; des points ou elle est dérivable.
Solution.
On a

z} — 2033 + 23 + 4a%a}

f(x)|? = — 22422 — Ixl2.
I£60)] o 4 o = x|

La fonction est de classe C") donc dérivable donc continue sur R™ \ 0.
Elle est continue a l'origine mais n’y est pas dérivable parce que sa
premiere composante fi n’y admet pas de dérivées partielles.

. Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

y1 = e*l cos o, Yo = €*lsinxy

2 2 2
y1 =x1 + 22+ 23, Yo =27 + 25+ 23

Y1 = T1+ T2, Y2 = T1 — T2, y3=\/33%+l’§

Y1 = CcosT1, Y2 = sinxy, y3 = x1.

Solution.
— On a
, _ [e*tcosxzy —e*lsinag
Fx) = (e‘”l sinxzy  e®l cos o > ’
— On a
, (1 1 1
f (X) o <2$1 21’2 21‘3 ’
— On a
1 1
1 -1
f’(x) = T T2

2 2 2 2
\/x1+x2 \/x1+332

si x # 0, la fonction n’étant pas dérivable a l'origine car sa troisieme
composante f3 ne l'est pas.
—On a

—sinxy
f'(x) = | coszy
1

25



4. Pour chacune des fonctions précédente, déterminer I'image f(R™) de
R™ par la fonction f.

Solution.
— On a f(R?) = R? car

1, y2)=1f[lo 2 4 z,arctan%—i-kﬂ
(Y1, ¥2) g\/vi + 5 m

pour un k € {—1,0,1} approprié.
— On a
F(R?) = {(y1,92) | u7 < 3ya}.

En effet, le cercle d’équation z2+x2 = ys—2z2 coupe la droite d’équation
) q 1 2 Y 3 p q

r1 422 = y1 —x3 si et seulement si son rayon est au moins aussi grand

que la distance de la droite a l'origine, c’est-a-dire si et seulement si

ce qui admet une solution en x3 si et seulement si y? < 3yz. On a alors,
par exemple,

Y1 1 2 Y1 1 2 U1
= f - — - - — T = - - .
(yh y2) < 3 \/6 3y2 ) 3 \/6 32/2 Y1, 3

— On obtient un cone

2 2
_I_
f(R?) = {(yl»?/%y3) lys =/ y12y2}

Y1 +Y2 Y1 — Y2
(ylay27y3):f< 2 ; 9 >

car alors

— On obtient une hélice
f(R) = {(y1.y2,¥3) | y1 +v3 =1, y2 = y1 tanys},

(y1,y2,93) = £(y3).

5. Montrer, par un exemple approprié, que le théoreme des accroisse-
ments finis,

f(xg) — f(x1) = f'(x3)(x2 — x1),
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est faux pour une fonction R™ — R™ si m > 1.
Solution.
Considérer

f(x) = (e** cosxg, e*! sinxg)

et
X9 = (0,2’/T> , X1 = (0,0).

. Soient £ C R™ un ensemble ouvert convexe et f : & — R" une fonction
dérivable. Montrer que, si f'(x) = 0 pour tout x € E, la fonction f est
constante dans F.

Solution.
Quels que soient x1,x9 € F, on a

If(x2) = £(x2) ]| < vVmn [[x2 = xal| sup{If'(x)|| | x € [x1,%2]} = 0.

. Vrai ou faux?

Soient £ C R™ un ensemble ouvert et f : £ — R"™ une fonction ad-
mettant une matrice jacobienne dans E. Si x +— [f(x)| admet un
minimum local en x¢ € E, Jf(x¢) = 0.

Solution.
Faux. f(x) = x.

. On considere la transformation des coordonnées sphériques aux coor-
données cartésiennes sur R? :

z1 = 7 cos 01 sin Oy
To = rsin fq sin O

T3 = 1 c0os bs.

Pour quelles valeurs de x la transformation inverse est-elle définie?
continue ? dérivable ? Quelle est sa dérivée ?

Solution.
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r= /22 + 2% + 22

(arctan % six; >0
% six; =0, 29 >0
0 = arctan%+7r sixy <0,202>0
—% six; =0, 29 <0
arctan % —m sixz <0, 22 <O0.
:L"%+:I:§ .
arctan 3 sixg >0
(92 = T si xr3 = 0
2
z? + 13 _
\arctanT + 7 sixg > 0.

Cette fonction inverse f est définie dans R3 privé de la droite d’équations
r1 = 29 = 0. Elle est continue sur R? privé du demi-plan défini par
x1 < 0,29 = 0. Elle est dérivable en tout point de cet ensemble ouvert
et sa dérivée f'(x) est

I W X2 &3
[ 2 2 2 [ 2 2 2 [ 2 2 2
r1 + x5 + 23 x] + x5+ 23 r] + x5 + 23

T2 _ T 0
2 2 2 2
Ty + 5 Ty + T3

_ 2 2
123 ToI3 V Ty + x5

2 2
(95%"'95%"‘35%)\/1'%4‘:3% (x3 + 23 + 2d)\ /2?4 23 (21 + 23 + x3)

7 Dérivation en chaine

1. Montrer que la composition g o f de fonctions f : R — R™ et g :
R™ — R? de classe C(1) est une fonction de classe C().

Solution.

Posant y = f(x) et z =g(y), on a

9z,
al‘j

yi
a$j

(x) = 3 Lk

= (%)
o O

x))

pour tout 1 < k < p et pour tout 1 < j <n.
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2. Calculer le jacobien

8(7', 91, 92)
8(1'1, 2, .%'3)
(Pexprimer en termes des variables x1, z2 et x3).
Solution.

On sait que

O(z122, x3)
o(r,61,62)

= —rsinf,.

Donc
o(r,01,602) 1 1

d(x1, w9, x3)  rsinfy /22 4+ 22
3. Soit f : R™ — R une fonction dérivable strictement positive et considérons
la fonction g : R® — R définie par
9(x) =V f(x).
Montrer qu’elle est dérivable et que
o= )
2/ f(x)

Solution.
La fonction g est dérivable comme composition des fonctions dérivables

X — f(x) et y+— /y. On a
o1 of
aﬁj 2\ /f(X) aLL‘j

4. Soient f,g:R™ — R deux fonctions dérivables et considérons la fonc-
tion h : R™ — R définie par
h(x) = log (1 + fz(x) + 92(X)) .
Montrer qu’elle est dérivable et que

1016 + 9(x)g/ (x)
T+ 260+ 2(x)

(x).

B (x) =2

Solution.
La fonction h est dérivable comme composition des fonctions dérivables
x = (f(x), g(x)) et y — log(1+y{ +3). On a

o, 51 g0 22
) )+ (0 3 ) ).

1
=P+ P (

f(x)
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5. Soit f € C®(R?) et considérons I’équation d’onde
O*f 1 9*f

9.2 2 9..2°
Oxy c? 0z5

Montrer que pour un changement linéaire approprié des variables,

y = Px,
elle devient
0% f
=0
0y10y2
En déduire la forme générale de sa solution.
Solution.
Siy1 = p11x1 + p12w2 et Y2 = p2121 + p2.272, 'équation devient
0% f 0% f 0% f
2 2
P15 t2P1ap2 i tPo175
b oy Oydys 2 Oy
1 [, 0*f O f s O°f )
= 5 | Plogas T 2p22p125—F— + D327 |-
c? ( b2 oy? Oy10y2 2P 0y3
Le choix p12 = ¢p1,1, p22 = —cpa21 la réduit a
0% f
2(L+ ) prape) m—— =

Donc, en posant
Y1 =T1+CT2, Y2 =21 — CT2

il faut résoudre

0% f _0
Oy20y1
Comime
9 (3f> _0
Oy2 \ Oy '
il faut que
of
&H—g@ﬁ
puis

f=F(y)+G(y2)

c’est-a-dire que

f(z1,22) = F(z1 + cx2) + G(z1 — cx2).
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6. Vérifier que le laplacien
n

82

A= —

jz::l ox

est invariant sous une transformation orthogonale

RSN N

y =Px avec PT =P~}

des variables.
Solution.

Sous la transformation linéaire
y = Px,

Popérateur différentiel

n o n 82
DZE:E:%QgEE

i=1 j=1
devient
n n 92
D = PAP
252222( nmzay Yk

Pour le laplacien, A =1 et si P est orthogonale
PAPT = 1.

7. Montrer qu’en deux dimensions, les solutions de classe C'® de I'équation
de Laplace (les fonctions harmoniques)

Af=0

qui ne dépendent que de /2% + x3 sont de la forme

f(x) =alog /23 + 23 +b.

En coordonnées polaires,

Solution.

02 10 1 92

Ao 1o 10
Oor? + r Or + r2 96?
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Si Af =0 et si f ne dépend pas de 01, on a

a2 f df
2 _— _— =
" dr? T dr 0-

En posant s =logr, on a

d_1d & _ 1d 1d
dr  rds’ dr?  r2ds  r2ds?’
Ainsi,
d2
“f
ds?
et

f(r) =alogr +b.

. Montrer qu’en trois dimensions, les solutions de classe C?) de équation
de Laplace

Af=0
qui ne dépendent que de /z$ + x3 + z% sont de la forme
P —

Va? + 23 + 3

Solution.
En coordonnées sphériques,

N A N N I U S B
T 2or ' or) " rZsin6, 06, 2905 ) " rZsin? 0, 062
Pour une fonction harmonique f ne dépendant que de r, on a donc
af ( o df
- - — 0
dr (T dr)
ce qui entraine immédiatement
a
=—+b.
fr) =%+

. Soient f : R™ — R une fonction dérivable et p € R un nombre réel.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) quels que soient x € R™ et ¢ > 0,
(i)
fltx) =1 f(x);
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(ii) quel que soit x € R™,
D @ gy () =P f0)
7j=1

(théoréeme d’Euler sur les fonctions homogeénes.
Solution.

La condition (i) entraine la condition (ii). Il suffit de dériver les deux
membres de la relation

F(Ex) = ¥ f(x)

par rapport a t et de prendre t = 1 dans le résultat.
La condition (ii) entraine la condition (i). On a

4 (i) = o f(10)

par hypothese. Posant ¢(t) = f(tx) (x fixé), la relation

dg
t— =pglt
5~ P9(®)
admet pour solution
g(t) = AtP.

Lorsque t =1, A = g(1) = f(x) ce qui signifie que

F(tx) = P F(x).

8 Fonctions inverses
1. Déterminer les points xg au voisinage desquels le systeme
y1 =]+ 15, Y2 = 1122

peut étre résolu pour x. Calculer explicitement cette solution.

Solution.

On a
oy, y2)

8(%1,1’2)
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et les équations peuvent étre résolues au voisinage de tout point x tel
que z? # x3. Explicitement, si 21 # 0,

1
xl:i\/2<y1—vy%—4y§>,x2= y2
1
ﬂt\/2 (yl_ \/y%—‘ly%)

et, si z1 =0, 19 = £,/y1. Si 22 # 23, on a y3 — 4y3 > 0 et les droites

22 = 22 correspondent aux droites y? = 4y3.

2. Déterminer les points x(¢ au voisinage desquels le systeme
Y1 =21+ a2+ + 1y
ygzx%—I—x%—i---'—&—x,%

Yn =] + x5 + -+

peut étre résolu pour x.

Solution.
On a
1 1 ... 1
a(yhyQ)"')yn) — Jé 2:151 2$2 21,”
= det . ) '
O(x1,x9,...,2n :
nl'n_l nxn_l ceo pgnl
1 2 n
n—1 n—2
=n! H($n - $7,) H(xn_l — xl) e (372 _ 331)
i=1 i=1

— le déterminant est un polynéme en x,, qui s’annule si aux points x;,
1 <i<n-—1, et dont le coefficient du terme z]' est

a(yla Y2, yn—l)
Oy, z2,...,Tp 1)

Par conséquent, le systeme peut étre résolu au voisinage de tout point
x dont les coordonnées sont toutes distinctes.

3. Montrer que si la matrice



est inversible, le systeme d’équations
Y1 = axy —i—ea:% + bxo , yo = cx1 + dxo +ex§

peut étre résolu pour x pres de 'origine. Obtenir la solution explicite

dans le cas ou
10
A— (1 1).

Spécifier les points y pour lesquels la solution obtenue est valable.
Qu’arrive-t-il lorsque € tend vers 07

Solution.
On a
oy, y2) . (a+2ex; b
8(1'1,:(}2) == dé& d-+2exs )’
Ainsi a( )
Y1, Y2 .
—22772(0) = dét(A 0
8(:1:1,:c2)( ) (A) #

et le systeme peut étre résolu pour x au voisinage de 0. Le systeme
y1 =1+ ext , Yo = a1 + Ty + €

admet pour solution au voisinage de l'origine

—1+VTHdeyr -1+ V3 + deys — 2/T + deyy
= , 2 = .
2¢ 2¢

I
Lorsque € — 0, ces expressions deviennent

1 =Y, T2 =Y2 — Y1

— la fonction inverse dépend de facon continue du parametre e.

. Montrer que le systeme
Y1 = T3COSTIT2 , Y2 = T3SINT1T2 , Y3 = L1+ T3

peut étre résolu pour x au voisinage de tout point x¢ tel que zg 1203 #
0. Calculer les dérivées partielles au point yg des fonctions obtenues
lorsque xo = (1,0, 1).
Solution.
On a

Oy, y2,93) _
d(x1, z2,x3) 1
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L’inverse de la matrice jacobienne de la transformation x — y,

—Tox3 SN T 1Ty —T1T3SINT1T2 COSTIT2
T2X3 COST1T2 13 COST1T2 sin 12 s
1 0 1

est la matrice de la transformation y — x :

— COST1XT2 —sinx1Ts
ToT3COSTITo —SINT 1Ty  Xox3SINT1T9 +COSTIT9 X2
173 T1x3 T
COS L1X9 sin x1x2 0

Lorsque 1 = 1,22 = 0 et x3 = 1, on obtient

-1 0 1
0 10
1 00
c’est-a-dire que
8:(}1 8.%‘1 (91’2 81’3
22H1,0,2) = =1, —2(1,0,2) = —2(1,0,2) = —2(1,0,2) = 1,
8?/1( ) Gys( ) 8y2( ) 8y1( )

les autres dérivées partielles étant nulles au point considéré.

5. Soit f(x) = (1,23, 23). Vérifier que f est inversible au voisinage de 0
bien que f'(0) ne le soit pas. Explication ?
Solution.

On a f~(y) = (y1, ¥/y2. ¢/y3) et

f'(0) =

o O =
S O O
S O O

La fonction f est bien de classe C()(RR3). La fonction f~! n’est pas
dérivable a l'origine.

9 Fonctions implicites
1. On considere ’équation

x129 — x3logry + €% —1 =10
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au voisinage du point (0, 1, 2). Peut-on I’y résoudre pour z1 ? pour xg ?
pour z3 7

Solution.
Soit
f(X) = x1x2 — x3log o + eL1%2 _ 1.
Puisque
0 9 5
7f = X9 -+ 1'26931332 , 7f = — @ + 1.16.231332 7 7f _ _ 1ng27
0xy s o o
on a
of af of
8$1(7 ) ) 78%2(, ) ) 78%3(’ , ) ,

et on peut résoudre pour x; ou pour xo mais pas pour Ts.

. On considere le systeme d’équations
_ 2 2 2 _
T1+ret+a3=1, 2] +x3+23=1

au voisinage du point (1,0, 0). Quelles variables peut-on y éliminer ?

Solution.
Soient
A(X) =21+ a2+ 23, f2(%) = 2] + a5 + 23
Alors o o)
1, f2) o
78(337;7.%]‘) = 2($] 131).
Pone o fr, f2) o f1, f2)
1, /2 1, J2
——7=(1,0,0) =——"%(1,0,0) # 0
8(1:1,:52)( )8(:1:1,333)( ) #

et 'on peut éliminer x; et x5 du systeme et les exprimer en terme de
3 ou éliminer x1 et x3 du systéme et les exprimer en terme de xo mais
on ne peut pas exprimer zo et x3 en terme de x7.

. On considere le systeme d’équations
2 2
] — 2x274 + 23 =0, xi’—w%+x§+xi=0

au voisinage du point (—1,1,1,1). Vérifier que ’on peut 'y résoudre
pour z1 et z3 et calculer les dérivées partielles

81’1 (91'1 8.%'3 81‘3

8:62 ’ 8%’4 ’ 8.%'2 ’ 8.1‘4.
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Solution.

Soient
fi(x) = 22 — 2momy 4 23, fo(x) = 25 — 23 + 25 + a3,
one O, )
1,J2
SAUELEL) Y — 1)
O, vg) O 70
pone o)
1, fo
1,1,1.1 —-12
8(%1,373 ( L )
et
w1 = x1(w2,24) , T3 = 13(T2, T4).
On aura
8 ox T3 8 8:63
2w15 o —2x4+2x36 . =0 3z %8— 3x§+3m§8—m:0
8 a T3 a 28563 2
2 —2 2 =0 3 — 4+ 33— +325;=0
R T 9wy Mgy, TOM
donc au point (—1,1,1,1),
Om Oy Om | Org
Oza  Ozo Oxryg  Oxo
O Ors o O Ors
Ory  Oxg Ory  Oxry
ot ) ) ) B
doy g 0m ) Ow_y Om
O0xo Oxy 0xo Oxy

en ce point.

. On consideére le systeme d’équations

1+ 229 + 323+ 1024 =0
4.’E1+5.’E2+6$3+$i =0
7x1+8x2+9x3+x§1 =0

au voisinage de l'origine. Vérifier qu’elles déterminent zi,xo et x4

comme fonctions de x3 et calculer la dérivée a l'origine de chacune
de ces fonction.

Solution.
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Si

J1(x) = 21 + 229 + 323 + 1024

fo(x) = 4oy + bao + 633 + 2]

f3(x) = T21 + 832 + 9z3 + 7},
on a

a(f17f27f3)

= 922 + 1224 — 30
8(.’1}1,1’2,%4) 4

et
Ofr, fo. f3)

O(z1, 2, x4)

(0) #0.
Pour calculer les dérivées on obtient le systeme

dry dxo dxy

— 2—= 10-—(0) = —
s (0) + i (0) + deg (0) 3
dl‘l dCCQ
4— —(0) =—
dis 0) + 5d:c3 (0) 6
Cll‘l dSCQ _
7d753(0) + Sd—xg(O) =-9
qui admet pour solution
dx dzo dxy
—(0)=1, —(0)=-2, —(0) = 0.
dxg() : d$3() ’d:cg()

. Soit f : R? — R une fonction de classe C(? telle que f(xq) = 0 et que

of

Oy

(x0) # 0.
Calculer
d2£C2
dx%
le long de la courbe de niveau f(x) = 0 au voisinage de xg.

Solution.
La relation f(z1,22) = 0 définit zo comme fonction de z; et l'on a

4 _ 9  dr 9
d$1 - 01'1 diCl 0%2‘
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Donc

day DMy
dzy DOy
et
d*zy  d (DWf
= (o)
soit

d2xs B (DW 2 DO2 ¢ —opM) f D) f pLY f 4 (DR £)2 D20) f

dz? (D@ f)3

. Soit f : R® — R une fonction de classe C™) telle que f(xq) = 0 et que

of (L Of . Of

By (XO)am (Xo)a%3 (x0) # 0.

Alors 'équation f(x) = 0 détermine chaque variable z; comme fonc-
tion des deux autres au voisinage du point xg. Montrer que

Oy Oy Oz _
81'2 8:E3 83:1
Solution.
On a successivement
of o 0f _
axl 81?2 8.2(}2 o
af Oxo af
—— 4+ ——=0
8.%2 8:63 * 83:3
° of  of o
I3 o
D’ou
Oy O Oy _ (e DOFDOFDOS
Oxo 0x3 011 N D(l)f D(Q)f D(3)f - ’

. Déduire le théoreme des fonctions inverse du théoreme des fonctions
implicites.

Solution.

11 suffit de considérer les fonctions F : R?® — R™ définies par

F(Xay) = (fl(x) - yl:fQ(X) —Y2.. 'afn(x) - yn)'
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La condition

O(f1, fas s fn)

O(x1,xa,...,2pn)

£0

permet de résoudre le systeme F(x,y) = 0 pour les variables z; en
terme des variables y;, c’est-a-dire d’inverser la fonction f.

Optimisation sous contraintes

. Vérifier que 'espace Ths(x¢) est indépendant du choix des parametres

au voisinage de xg.

Solution.

Soit h : T'— R™ un paramétrage d’une portion de M contenant xq et
soit 1 : S — T un difféomorphisme de classe C(!) entre S et T'; alors
h; = h o est un autre paramétrage possible et

u (‘3h1 u Oh dt; K[ O
S = G- (Y )

=1

. Déterminer espace tangent et espace normal au cercle défini paramétriquement

par
xr1 =rcosfisint, xo = rsinfysint, xg = rcost

(r et 6y sont fixés).

Solution.

On a
h'(t) = (r cos; cost,rsinfy cost, —rsint)

donc l'espace tangent en xg = h(tp) est
{x0+ Ah'(tg) | —o00 < X\ < o0}
et ’espace normal est
{x [ B'(to) - (x —x0) = 0}.

Déterminer espace tangent et espace normal au cercle défini implicite-
ment par
z1+xo+a3=1, x%—i—x%—i—x% =1.

Solution.
L’espace Njs(xg) est engendré par les vecteurs (1,1,1) et xq. L’espace
T (x0) est constitué des multiples de

(1,1,1) xxg = (x0,3 — 0,2, T0,1 — £0,3, £0,2 — T0,1)-
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4. Montrer que le graphe d’une fonction dérivable f :]a,b[— R,

{($17$2) | T2 = f(xl) , a <21 < b}a

est une courbe différentiable sans point de rebroussement dans R2.
Solution.

Un paramétrage possible est
h(t)=(t, f(t)), a<t<b.

On a
h(t) = (1, f'(t)) #0

en tout point.

5. Les coordonnées cylindriques p, ¢ et z sur R3 sont définies par
Ty =pcos¢, xo=psing, r3==z

(p>0, - r<p<m, —00 < z<00).
— On considere le cylindre

S ={x=(cos¢, sing, z)}.

Calculer les vecteurs tangents

et vérifier que

— Considérons ensuite ’hélice
C = {x = (cost, sint, ht)}

(h > 0 est le pas de I'hélice). Exprimer le vecteur tangent

ox
ot

en un point xqg de la courbe C' en terme des vecteurs

au méme point.
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Solution.

— On a 5
£ = (—sin ¢, cos ¢, 0)
et P
b'e
% = (0,0,1).
Ces vecteurs sont indépendants :
gz X g: = (cos ¢,sin ¢, 0) # 0
en tout point.
— On a 5
8—); = (—sint,cost, h).
Ainsi
ox _ox o
ot 0¢ 0z
(avec ¢ =t).

. Considérons la sphere
S = {x = (cos b1 sin b, sin ) sin by, cosby)}.
— Vérifier que
ox  0Ox
R >< R
061 00
— Vérifier que les méridiens (les courbes 0; = ¢1) et les paralléles

(les courbes 2 = ¢3) se coupent bien a angle droit.
Solution.

— On a

= — sinfs x.

ox  0x
90, " 90,
= (—sin ) sin fy, cos 01 sin b2, 0) x (cos Oy cos 2, sin O cos bz, — sin b3)
= — sin 6y (cos Oy sin o, sin Oy sin Oy, cos ) = — sin Hs x.

— Les tangentes aux méridiens sont portées par les vecteurs tangents
ngz et les tangentes aux paralleles par les vecteurs tangents 3—9"2. On a

ox  ox
001 00,
= (—sinf; sin by, cos 01 sin bz, 0) - (cos by cos O, sin O cos Oo, — sin H2)

= —sin 64 sin 65 cos 01 cos O3 + sin O sin O cos 61 cos B9 = 0.
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7. Soient m,n,p € N. Déterminer le maximum de I’expression
2m~+1,_2n+1, 2p+1
Ly Xy T3
sous la contrainte 1 + o + x3 = 1.

Solution.

La fonction de Lagrange est
L(x, \) = a2mHlg2ntly 20t X2y 4 20 4 23 — 1)
et les équations de Lagrange sont
(2m + 1) 2222 g2t N =0,
(2n+1) m%mﬂm%”x?ﬂl —-A=0,
(2p+ 1) 2222 g2 — X =0

et
T1+x2+a23—1=0

ce qui conduit a
A= (2m 4 2n + 2p + 3) admHigntlgZrtt
puis &

2m +1 2n+1 2p+1
= €To = , 3 = .
dm+2n+2p+3° 2 2m+2n+2p+3° " ° 2m+2n+2p+3

x1

Le maximum est donc

(2m+ 1)2m+1(2n_|_ 1)2n+1(2p+ 1)2p+1
(Qm + 2n + 2]9 + 3)2m+2n+2p+3

(et le minimum est 0).

8. Déterminer le minimum de ’expression

1
/ (sinmt —a— bt —ct?)?dt

-1

sous la contrainte a +b+ ¢ = 0.
Solution.
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La fonction de Lagrange est

2 2 4 4
L(a,b,c,)\):2a2—|—§62+502+§ac——b—l—l—)\(a+b+c)
7r

et les équations de Lagrange sont

4 4 4 4 4
4 —c—A=0, =b———-—A=0, = —c—XA=0
a+ 3 c ' 3 - ' 3 a+ 5 c
et
a+b+c=0.
L’unique solution est
1
Sl w8
147 28 217 217
et le minimum cherché est
_ 187
4972

(le « maximum » est +00).

CSolent 0 < ag <ag < - < ap, 0<by <by <--- < by,

ag 0 -+ 0 by 0 -+ 0
0 a9 0 0 b2 e 0
A= et B=]| .
0 O an 0 0 bn,
Déterminer
sup{xTAx | x"Bx =1}
et
inf{x”Ax | x'Bx = 1}.
Solution.

La fonction de Lagrange est
L(x,\) =xTAx — A (x'Bx — 1)
et les équations de Lagrange sont

2xTA -2 x"'B =07
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10.

et
x'Bx —1=0.

Donc
B 'Ax = \x

et les solutions sont les valeurs propres

de la matrice B™1A et les vecteurs propres x; normalisés par
T R
X; Bx; = 1.

Comme f(x;) = Aj,
sup{xT Ax | x'Bx =1} = sup E, %, Cee dn
b1 by by,
et
inf{x’Ax | xIBx = 1} = inf ﬂ, @, ce dnt
b1’ by by,

La formule de Héron pour ’aire du triangle de cotés a, b et ¢ est

Vs(s —a)(s = b)(s — o)

ou
at+b+c

2
Pour quel triangle cette aire est-elle maximale ?

Solution.
Formons la fonction de Lagrange

L(a,b,c,\) =s(s—a)(s—b)(s—¢c)—A(a+b+c—2s).

Les équations de Lagrange sont

—s(s—=b)(s—c)—A=0,
—s(s—a)(s—c)—A=0,
—s(s—a)(s—b)—A=0

et
a+b+c—2s=0.

46



11.

12.

On a donc
3s(s—a)(s—b)(s—c)+A=0
puis
2
=3

L’aire est maximale pour le triangle équilatéral. (Le minimum est 0).

a=b=c

L’entropie d’une distribution de probabilité est

n
— Epj logp;.
j=1

(C’est une mesure du degré d’aléatoire de la distribution). Pour quelle
distribution de probabilité est-elle maximale ?

Solution.
La fonction de Lagrange est

L(p,\) ==Y pjlogp; — A | Y pj—1
j=1 j=1

et les équations de Lagrange sont
—logp; —1-A=0,1<j7<n
et

n
> pj—1=0.
j=1

On a donc 1
pj = — pour tout j et A =logn — 1.
n

Le maximum est logn (et le minimum, 0).

La moyenne arithmétique de n nombres positifs est
1 n
A=— ;
w2
7j=1

et leur moyenne géométrique est

G = ¥Yrix9 - - T4
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Montrer que

en précisant le cas d’égalité.
Solution.
Il suffit de voir que

1 n
Yxi1x9-- -y < — si g z; =1
n -
Jj=1

Formons la fonction de Lagrange

L(x,\) =z1m9 -2y — A ij—l
j=1

Les équations de Lagrange sont
ToTg Ty — A =0,

T1T3 Ty — A =0,

x1$2...xn71—>\:

et

n

Zazj—lz().

j=1

Elles admettent pour seule solution

1
xj = - pour tout j et A = o=

On a donc )

T1x2 Ty < vy
avec égalité si et seulement si les nombres x; sont tous égaux. (Le
minimum du produit est 0).
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