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Introduction

1. Vérifier que la suite de points de [—1, 1] définie par

1+ (=1)"n
" 1+4n
ne converge pas. En exhiber une suite partielle convergente.
Solution.

Les termes pairs (n = 2k) sont tous égaux a 1, les termes impairs
(n =2k +1) sont égaux & —k/(k + 1) et tendent vers —1.

. Montrer qu’une fonction continue sur un intervalle fermé peut toujours

étre prolongée & une fonction continue sur R tout entier. Cela reste-t-il
vrai pour un intervalle quelconque ?

Solution.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Il suffit de poser f(z) =
fla) si z < aet f(x) = f(b) si « > b pour obtenir une fonction
R — R continue. Cela n’est possible que parce que 'on ne sait que
lim, oy f(z) = f(a) et que lim,_,_ f(z) = f(b). La fonction f(x) =
1/z(1—x) est continue sur l'intervalle |0, 1[ mais ne peut étre prolongée
ni a gauche ni a droite.

. Donner un exemple d’une fonction continue sur un intervalle fermé qui

n’y est pas bornée ou qui n’y atteint pas ses bornes. Méme question
pour un intervalle borné.

Solution.

La fonction fi(z) = x est continue et non bornée sur l'intervalle fermé
[0, 4+00], la fonction fo(z) = x/(x + 1) est bornée par 1 sur le méme
intervalle mais n’atteint jamais cette borne (qui est évidemment sa plus
petite borne supérieure). La fonction f3(z) = 1/ n’est pas bornée sur
I'intervalle borné |0, 1], la fonction fy4(x) = 1/(1 + z) est bornée sur le
meéme intervalle mais n’y atteint pas sa plus petite borne supérieure
(qui est 1).

. Montrer qu’'une fonction dérivable sur un intervalle fermé peut toujours

étre prolongée a une fonction dérivable sur R tout entier.

Solution.

Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable. Il suffit de poser f(z) =
fla)+ flla)(x —a) siz < aet f(x) = f(b) + f'(b)(x —b) six > b
pour obtenir une fonction R — R dérivable. Cela n’est possible que
parce que l'on sait que lim, 4 (f(z) — f(a))/(z — a) = f'(a) et aussi

que limg_p— (f(z) — f(b))/(x —b) = f'(b).



5. Les fonctions suivantes sont-elles dérivables en tous les points de leur
domaine de définition :

1/2

212 /8

R LR
Solution.
La fonction z'/2 est continue sur [0, +-co[ mais n’est dérivable que sur
10, +oo :
ooz
lim ———
z—0+ z—0
n’existe pas. De méme, la fonction 2/3 est continue sur R mais n’est
pas dérivable & Dorigine. La fonction 2%/2 est dérivable en tous les
points de son domaine de définition, qui est I'intervalle [0, +-o00] :
232 — 0 B

im —— =0.
z—0+ x—0

De fagon semblable, la fonction 24/3 est dérivable sur R.

6. Soient 0 < a < b. Déterminer le point ¢ du théoreme des accroisse-
ments finis pour la fonction f(z) = 2. Méme question pour la fonction
f(x) =23
Solution.

Si f(z) = 22, alors f'(z) = 2x. Puisque

b* —a* = (b+a)(b—a) = f(c)(b—a),

on a
b+a
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Si f(z) = 23, alors f'(z) = 322. Puisque

b —a® = (b* + ba+ a®)(b—a),

. b2 + ba + a?
_\/f,

On a bien a < ¢ < b; par exemple, b > a, b> > a?, b*> > ba donc
3b2 > b2 +ba+a’etc<b

on a



2 Intégration des fonctions continues

1. Montrer qu’une fonction f : (a,b) — R admettant une dérivée bornée
est uniformément continue.

Solution.

En vertu du théoréeme des accroissements finis, on a

[f(2) = Wl =f' ()& —y)| < M|z —y|

ol M est une borne supérieure pour |f’|.

2. En déduire qu’une fonction rationnelle R : R — R bornée est uni-
formément continue sur R.
Solution.

Si R(z) = P(z)/Q(x) est une telle fonction, son dénominateur @ ne
s’annule jamais et le degré de () est au moins aussi élevé que celui de
P. Par suite, la dérivée

P(x)Q(z) — P(r)Q'(x)
Q(x)

R'(z) =

est bornée sur R.

3. Montrer qu'une fonction f : (a,b) — R qui est uniformément continue
sur (a,c] et sur [c,b) lest aussi sur (a,b).
Solution.
Donné e > 0, soient 61 > 0 et d5 > 0 les nombres correspondant dans
la définition de la continuité uniforme & €/2 sur les intervalles (a, c] et
[c, b) respectivement. Posons 0 = min(dy, d2). Soient z,y € (a,b) deux
nombres tels que |z — y| < d. Si z,y € (a,c] ou si z,y € [¢,b), on a
|f(z) — f(y)|] < €/2 alors que si, par exemple, = € (a,c| et y € [c,b),
on a

[f (@) = FW) < |f (@) = f()| + [f(e) = Fy)l <e
4. En déduire que la fonction f(x) = /x est uniformément continue sur
R.
Solution.

La fonction est uniformément continue sur I'intervalle compact [—1, 1]
et elle est aussi uniformément continue sur chacun des intervalles
[1,400[ et | — 0o, —1] parce qu’elle y admet une dérivée bornée.



5. La fonction f(z) = 1/z est-elle uniformément continue sur I'intervalle
10,1] ? sur 'intervalle [1,+oo[?
Solution.

La fonction n’est pas uniformément continue sur 'intervalle |0, 1]. 11
suffit de considérer les points x,, = 1/n et y, = 2/n pour le voir. On a

SE

o = gl = - mais [f(zn) = F ()] =

Elle est uniformément continue sur I'intervalle [1, +o00[ parce qu’elle y
admet une dérivée bornée.

6. Les sommes supérieures et les sommes inférieures de Riemann peuvent
étre calculées pour toute fonction bornée f : [a,b] — R mais il n’est
plus certain que la fonction soit intégrable. Considérer avec Dirichlet
la fonction indicatrice des nombres rationnels :

1 sizeQ

0 sinon .

Montrer qu’elle n’est intégrable sur aucun intervalle.
Solution.
Sur tout intervalle I non réduit a un point, on a

sup{f(z) |z €I} =1, inf{f(z) |z €I} =0
de telle sorte que pour toute partition P de 'intervalle [a, b],
S(Paf) :b_a7 S(Paf)zo

7. Démontrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz : si f,g : [a,b] — R sont
continues, alors

/ ' fe)a(e) dr < \/ / P dx\/ / ' () do.

(Suggestion : choisir le nombre A de facon optimale dans 'inégalité :

b
0< / (f(z) + Ag(x))? dx.)

Solution.



On a

b b
0< / (f(2)+Ag(z))? dz = / f2(x) dx+2/\/ f(z dw—i—/\Q/ %(z) de.
Pour minimiser le membre de droite, choisissons

I ds
= b
fa g%(x)dx

On obtient alors, apres simplification,

0</f2 (L@ )

fag

ce qui est équivalent a l'inégalité de Cauchy-Schwarz. (Si

b
/ g2 (x) dz = 0,

la fonction g est identiquement nulle (exercice 10) et I'inégalité devient
une égalité trivialement vraie.)

. En déduire I'inégalité de Minkowski :

\// )+ g(x 2dx<\//f 2d:c+\// z)? dz.

Solution.
On a

/b(f() dm—/ﬂ dx+2/f dx+/abg(a:)dx
/f2 dx+2\//f 2d:p\// 2d9:+/ 2(x) dx

’ f(z)?dx + bg(x)2 dx
[rovane | [Fvorae)

. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer qu’il existe ¢ € [a, D]

tel que \
[ @y de= s~ a)




10.

11.

(Premier théoreme de la moyenne).
Solution.
Soient

M =sup{f(z) | z € [a,b]} ,m = inf{f(x) | x € [a,b]}.

Alors, en vertu de la positivité de I'intégrale,

1 b
m< —— x)dr < M.
< [ H@ars
A cause de la propriété des valeurs intermédiaires, il existe un nombre
c € [a,b] tel que

b
oo [ f@ = s

Soit f : [a,b] — [0, +oo[ une fonction continue et positive telle que

/:f(x)dx:o.

Montrer qu’elle est identiquement nulle.
Solution.

Si la fonction est strictement positive en un point xg, elle sera, par
continuité, strictement positive dans un intervalle [¢, d] C [a, b] conte-
nant ce point xg. On pourra trouver un nombre m > 0 tel que f(x) >
m pour tout x € [c,d] et alors

/abf(x)dxz/cdf(a:)dem(d—c)>0.

Vérifier les relations suivantes :

sup (a+b) <supa +supb,

a€A,beB acA beB
inf (a+0b) > inf @ + inf b.
acA,beB a€A beB

Solution.
Quelques soient a € Aet b€ B, on a

a+b<supa +supb
acA beB

6



donc

sup (a+b) <supa +supb.
a€A,beB acA beB

De méme,

a+b>infa +infbd
a€A beB

et

inf (a+0b) > inf @ + inf b.
acA,beB a€A beB

12. Soient f : [a,b] — R une fonction continue et {a,},>1 une suite de
nombres convergeant vers a, a, > a. Montrer que

b b
/a flx)dx = nll)I_’I_loo /an f(z) dx.

Solution.

Soit M > 0 une borne supérieure pour |f(z)| lorsque z € [a, b]. Alors,
en vertu des propriétés de l'intégrale,

/abf(x)dac—/; f(z)dx

3 Théoreme fondamental du calcul

</ " f(@)| dr < M(an — a).

1. Déduire le théoreme fondamental du calcul du premier théoreme de la
moyenne.

Solution.

On a, dés que z et =+ h sont dans l'intervalle [a, b] et pour un nombre
0 = 0(x,h) € [0,1] approprié, que

% </;+hf(t) dt—/:f(t) dt> = ;/:Jrhf(t) dt = f(z +0h) — f(x)

lorsque h — 0.

2. Soient f : R — R une fonction continue et a,b : R — R des fonctions
dérivables telles que a(x) < b(x). Calculer

d b(x)

Solution.



En utilisant la régle de dérivation en chaine du calcul différentiel et le
théoreme fondamental du calcul, on a (¢ désigne un nombre fixé),

d b(x) d c d b(x)
() di = dx/m) £(t) dt+dx/c F(t) dt

= f(b(@)V (2) = f(a(z))d'(2).

. Soit f : R — R une fonction continue. Calculer

dzx a(x)

1
ddx/o o+ 1) dt.

Solution.
Un changement de variable simple montre que

1 x+1
d‘;/g f(:n+t)dt:% s = e+ - fl@).

. Soit f : R — R une fonction continue et périodique de période 2p
(f(t+ 2p) = f(t) pour tout t). Montrer que, quel que soit le nombre
x?
T+2p 2p
/ = [ f)ar
T 0

Solution.

On a
d x+2p

dz J,

de telle sorte que

f)dt = f(z+2p) — f(z) =0

x+2p 2p
/ FWdi= | f@ .

0

. Soit f : [0, +0o[— R une fonction continue. Posons

ow) = [ 1w

Montrer que ¢ est croissante si f l’est.
Solution.
En vertu du théoréeme fondamental,

iw@=;<ﬂ@—;Aﬂwmﬁza



6. Soit p > 0. Calculer
L kP
w2 e

Solution.

Il s’agit de sommes de Darboux associées a la fonction xP sur 'inter-
valle [0,1]. D’ou :

n—-+4oo

n 1
kP 1
o 0 p+1

7. Déduire la regle de dérivation d'un quotient de la regle de dérivation
d’un produit.
Solution.
En supposant que toutes fonctions impliquées sont dérivables, on a, en
posant h = f/g,

fl:h/g+hg/:h/g+§gl

donc
W =f9-1d.

8. Soit p > 2. Calculer

"L knp2

k+n)r

lim
el

n—-+o0o

Solution.
On a

"L knP? 1 < k/n
I AL .-
n—> oo ]; (k+n)P  noteo n ; (k/n+ 1)p

_/1 T do — 1—]92_7)‘H
o (@+1)P (—p+1)(-p+2)

en intégrant par parties.

9. Soit f : [-A,A] — R une fonction continue. Montrer que si f est
impaire (c’est-a-dire f(—x) = —f(x) pour tout x),
A
/ flz)dx =0
—A



10.

et que si f est paire (c’est-a-dire f(—z) = f(z) pour tout z),
Y teyde =2 / ! f(x)d
/_Af(x) x = ; x)dx.

Par changements de variables,

/_if(:v)dx:/OAf(ac)dac—l—/_:f(x)dac
:/OAf(x)d:r+/0Af(—t)dt:/OAf(:r)dx—/OAf(t)dtzo

dans le cas d’une fonction impaire et

/_if(:v)dx:/OAf(x)dac-l-/_:f(x)dx
:/OAf(;g)dx+/0Af(—t)dt:/OAf(x)d:L"+/0Af(t)dt:2 /OAf(:c)dx

dans le cas d’une fonction paire.

Solution.

Soit f :[0,a] — R une fonction continiment dérivable. Montrer que

af(a) = /0 F@)dz + /0 +f(z) da.

Donner une interprétation géométrique de cette relation dans le cas
ou f'(z) > 0et f(0)=0.

Solution.

En intégrant par parties,

/ "of (@) d = 2f(2)

Z—/Uaf(x)dx.

Si f'(z) > 0, la fonction f est strictement croissante. L’aire af(a) du
rectangle [0, a] x [0, f(a)] est la somme de l'aire

/Oa f(z) da

au-dessous du graphe de f et de laire

f(a) a
/ f‘l(y)dyz/ af'(x) de
0 0

au-dessus (figure (1)).

10



Fic. 1 — L’aire d’un rectangle

11. Soient F': [a,b] — R une fonction contintiment dérivable, positive et
décroissante et g : [a,b] — R une fonction continue. Montrer qu’il
existe ¢ € [a, b] tel que

/abF(x)g(a:) dz = F(a) /:g(x) dz.

(Deuxiéme théoreme de la moyenne). (Suggestion : introduire la fonc-
tion

et intégrer par parties.)
Solution.
Soit

b
I:/ F(z)g(z)dx.
a
Suivant la suggestion, on a
b
I =F(b)G(b) —/ F'(z)G(x) dx
a
et il s’agit de voir qu’il existe ¢ € [a, b] tel que
I =F(a)G(c)
c’est-a-dire, en vertu de la propriété des valeurs intermédiaires, que

I'on a
F(a) inf G(z) <1 < F(a) supG(z).

11



Utilisant les hypotheses faites sur F', on trouve
b
I < F(b)G(b) / F'(z)dx Slxlp G(z)
= F)G(b) — (F(b) ~ F(a)) sup Gla)
= F(b) (G(b) — sup G(m)) + F(a) sup G(z) < F(a) sup G(z).

L’inégalité opposée s’obtient de facon semblable.

12. Soit p > 0. Montrer qu’il existe un nombre ¢ € [0, 1] tel que
/1 P o
=
o TP +1 p+1

Illustration du deuxieme théoreme de la moyenne avec

_ 1
a1

1 D c p+1
T C
[ mae= ) e
0 0 p

4 Logarithme et exponentielle

Solution.

F(z)

On trouve

1. Soit
n

! 1
Ty = — — logn.
k:lk

Montrer que la suite {x, },en est décroissante et minorée par 1 — log 2
— sa limite est la constante d’Euler-Mascheroni, dénotée ~.

Solution.

On a

xn_xnﬂ:_n—Fl+10g(n+1)_10gn:_n+1+/n ?>0_
De plus,

1 ntl gt
xn—1+zk—logn21+/ 7—logn
k=2 2

1
=1—1log2+log <1+> > 1—log2.
n

12



2. Déterminer toutes les fonctions |0, +00, [ — |0, +00[ dérivables qui sa-
tisfont ’équation fonctionnelle

flzy) = f(2)f(y)-

Solution.

Posant g(z) = log f(x), on a g(zxy) = g(x) + g(y). Donc g(x) = alogx
pour une constante a appropriée et f(z) = z°.

3. Tracer le graphe de la fonction

log
fla) = 2E2.
Solution.
On a
. logx
lim = —0
z—0 X
et 1
lim 8% _ o,
r—+oc0 X
De plus,
() l1-logz |>0 si0<zx<e,
T) = ——"—
x? <0 sie<zx
et
(@) —3+2logz [<0 si0<az<ed?
)= —a—
a3 >0 sied? <.

Ces calculs permettent de tracer le graphe de la fonction : elle croit
de —oo jusqu’a 1/e lorsque son argument croit de 0 a e puis décroit
asymptotiquement jusqu’a 0; elle est concave jusqu’a e3/2 et convexe
ensuite.

4. Calculer les limites suivantes :

a)

lim 2% log x
r—0

b)
lim z*
x—0
c)
lim 2'/*
x—0

13



0.3
0.2
0.1
2 4 6 8 10 12
-0.1
F1G. 2 — La fonction log z/z
d)
lim z'/*.
T—+00
Solution.
a) Sia >0,
—1
lim z%logx = lim %89 _9
z—0 y—+oo Yo
alors que sia <0
};ig(l) x%logx = yEIJPoo y Y (—logy) = —o0.
b)
lim 2% = lim 187 = 1
z—0 z—0
c)
lim /% = lim €'8%/% = (

x—0 z—0
d)
lim 2% = lim el°s*/* = 1.
T—-+00 T——+00

. Soient 0 < a < b. Lequel des deux nombres suivants est le plus grand :
a’ ou b*?
Solution.

L'inégalité a® < b® est équivalente & l'inégalité loga /a < logb /b.
Dong, si b < e, elle est vraie et si e < a, elle est fausse. Pour a < e < b,

on ne peut pas conclure.

14



6. Calculer
€ n
lim <1+—) .

n—-+4oo n

Solution.

On a

log (nﬂrfoo (1+ f)n) = Jim_(log (1+ 7))

log (1+2) —log1
= lim nlog(l—l——): lim x og( +”) o8

n=-+o0 n n—-Foo x/n

d
= x%ng‘m:l =z

de telle sorte que
€T n
lim (1 + 7) =e”.
n—-+oo n

7. Soit f :]a, b[— R une fonction deux fois dérivable et telle que f”(x) > 0.
Montrer qu’elle satisfait 1’inégalité de convexité suivante :

o — I3
v <w3<wy = f(r3) < f(x1) + f(x2)
o — I1 X9 — I

r3 — I1

qui exprime que son graphe est situé sous n’importe laquelle de ses
sécantes. (Suggestion : utiliser le théoréme des accroissements finis.)
Solution.

L’inégalité a établir est équivalente a I'inégalité

Tro — I3 r3 — I1 o — I3 xr3 — I
flzs) + flas) < fla) + flx2)
Xro — I Tro9 — X1 Tro9 — X1 ro — I
donc a

flxs) = fz1) _ flx2) = f(z3)

T3 — T - To — X3

En vertu du théoreme des accroissements finis, le membre de gauche est
égal & f'(y1) et celui de droite & f’(y2) o y1 < 23 < y2. La fonction f’
étant croissante, 'inégalité est démontrée (elle sera stricte si la fonction
1 est strictement croissante — fonction strictement convexe).

8. Vérifier que I'inégalité précédente peut s’écrire
FA1m1 + Aawa) < A1 f(w1) + Ao f (z2)

avec
AL>0,2>0 et A+ =1

15



(une combinaison convexe de deux nombres). La généraliser a une
combinaison convexe de n nombres

f (Z Ak%) < Mef ()
k=1 k=1

par récurrence sur n (inégalité de Jensen).
Solution.
En effet, on a qu’a poser

T2 — X3
A = , Ay = .
T2 — 1 T2 — T

€r3 — X1

De plus, par récurrence sur n,

n n—1
=1 _ n

k 1

( Y ) +)\nf $n
k=1
n—1

<(1-M)Y - ka Flxr) + A f () Z)\kf (z1).
k=1 n

. Soit f :]a, b[— R une fonction deux fois dérivable et telle que f”(x) > 0.
Montrer que quel que soit xg €|a, b, le graphe de f est situé au dessus
de sa tangente en xg :

f(x) = f(xo) + f'(0)(x — x0).

(Suggestion : utiliser le théoreme fondamental du calcul.)
Solution.

Si x> xg,
f@) = fao) = [ F(®de = fa)(a a0
alors que si z < x,

o)~ fa) = [ " P dt < (wo) (o — ).

16



10.

11.

12.

13.

Démontrer I'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne
géométrique de n nombres positifs x1,xo,..., Ty :

1

mg E(CCl—l-IL’Q—i--H—Fxn)_

Solution.
Cette inégalité est équivalente a 'inégalité

1 1
E(log$l +logxg + -+ +logx,) < 10gﬁ($1+1‘2+"‘+$n)

qui s’obtient en appliquant 'inégalité de Jensen au logarithme.

Démontrer I'inégalité entre la moyenne géométrique et la moyenne
harmonique de n nombres strictement positifs x1,x2,..., 2y :

N/ T1T2 Ty

n
<
1)z +1/zo+ -+ 1/xy —

Solution.
Appliquer I'inégalité précédente aux nombres

1 1 1

ptbt S
Montrer que

loge <z —1.

Solution.
Le logarithme est une fonction strictement concave puisque

d2

1

Par suite, son graphe est entierement situé au-dessous de sa tangente
au point (1,0), ce que traduit I'inégalité & démontrer.

Montrer que
e’ >z +1.

En déduire directement (c’est-a-dire sans utiliser la regle de ’'Hospital)
que, quel que soit n € N,

r—+o00 et



14.

15.

(Suggestion :
r o x/2 1
67 T T ew/2 er/2

raisonner par récurrence sur n.)
Solution.

L’inégalité a démontrer exprime que le graphe de I’exponentielle est
situé au dessus de sa tangente au point (0,1) et résulte de la convexité
de la fonction. En vertu des relations

0<£§1 et limizo,
eu

u—oo el

on a /
. z . z/2 1
lim —= lim 2— — =
r——+o0 e¥ z—4o0  e¥/2 er/2

puis, par récurrence sur n,
n z/2)" "t x/2

. z .
lim — = lim 2" ( =0.
z—+o0 et T——+00 ex/2 e/2

Déterminer toutes les fonctions R — R qui satisfont I’équation différentielle

F(w) = —f ().

Solution.
Soit
g(z) = e f(2).
Alors
g (x) =" (af(z) + f(x)) =0
et

f(@) = e/
pour une constante ¢ appropriée.

Déterminer la solution de I’équation logistique :

f(x) =af(x)(b— f(z)), >0
ona>0etb>0si0< f(0) <bd.

Solution.

En vertu de la relation
1t 1

f@)(b—f(x)) b




on a

P, SO
/0 0 dt—i—/o b—f(tdt_ b/o dt

donc

et

100

80

60

40

20

Fiac. 3 — Une courbe logistique

16. Montrer que

| logy
ogy Yy = )
Ep Y log b
Solution.
Puisque, (z =logyy , y = b*),
1 1 1

d
iy | = = =
dy oY d e brlogh  ylogh’

dzx

ona 1 v 1
gy
logyy = log, 14+ —— [ & —298Y
08 Y =108 100 T T Togh

17. La fonction tangente hyperbolique est définie par

19



18.

Vérifier qu’elle satisfait ’équation différentielle

) =1- ().

Exprimer tanh(z+y) en terme de tanh z et de tanh y. Tracer le graphe.

Solution.
On a ) )
h“ x — sinh
tanh’' x = M — 1 — tanh? 2
cosh” x
et
tanh(z + y) = sinhz coshy +sinhycoshx  tanhx + tanhy

coshz coshy + sinhasinhy 1+ tanhztanhy’

La fonction tanh x est croissante, impaire et, comme
tanh” z = —2tanh z(1 — tanh? ),
elle est concave si x > 0, convexe si x < 0.

1+

-10 -5 5 10

Fi1G. 4 — La tangente hyperbolique

Vérifier que la tangente hyperbolique admet une fonction inverse, I’arc-
tangente hyperbolique, arctanh :] — 1, 1[— R. Montrer que
1 1
arctanhy = — log ﬂ
2 1—y

Calculer la dérivée de cette fonction et tracer son graphe.
Solution.
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-1t
-2F
-3F

Fia. 5 — L’arctangente hyperbolique

Comme —1 < tanhx < 1, tanh’z > 0 et la tangente hyperbolique est
strictement croissante, de —1 a 1 lorsque x croit de —oco & +o00. La

solution de

xz x

e —e
Y= €T L e~
est 1 14
Y
=1 .
z =g log — y
Comme .
arctanh’y = 5
-y
le graphe a 'allure de la figure (5).
5 Fonctions trigonométriques
1. Montrer que
. sinz
lim =1.
z—0 X
Solution.
On a tout simplement
lim sinz i sinz — sin( — cos0 — 1.
z—0 X z—0 z—0

2. Vérifier que la fonction sinus est concave sur l'intervalle [0,7/2]. En
déduire que :

2z

0<z < = —

T

o

<sinz < x.
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Solution.

On a sin”z = —sinz < 0 sur lintervalle [0,7/2]. L’équation de la
tangente a la courbe y = sinz a lorigine est y = x et celle de la
sécante passant par les points (0,0) et (7/2,1) est y = 2z/m.

3. Est-il vrai qu’une fonction dérivable est périodique si et seulement si
sa dérivée l'est 7
Solution.
Non. Supposons que f(z + 2p) = f(x). Alors f'(x + 2p) = f/(z) et
la dérivée d’une fonction périodique est elle aussi périodique de méme
période. Si, réciproquement, on a f'(z + 2p) = f'(z), on aura

x+2p , 2p ,
fatm—s@= [ o= [T o
et la fonction n’est périodique que si

2p
f'(t)dt = 0.
0

4. Vérifier que la fonction f : [0,1] — R définie par :
sin% six #0,
fz) = :
0 si x=0

est discontinue mais possede quand méme la propriété des valeurs in-
termédiaires.

Solution.

La fonction est discontinue a l'origine puisque

1
li — | =
) / <2n7r> 0

alors que

1
li ) =1
o f <(2n + 1/2)7r>
L’image de tout intervalle (—d,d) d’autre part est l'intervalle [—1, 1]
tout entier.

5. Obtenir la solution générale I’équation différentielle suivante :
() + wif(z) = e
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1 0.2 0. 0.4 0.5

F1G. 6 — La fonction sin1/x

Solution.

Si f1 et fo sont des solutions de I’équation différentielle, la fonction
f = f1 — fo est une solution de ’équation différentielle homogene

(@) +w’ f(x) =0
associée. Cette solution est donc nécessairement
f(x) = acoswx + bsinwz.

Pour obtenir une solution particuliere f de 1’équation originale, on
pose (la fonction exponentielle étant sa propre dérivée)

f(x) = ce®

et on trouve que
1

kvl

D’ou la solution générale cherchée

T

- bsi e,
f(z) = acoswz + 81nwx—|—1+w26

. Montrer que la solution générale de I’équation différentielle

f'(@) = flx) =0

est
f(x) = acoshx 4 bsinh x.
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Solution.

Toute fonction de la forme acoshx + bsinhx est une solution de
I’équation différentielle. Réciproquement, si f est une solution de I’équation,

g(z) = f(z) — f(0)coshz — f'(0) sinh x

en sera une pour laquelle g(0) = ¢’(0) = 0. Posons

h(z) = g(x) + ¢'(2).

Alors
W(x)=g'(z) +¢"(x) = ¢'(x) + g(x) = h(z).
Donc
h(z) = ae”.

Comme h(0) = 0, il faut que a = 0. Donc

g'(z) = —g(2)
et

g(z) = be *.

Comme ¢(0) = 0, il faut que b = 0.

. Exprimer sin3z en terme de sinz. En déduire la valeur de sin/3.
Calculer sin7/5 par la méme méthode.

Solution.

En utilisant les formules d’addition et la relation cos? x + sin?z = 1,

sin 3x = sin 2x cos x + sin x cos 2x

= 92sinz cos® z + sin x cos® z — sin®

2 3

= 3sinzcos’x — sin® x = 3sinz — 4sin® .

Ainsi

sinmt=0= 3sing —4sin3g = sing (3 — 4sin? %)

de telle sorte que

.o \/§
sin — = —.
3 2
De méme,

5 4

sin 5z = sin® x — 10sin® z cos® z + 5sin z cos*

= 16sin® x — 20sin®z + 5sinz
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et
0= 1681n4g —20sin2 L +5

5
entraine
.7 1 [5—+/5
sin— = — .
5 2 2
. Montrer que, quels que soient les coefficients a1, by, . . ., an, by, ’équation
ayjcosx +bysinx + -+ + aycosnr + b, sinnx =0
possede toujours au moins une racine dans 'intervalle | — 7, 7].
Solution.
Soit

f(z) =aicosxz + by sinz + - - + a, cosnw + b, sinnx.

+m
f(z)dx =0.
—Tr
Si f n’est pas identiquement nulle, elle doit donc prendre des valeurs
strictement positives et des valeurs strictement négatives. En vertu de
la propriété des valeurs intermédiaires, elle doit aussi s’annuler.

. Montrer que si

1 n
T(x) = 540 + Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1
on a
1 [t
ak:/ T(x)coskxdx , (k=0,1,...,n)
™ —T
et
L[t
bk:/ T(x)sinkxdx , (k=1,2,...,n)
™ —T

(formules de Fourier pour les coefficients d’'un polynéme trigonométrique).
Solution.
En vertu des propriétés d’orthogonalité des fonctions trigonométriques,

1 [*7
/ T(x)dx = ag

T J—x
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10.

11.

et, quelque soit j € {1,2,...,n},

+m

L[t 1
/ T(z)cosjrdr = — ap cos jx dx

T J)_» 2 J_,

- 1 [t 1
— k iz d br—
-l-;<ak7r/7T cos kx cos jx dx + kw/

+m
sin kx cos jx da:> = aj.

—Tr

La formule pour by s’obtient de facon semblable — c’est pour obtenir
la méme formule pour ag que pour les autres coefficients a; que I'on
écrit habituellement le terme constant sous la forme %ao.

Soient —m < x1 < w9 < x3 < 7 et Y1, y2,y3 des nombres quelconques.
Déterminer un polynoéme trigonométrique de degré un,

1
T(z) = 540 + ajcosx + by sinz,

tel que
T(x;) =y, (i=1,2,3).

Solution.
En vertu de l'identité

2sin Asin B = cos(A — B) — cos(A + B),

r—a . x—0b
sin
2

est un polynéme trigonométrique de degré un. Donc

TI27$3 (:U) sz@l ($) Tw17$2 (1')
+ Y2 Y3
T$2,$3 (1‘1) Trs,m <m2) TI1,12 ($3)

remplit toutes les conditions.

Top(x) =sin

T(z) =y

Remarque. Dans un cours d’analyse complexe, on montre qu'un po-
lynéme trigonométrique de degré n admet au plus 2n zéros sur | —, 7]
ce qui établit I'unicité du polynéme obtenu.

Montrer que la fonction f(y) = cos(n arccosy) est un polynome de
degré n en y. (Suggestion : raisonner par récurrence sur n).

Solution. En posant y = cosz, il s’agit de voir que cosnz est un
polynéme en cos . Cela est trivial lorsque n = 1. Supposons donc que
cosnz et que sinnxsinx sont des polynomes en cosz (lorsque n = 1,
on a bien sinzsinz = 1 — cos? x). Alors, on aura aussi que

cos(n + 1)z = cosnx cosx — sinnxsinz

est un polynéme en cos x.
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12.

13.

Montrer que la fonction arctan n’est pas une fonction rationnelle.
Solution.

La question a un sens car la dérivée de ’arctangente est une fonction
rationnelle — le logarithme a aussi une dérivée rationnelle et nous
savons qu’il n’est pas une fonction rationnelle parce qu’il croit plus
lentement que toute puissance de son argument. Si ’on avait

arctanx =

on pourrait écrire que

arctanx  Pi(x)

x Q(x)

est une fonction paire pour laquelle le degré de P; est égal au degré
de Q moins un, ce qui est impossible :

Pl(.%') C
=—(1+¢(z)) ou ¢(x) — 0 lorsque z — +oc.
O = 5L+ 0@) ot ()
Si
X:($1,l'27...,$n) et y:(ylay2a"'ayn)7
soient
n
X.y =Y Tk
k=1
et

%[l = vx.x.

Démontrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
.yl < [yl
et discuter le cas d’égalité. Vérifier aussi la relation
I = yl* = x> + Iy l* - 2x.y.

Solution.
On a
0 < (x4 Ay).(x+Ay)
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pour tout nombre A. Choisissant

X.y
(1>’

on obtient 'inégalité de Cauchy-Schwarz (le cas ou ||y|| = 0 est trivial).
La vérification de I'identité

A=

e = y* = llx]* + Iy lI* - 2x .y

est directe.

14. Montrer que la somme des angles intérieurs d’un triangle est égale a
7. (Suggestion : commencer par un triangle rectangle.)
Solution.
Dans le cas d’un triangle rectangle (fig(7)), on a

U = arccos C = arcsin —

C
et
B B_7r _B_7T
v—arccosc—2 arcsmo—2 Uu.

Dans le cas général, on aura suivant la nature de angle u (figure(8))

u A

Fic. 7 — Un triangle rectangle

que

s
u+v=—-, wHv =

2 2

de telle sorte que
utvt+w=m
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ou que
m 7T
V—i—v—{—w:§, (Tr—u)—l-VZE

ce qui, par élimination de V', conduit au méme résultat.

Fic. 8 — Deux triangles

15. Calculer 'aire déterminée par l’ellipse

Le calcul de sa longueur est-il aussi facile ?
Solution.
L’aire de Dellipse est, tenant compte de sa symétrie, égale a

a 2 w/2
4/ b\/l—znzdx:élab/ v/1—cos?t sintdt = mab.
0 a 0

Le calcul de sa longueur est plus difficile puisque, toujours par symétrie,
il s’agit d’évaluer

/2 w/2 b2 — g2
4/ \/a231n2t+b2cosztdt:4b/ \/1— 2a
0 0

sin? t dt

b

qui est une intégrale elliptique. Une telle intégrale ne peut pas étre
évaluée au moyen d’une des fonctions élémentaires de I'analyse et son
étude dépasse le niveau de ce cours.

6 Calcul des primitives

/ tanh x dx.

1. Calculer

Solution.
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Directement de la définition de tanh x,

inh
/tanhxd:c = / ST g = log cosh z.
coshz

. Calculer
/ arctanh x dx.

Solution.
Puisque arctanh’z = 1/(1 — 22), une intégration par partie donne

1
/arctanhxdx = rarctanhx + B log(1 — 2?).

. Montrer que

1 w/2 .
/ 2"l —z)"dx = 2/ sin?™ ! pcos? g dp = — 0

Solution.
On pose = = sin?t avec t € [0, 7/2]. Alors

1 w/2
/ 2™l —x)"de = / sin®™t cos®™t 2sint cost dt.
0 0

La premieére intégrale s’évalue par parties :

/1 2" (1 —x)"de = (1 — )" ‘1 + /1 mxm_li(l — o) dx
0 —(TL 1) 0 0 n—+ 1

. ! (1 —g)ntm . m!n!
B !/0 (n+1)(n+2)~-(n—|—m)d  (m+n+ 1)

. La probabilité d’observer autant de piles que de faces lors de 2n lancers
d’une piece de monnaie non-biaisée est

2n\ 1
Pn = n ) 22n°

lim p, =0.

n—-+00

Montrer que

Solution.
En vertu de la formule de Wallis,

2
lim p,v2n+1= .
n—-+0o00

s
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. Calculer
/ 23 dx -1
— .
(x—1)4
On utilise directement une formule du cours :

Solution.

i=0
1 3 3
=1 —1)—
og(z —1) (3(:c ) AT P Pl 1)
pour x > 1.
. Calculer
/ 3 dx

(332 + 1)2 :

Solution.

On utilise directement une formule du cours :

/ 3 dx B —z? +2/ T d
(x24+1)2 222+1) 2) 22+1

—i—i-}lo (2 +1) = 7—%}10 (x2+1)—}
T o2yl 2 ® 2@+ T2 ® 2)"
. Calculer
/ 23 dx
(22 +x+1)%
Solution.
On a
/ 2 du _ﬂ/<w§—1>3d
(2 +z+1)2 9 (y?2 +1)2 y
en posant
2x +1
y =
V3

(complétion du carré). La primitive de la fonction

v —y*V3+y—+3/9
(y? +1)?
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s’obtient en utilisant les formules du cours; le résultat est :

/ 3 dx

(22 +x+1)2

142z 5 142z 1 )
— arctan ——— + = log(l +z + =z

31+z+22) 33 75 talesl )

Soit 0 < y < 1. On considere le triangle rectangle de cotés 1 — 32, 2y

et 1 +y2. Montrer que 'angle z opposé au coté 2y vaut 2arctany. En
déduire que la substitution x = 2 arctan y entraine

-y 2y
et sInxr = .
1+y? 1+y?

COST =

Solution.

Puisque 0 < z < 7/2,

2y
_y2'

xr = arctan

Comme 0 < y < 1, il existe 0 < z < 7/4 tel que y = tan z. Alors

2y 2tan z
1 — 2

pr— pr— 2
1—tan? 2 tan 2z

et

T =2z = 2arctany.
On a alors directement du triangle que
1—9?
1492

2
et sinx = y

1+92

F1G. 9 — Une substitution
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9. Calculer

/1+cosxd ‘ ’<7r
——dz , |z —.
1+sinz ’ 2

Application de la substitution précédente :

dx 2

dy_ 1+ 92

1+ cosx 1 CcoS T
—dz= | —————dzx+ | ————dx
1+sinx 1+sinz 1+sinz

2
= / m dy +log(1 +sinz) = —2(1 +y) ' + log(1 + sinz)

Solution.

et

= tlog(l+sinx).
1+ tana/2 og(1 +sin)

7 Intégrales impropres

1. Enoncer et démontrer la formule de changement de variable pour les
intégrales impropres.
Solution.
ENONCE. Soit ¢ : (¢, d) — R une fonction continiiment dérivable stric-
tement monotone et telle que ¢((c,d)) = (a,b). Pour toute fonction
continue f : (a,b) — R, on a

/f dx_/f (t)| dt.

DEMONSTRATION. Chaque intervalle [, 8] C |a, b[ est 'image bijective
d’un intervalle [y, §] Cle, d[ par ¢ et

b B
/ f(z)dx = a_)aJlrir%_)b_/ f(z)dx

“/—>c—01—112—>d—/ F@®))l¢' (D)l dt = /f ()| dt.

2. Si f :[0,400] est continue et positive, pour montrer que

[ =1

33



il faut montrer que

Bn
lim flz)de=1

n—-—+00 0
pour toute suite {3, }nen telle que

lim g, = 4o0.

n—-+4o0o

Montrer qu’il suffit de considérer les suites {3, }nen monotones.
Solution.
Soit {fn nen une suite quelconque telle que

lim (3, = +oo.

n—-+o00

Elle contient une suite partielle {3,, }ren strictement croissante pour
laquelle, par hypothese,

| By, p
i =1

Puisque a chaque 3, correspond un indice ny ) tel que

/Bnk(m) S ﬂm < ﬁnk(m)+17

on a

By B Bror 1
/ ( )f(x)d:vg f(:c)dmg/ o f(z)dx
0 0

0
et
B’UL
lim f(z)dx =1.

m—-+00 0

. Montrer que la convergence absolue implique la convergence simple,
c’est-a-dire que la convergence de l'intégrale

/ @) d

/ab f(z) da.

34
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(Suggestion : on a 0 < |f| — f < 2|f]).

Solution.
Puisque
’ A
li dr —
m, [
et que
’ A
i — de =B <2
Cam 1) - sy =p <
existent,

B
li de=A—-B
a—»a—i—{%—»b—/a f<x) *

existe aussi.

. Pour quelles valeurs des parametres p > 0 et ¢ > 0 l'intégrale suivante
est-elle convergente

/+oo dx )
0 1+ xP '
Solution.

Lorsque x > 1, on a

1 1 1
921/q4p/a < (1 +$p)1/q < xP/q

de telle sorte que 'intégrale est convergente si et seulement si p > q.

. Montrer qu’une fonction rationnelle R = P/(@) est intégrable sur R si
et seulement si son dénominateur () ne s’annule pas et le degré de @
excede le degré du numérateur P par au moins deux.

Solution.

Si @ s’annule en x, il existe un nombre A > 0 tel que

A
|R(z)| > ———— , meN
|z — xo|™

pour z dans un petit intervalle ouvert autour de xy. De plus, il y a
deux nombres B > 0 et C' > 0 tels que

B C

— < |R(z)| < —=

B |R(x)] B
lorsque x — +00, ou k est égal au degré de ) moins le degré de P. On
aura donc convergence si et seulement si m = 0 (il n’y a aucun zéro)
et k> 1, c’est-a-dire k > 2.
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. Montrer que I'intégrale

o0 sin2 2
5 dx
0 X

est convergente.
Solution.

La fonction est continue a l’origine et on a

oo gin? x o0 dr
3 dx < — < Foo.
1 x 1 x

. Montrer que I'intégrale
/ T ging
dx
0 X

est convergente. (Suggestion : intégrer par parties.)

Solution.

La fonction est continue a ’origine et on a

B sinx —cosx|B B cosx
/ da = | —/ L
1 xT T 1 1 X

de telle sorte que

X

T gin z T cos
dr =cosl — 5 dz.
1 x 1 x

. Montrer que l'intégrale

sinx

dx

/Jroo
0

T

est divergente.
Solution.
On a

sin x

X

+00 1.2
s~ x
dz > / dx.
0 X

/+oo
0

Supposons que

oo gin? x
dr < +oo.
0 X
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Alors, comme

+00 34,2 +o0 2
/ sin xdx—/ cos®(z + m/2) d
0 0

x r+7/2 —7/2
+oo 2 +0o0 2
:/ cos” y dy >/ cos ydy,
w/2 y_ﬂ-/2 /2 Y

on aura

o0 sin2 & T cos? 1 T dg
dr + dr = — < 400
/2 z w/2 T n/2 L

ce qui est absurde.

9. Calculer
—+o00
/ e PP coszdr
0

(p > 0). (Suggestion : intégrer par parties.)
Solution.
Puisque

+o0 +oo
/ le ™P¥ cos x| dx < / e P dr < 400,
0 0

lintégrale converge absolument. En intégrant par parties deux fois

e PT |4+o00 1 +0c0 B )
+ — e PPsinxdx
0

—+oco
/ e PP cosxdr = cosx
0

—p 10 p
11 e PP too ] [0
=-4 = <—sin3: —/ e_pxcosxdm>
p D p P Jo

—p lo
11 [t
= 2/ e P*coszdr,
p P Jo

de telle sorte que

+o00 P
/ e PPcoszdr =
0

De fagon semblable,
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exp (-X)

F1G. 10 - Fonctions de type ¢(z) cosx

10. Déterminer les valeurs du parametre p > 0 pour lesquelles la série

11.

*i’ 1
kv logk

est convergente.
Solution.
La série converge si p > 1 car

Elle diverge si p < 1 car il existe un nombre A, > 0 tel que
logk < A, k122 pour tout k > 2
donc . .
1 1 1
kZ:2 Wogk > pr g W = +00.

Elle diverge aussi pour p = 1 en vertu du test intégral :

fod
/ e loglog 8 —loglog2 — 400 lorsque B — +o00.
5 xlogx

Calculer I'(n + 1).
Solution.
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Par récurrence sur n,

et

-

12. Calculer

(n—1>F<n_1> _ 1.3.5...(271_1)\/7?

pour k=0,1,2 (o > 0).
Solution.
FEn posant r = p+ oy,

+o0 2 2 +oo 2
I, = / aFe= (=207 g = 0/ (u+oy)ke /2 dy.
—0o0 —0o0
D’ou
IO =0V 27’(‘,
L =0V22mp

(le terme y e~/ est impair) et
I = oV2r (4 4 0?),
(le terme y eY*/2 est impair et le terme g2 e~v*/2 s’integre par parties :

+oo +o00 +oo
/ y ye V2 dy:y(—e‘yg/z)’ +/ eV dy).

—00

8 Suites et séries de fonctions

1. Déterminer
1+ nx

im —, xz€R.
n—+too 1 4+ nz?

La convergence est-elle uniforme ?

Solution.

On a .
I~ lim fu(2) = (@)

im ——
n—too 1 +nz?2 nSsteo
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ou

T sion .

f($>={11 siz=0,

La convergence n’est pas uniforme, autrement la limite serait continue.

Directement : ) ) .
n—
()0 Gl

L’écart maximum entre la n*™m¢
—+00.

. Déterminer

courbe et la courbe limite tend vers

lim log(l—kf) , x> —1.
n

n—-+00
La convergence est-elle uniforme ?
Solution.
On a .
lim log (1 n —) —0
n

n—-+00

pour tout x > —1 mais la convergence n’est pas uniforme :
n
log (1 + —) - 0.
n

L’écart maximum entre la n*c™¢

vers 0.

courbe et la courbe limite ne tend pas

. Déterminer

lim ze™™ , x>0.
n——+0o00

La convergence est-elle uniforme ?
Solution.

On a

lim ze ™™ =0
n—-+4o0o

et la convergence est uniforme :
—nx 1
Te < — pour tout x > 0.
en

. Montrer par un exemple approprié que la convergence uniforme de
fonctions dérivables f, vers une fonction dérivable f n’entraine pas
nécessairement la convergence des dérivées f), vers la dérivée f'.
Solution.
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Les fonctions

sin n?x

fa(z) =
convergent vers (0 uniformément sur R mais les fonctions dérivées

fh(x) = ncosn’x

n’ont pas de limite.

. Montrer par un exemple approprié que le théoreme sur l'intégration
d’une fonction limite n’est pas nécessairement vrai si l'intervalle d’intégration
n’est pas compact.
Solution.
Les fonctions
fulw) = e
n

convergent vers 0 uniformément sur R mais

o falz)dz = V21

—0o0
pour tout n.

. Montrer que la série

—+oco
Z ke " cos kx
k=1

converge uniformément sur tout intervalle [a, +o0o[ (a > 0) .

Solution.

On a
“+oo “+oo
Z |ke ™% cos kx| < Z ke " < 400
k=1 k=1

et la série converge uniformément en vertu du critere de Weierstrass.

. Montrer que la série

—+00 .

Z sin kx
k2 + 22

k=1 +

converge uniformément sur R.

Solution.

On a
Ji | sin kx| < X1 < 4o
P k2 +2x2 — — k2

et la série converge uniformément en vertu du critere de Weierstrass.
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8. Montrer que la série

+o0
Z sin —
2
k=1 k
converge uniformément sur tout intervalle [—M, M].
Solution.
On a . .
o0 (e.9]
.z M
Z smﬁ‘ gzﬁ < 400
k=1 k=1

et la série converge uniformément en vertu du critere de Weierstrass.

9. Soient f, g :[0,1] — R des fonctions continues. Montrer que

1+ gll < [ £1F+ gl

et que

gl < LA gl

Ces inégalités peuvent-elles étre strictes ?
Solution.
En chaque point x € [0, 1], on a

[f(2) + g(@)] < [f(@)] + g(=)] < [IF]] + [lg]]

donc
1f =+ gll < [I£1I + 19l
et
[f(@)g(x)| = [f(@)llg(2)] < [l f]llg]
donc

gl < LA gl

Chacune de ces inégalités peut étre stricte, par exemple pour
fl@)== et g(z)=1-u,

on a
If +gll =1 <IlflI+llgll =2
et 1
Ifgll =7 <Uflllgl =1.
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10. Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que
1
/ 2" f(x)dr =0 pour tout n € Ny.
0

Montrer qu’elle est identiquement nulle.
Solution.

Soit { Py, }nen une suite de polynomes qui converge uniformément vers
f sur [0, 1]. Alors
1 1
/ fA(z)dr = lim P, (z)f(x)dx = 0.
0 n—+o Jo

Donc f?(x) = 0 pour tout = € [0,1] et f(x) = 0 pour tout = € [0, 1].

11. Déterminer la limite supérieure et la limite inférieure de la suite
. coskm\*
k

La suite des termes de rang k& = 25 pair

1\%
]_ -
<+2j>

converge vers e et la suite des termes de rang k = 25 4+ 1 impair

1 2j+1
1—
2j+1
converge vers e~ !. Donc

k
. cos km
lim sup (1 + ) =e
L k

Solution.

L cos km\ ¥ 1
liminf ( 1+ =e .
k k

12. Déterminer les valeurs adhérentes, la limite supérieure et la limite

inférieure de la suite .
k cos k§

kE+1
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13.

14.

Solution.
Les premiers termes de la suite sont

2 4 6 8 10

0,—-,0,-,0,—=,0, =, 0, ——, ...
7377577 777977 117

On a une suite partielle qui converge vers 0, une autre vers -1 et une
troisieme vers 1. Les valeurs adhérentes sont donc {—1,0,1} et

. kcos k% . kcosk
imsup ——* = —_—

k P k+1
Déterminer les valeurs adhérentes, la limite supérieure et la limite
inférieure de la suite

Solution.

Cette suite énumere tous le nombres rationnels entre 0 et 1 et chacun
d’eux y parait un nombre infini de fois. L’ensemble de ses valeurs
adhérentes est donc l'intervalle [0, 1] tout entier, la limite supérieure
est 1, la limite inférieure est 0.

Montrer, si elles sont vraies, les inégalités suivantes

lim sup(uy + vg) < lim sup uy + lim sup vy
k k k

et
lim sup vz < limsup ug lim sup vg.
k k k

Ces inégalités peuvent-elles étres strictes 7 Restent-elles vraies si on y
remplace lim sup,, par liminfy ?

Solution.

Donné e > 0, on peut trouver des indices m et n tels que uy, < limsupy, uy + €
pour tout £ > m et que v < limsup, v + € pour tout £ > n. Si donc
I'indice k est plus grand que max{m,n}, on aura

up + v < limsup ug + lim sup vy, + 2¢
k k

donc
lim sup(ug + vg) < lim sup ug + lim sup vy, + 2¢
k k k
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15.

16.

ce qui démontre la premiere assertion.

La seconde est fausse. Il suffit de considérer les suites {1, —2,1,-2,1,-2,1, ..

et {1,—-2,1,-2,1,—-2,1,...} pour le voir. On a

lim sup upvi = 4
k

et

lim sup up = limsup vy = 1.
k k

La premiere inégalité peut étre stricte, par exemple, pour les suites
{-1,1,-1,1,...} et {1,—-1,1,—1,...}.

L’inégalité correspondante pour les limites inférieures est inversée :
limkinf (ug + vg) > limkinf ug + limkinf Uk,

elle peut étre stricte et elle se démontre de fagon semblable.

Montrer que si une suite admet un nombre infini de valeurs adhérentes,
leur borne supérieure est encore une valeur adhérente de la suite.
Solution.

Soient {U, }aca ces valeurs adhérentes et soit V' leur borne supérieure.
Il suffit d’exhiber une suite partielle {ug, }n>1 qui converge vers V.

Soient Uy, tels que
lim U,, =V

n—-4o00

et soient uy, des termes de la suite tels que

1
\ukn — Uan‘ < —.
n

Alors la suite partielle {ug, }n>1 converge vers V.

Soit {ay}ren une suite de nombres strictement positifs pour lesquels

la limite a
lim k+1

k—+oo ap

existe. Montrer qu’alors

li 1/k
k:—1>I-iI-loo(ak)

existe aussi et que ces deux limites sont égales. Donner un exemple ou
la seconde limite existe mais pas la premiere. (formule de d’Alembert
pour le rayon de convergence).
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Solution.

a +
]- k

A k—+oco ap

et soit € > 0. Il existe un indice n tel que

1 a
<k+l<

i k> n.
A+e ag A—c¢ StE=n

Comme
An+j  An+4j—1 an+1
an+] = .. an7
An+j5—1 An+4j5-2 Gp

1\’ 1\’
n <A+> < Ontj < On <A—e>
c’est-a-dire

o N\ | o NI/
a1/ 4) <> < (ans )V < g1/ ()

on a

A-+e A—e€

et, laissant j — 400,

1
o 1k < 1 1/k
Arc < hmkmf(ak) < hmksup(ak) < g

Le nombre € étant arbitraire, cela implique que

1
B, 1/k
= f 1m (ak)

existe et que
R=A.

Pour la suite 2,3,2,3,2,3,...,0on a

2 3
= —, limsup Bt _ 2
3 k Qg 2

Qp+41
ag

lim inf
k

et

li Uk = 1.
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17. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles la série

“+o00

Z k2a®

k=1

converge et calculer sa somme.
Solution.

La série diverge si |x| > 1 (son terme général ne tend pas vers 0) et si
|z| <1, on a

+o0 +o00 +oo
S kb =22 k(k— 12"+ 2 kat
k=1 k=1 k=1

_m2di 1 41 _z(l+x)
ST de?l—x Tdzxl—z  (1—x)3

18. Déterminer les valeurs de = pour lesquelles la série

+ZOO s
P k+1

converge et calculer sa somme.
Solution.

La série diverge si |z| > 1 (son terme général ne tend pas vers 0) et si
|z] <1, on a

too k1 too /z
S ALY [
k=0 k1 k=0"0
x Foo T 1
:/ Y thdt= | ——dt=—log(l - ).
k=0

9 Séries de Taylor

1. Soit f : [a,b] — R une fonction contintiment dérivable. Montrer que

' a
/ f(z)dx S(b—a)’f(b)"’z‘f( )

(b_a)2 !
]

Solution.
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En intégrant par parties,

b b
/ f(@)dz = (b— a) f(b) - / (2 — a)f'(x) da

et , b
[ t@de=-as@+ [6-0f @
donc
b
/f ) da = ( —af()+f()—|—/ (“;b—x> f'(x) da
d’o
o) de| < (b ‘f+f) +/ba+b—x dz || f'|
—a)?
P L CES I )

. Obtenir le développement limité d’ordre 2 au point g = n pour la
fonction

f(x) =a"e ™.
Solution.
On a

s = (1) =0, = H(2)'

et

" (x) = (—2™ + 3nz™ ! = 3n(n — 1)2" 2 + n(n — 1)(n — 2)z"3)e ",

= (2 (1= 52 st

3

Donc

ou (:U _ n)

3!

ra(z) = f"(€)

avec £ entre n et x ou encore

ro(z) = % / "o — 02F7(0) dt.



3. Considérons le développement limité d’une fonction f au point zg.

Soit k > 0 le rang du premier terme apres f(xg) qui est non nul dans

ce développement. Montrer que si k est pair la fonction admet un

extrémum relatif (local) en zy. Qu’arrive-t-il k est impair ?

Solution.

On a

F®) (o) (& — wo)*
k!

Si k est pair, on est en présence d’un maximum relatif si f*)(z) < 0
et en présence d'un minimum relatif si f*)(z) > 0. Si k est impair,
la différence f(x) — f(xo) change de signe lorsque z passe par xg et il
n’y a pas d’extrémum relatif.

+ o(x — :Uo)k.

f(x) = flxo) +

. Obtenir le développement limité d’ordre 5 de la fonction tangente a
lorigine (utiliser les notations de Landau).

(Suggestion : sinz = tanxz cos ).
Solution.
On a, puisque la tangente est impaire,

— % + %0 + o(2%) = (ax + bz® + cx® + o(z°)) (1 - 5 + % + o(z?))
:ax—l—(b—g):v?’—i— <c—2+22> z° + o(x%)
ce qui entraine a = 1,b=1/3 et ¢ =2/15:
tan$:x+x—3+2—x5+o(:n6).
3 15

. Montrer que les inégalités
1
v1-—2x

sont valables dans un petit intervalle ouvert autour de l'origine.

1+sinz <e® <

Solution.
On a
3 4
1+sin$:1+x—€+o(a¢ ),
2 3
ez:1+x+%+%+o(1‘3)
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et, en vertu du binéme de Newton,
——=14+x+ 2" +o(x
v1-—2x 2 (%)
donc
z? 3 5
14z < 1—Fﬂf+’éi < 14‘1?+’§$
dans un petit intervalle ouvert autour de l’origine.

. Soit R > 0. Représenter la fonction

1 1

J@) = R=0p ~ Rtap

comme la somme d’une série de puissances entieres de x dans le plus
grand intervalle possible autour de 1’origine.
Solution.

On a
1 1 4Rx 4x 1

R—ap  Rtap (B2 B g2\7
<1‘R2>

Donc, en utilisant le bindéme de Newton,
+oo 2k+1
4 x
f(z) = " Z(k + I)W’
k=0
la convergence ayant lieu pour |z| < R.
. Obtenir la série de Taylor a 'origine de la fonction

sinh z.

Déterminer son rayon de convergence.
Solution.
De la définition,

' 1 +oo xk +oo (—x)k
sinhx = 3 (Zk'—z X
k=0 k=0

la convergence ayant lieu pour tout x € R.

25+ 1)

J=0
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8. Mémes questions pour la fonction

arcsinh x.
Solution.
Puisque
1
—arcsinhz = ——
d V1422
le binéme de Newton (p = —1/2,2 +— 22) et l'intégration terme &

terme donnent

1-3-5---(2k—1) p oL

2.4-6---2k (=1) 2k +1

arcsinhz = ZL‘—I—Z , x| < 1.

9. Mémes questions pour la fonction

arctanh x.

Solution.
A partir de

1 1
arctanh x = = log e
2 11—z
ou a partir de
d tanh 1
—arctanhx = —,
dx 1 — 22

on trouve
+oo p2k+1

tanh x = —_— <1.
arctanh kZ_OQk‘f‘l”x‘

10. Mémes questions pour la fonction

Solution.
Cette fonction n’est a priori définie que pour z > 0. Comme

+00 k 22k

2k+1"

sinx

z € R,

OM
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11.

12.

on a

sm\f
0.
Z 21<,-+1 R

La série convergeant pour tout x € R, on peut I'utiliser pour prolonger
la fonction donnée a une fonction R — R :

siny/x X (—1)kzt
N = (2k+ 1)1

z € R.

Calculer
27 00 1
/ Z Q—ke*kx cos kx dx.
0

Solution.
On integre terme a terme la série uniformément convergente :

7w 1+
/2 Z—e cosk:xdx—z / k2 cos kx dz.

En intégrant par parties deux fois,

2m —2nk
1
/ e % coskodr = ——
0 2k

En utilisant la relation

+ook

Z— —log(1 —wuw), |u] <1,

on obtient

27 +00
1 1 1 1 1
/0 Z o€ kT cos kx dr = 5 (— log§ + log <1 — 262#)) = §log(2—e_2”).

Montrer que le nombre cos 1 est irrationnel.

Solution.
On a N
= (-1)*
1= .
o8 kzzo (2k)!



10

Si 'on avait

cosl = P
q
avec p,q € N, on aurait
q k +oo k
(—1)"(29)! (—1)"(29)!
2q)!p — —_— = ~ 2
CEDY (2k)! 2. (2k)!
k=0 k=q+1

Cela est impossible parce que le membre de gauche est un entier alors
que le membre de droite ne 1’est pas :

+00 400
(=D*(29)! 1 _ 1
kzq-:i—l @y | ~((20+1)2¢+2)F  (20+1)(2¢+2) -1 <1
et

+00 R
(=1D*(29)! 1 1
2 o | D@ o) (1 "2 (9@t 4>>k>

k=1
_ ! (1_ ! ) -0
 (2¢+1)(2¢+2) (2 +3)(2q+4)—1 ’

Séries de Fourier

. Montrer que toute fonction définie sur un intervalle symétrique par

rapport a ’origine peut s’y représenter comme la somme d’une fonction
paire et d’une fonction impaire.

Solution.
On a tout simplement
@)+ f(=z)  f=)— f(-=)

f(z) = 5 + 5 = fp(x) + fr(x).

Les coefficients ag(f) et bi(f) de Fourier d’une fonction f tendent
vers 0 d’autant plus vite que la fonction est plus réguliere. Montrer,
par exemple, que si f admet une deuxieéme dérivée continue, on a

() = ol75)s Bu(f) = o)

lorsque k — +o0.
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Solution.

En intégrant par parties deux fois et en vertu de la périodicité des
fonctions impliquées,

L[t
ag(f) = = f(t)cosktdt
sin kt |" 1 [*7 sin kt
(0 I O
oy —cosktt 1 T, —coskt
= f'(t) e - () 12 dt
11 [t 1 1 1
=) " (t)cosktdt = ﬁak(f”) =12 ° (1) = o(ﬁ).

Le raisonnement pour by(f) est semblable.

. Déterminer le minimum de ’expression

1 [t
/ (t? —a — bcost — csint)? dt

™ —T

lorsque a, b et ¢ parcourent I’ensemble R des nombres réels.

Solution.

Les nombres cherchés sont les coeflicients de Fourier de la fonction
fima] =R, tst2:

1 1 +m 9 7T2
a = 5ao(f) / todt = =,

=]
1 [*7
b:al(f):/ t?costdt = —4
™ —T
et
1 [,
C—bl(f):/ t*sintdt = 0.
™ —T
Donc

1 [*
inf/ (t* —a — bcost — csint)? dt

8t

= fQ(t)dt—fao(f)—a%(f)_b%(f):E_m.
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4. Obtenir la série de Fourier de la fonction f définie par
fl)=n*—2* si —n<z<m.

Etudier sa convergence.
Solution.

La fonction étant paire, la série cherchée est de la forme

+oo
S(f)(z) = %ao(f) + Zak(f) cos kx
k=1

ol
ap(f) = i/ f(x)coskxdr , (k=0,1,...).
0
Ici,
2 [7 4r?

w(f) == [ fayde =2
et .

ar(f) = 4(;21) pour k>0

d’ou la série
o2 X4k

S(f) = " 2 cos kx.
k=1
En vertu du théoreme de Dirichlet, on a
272 X 4(-1)F
%— (k2) coskr =72 — 22 si —rm<z<m.
k=1

En choisissant © = 0, on obtient en particulier

+§ (_1)k+1 B 7LQ
k12

—_

5. Mémes questions pour la fonction
f(z) =|sinz| si —7m<z<m.

Solution.
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Cette fonction est également paire. On a

2 (" 4
ap(f) = / |sinzx|dr = —
™ Jo ™
et sik>1,

2 [T ———— sik est pair,
ak(f)Z/D | sin z| cos kx do = { m(k% —1) P

T 0 si k est impair.

D’ou, toujours en vertu du théoreme de Dirichlet,

40052jx . .
——E =|sinz| si —w<z<m.
7r4]

. Mémes questions pour la fonction
fley=z si —nw<z<m.

En déduire la somme de la série

Z sin ky

k=

Solution.
La fonction est impaire. Sa série de Fourier est donc de la forme

+o0
x) = Zbk(f) sin kx,
k=1

avec 5 /7
= / flx)sinkzdr , (k=1,2,...)
T Jo
ce qui donne ici
2 [T 2(—1)k !
b =— kxdr = ———.
k(f) 77/0 xsin kx dx ?
En vertu du théoréeme de Dirichlet,

X o(—1)k r sl —w<z<m,
Z ————sinkx = )
=1 k 0 s z=-—m.
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La substitution z = m — y montre que

k _
Zsmy T y pour 0 <y < 27.
k=

. Représenter la fonction z comme une somme de cosinus sur 'intervalle
(0, 4).
Solution.

I1 faut se ramener & considérer une fonction paire sur 'intervalle [—7, 7.
La fonction paire f(y) égale a Ay/m lorsque 0 < y < 7 fera laffaire.
Ses coefficients de Fourier sont

TA
w(f) == [ Ly =4

s

et, si k>0,

ak(f):; %coskydy: —4A .

92 /Tr A 0 si k est pair,
0 m2k2

Ainsi,

A X 4a ,
f(y):i—zﬁz,icosky si —m<y<m

(27 +1)?
ce qui implique que
A X 44 T
xzi—zmcoskzw si 0< o< A.

. Montrer qu'une fonction R — R périodique et continue est entierement
déterminée par ses coefficients de Fourier.

Solution.

Si deux telles fonctions fi et fo ont les mémes coefficients de Fourier,
alors en tout point =,

fi@) = lm_ou(fi)@) = Tm_ou(f2)(x) = fo(x).

n—-+4o0o
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9. Montrer que

2 to

1
x(ﬂ—x):%—zﬁcos%:x, O<z<m
k=1
et que
it
— k 90
Solution.

On considere la fonction f paire qui coincide avec (7w — x) sur |0, 7[.
Elle satisfait les conditions de Dirichlet et celles du théoreme de Fejér.
On a

2 [T 2
== —2)dr = —
ao(f) - /0 x(r — ) dx 3
et, si k>0,
2 (7 0 si k est impair,
ak(f):/ z(m — z) coskx dx = 4
T Jo —-— slnon.
k2
D’ou, en vertu du théoreme de Dirichlet,
7_[_2 +o00 1
x(ﬂ_x)ZG—;kQCOSWﬂx, O<z<m

et
— =
P k 90

en vertu de la relation de Parseval.
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