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Exercice 10.20

Démontrer que tout espace métrique compact K a une base dénombrable et
qu’il est donc séparable. Indication : pour tout entier n > 0, il existe un nombre
fini de boules ouvertes de rayon 1/n recouvrant K.

Solution. Si K ne posséde quun nombre fini de points {x1,z2,...,2,}, ils sont
isolés et I'on peut associer a chacun d’entre eux la boule ouverte de rayon

déf
ri = 11§njf§ d(zj,2;) > 0.
J#i

Si K possede un nombre de points infini, alors comme K est compact, il contient
un point d’accumulation par le Théoreme 7.3 du Chapitre 3 et on peut appliquer
les résultats de 'Exercice 10.19. O

4 Exercices du Chapitre 4
Exercice 10.1

Soit f: X — Y. Alors P'application induite f=1 : P(Y) — P(X) préserve les
opérations élémentaires suivantes :

(1) f_l(UaBoz) = Uaf_l(Ba)-
(2) f_l(maBoz) = maf_l(Ba)-
(3) f7H(Bi\B2) = f~H(B)\f'(Ba). O

Démonstration. (1) Ba C Uy B, implies
F7HBa) C [ (UaBa) = Uaf H(Ba) C [~ (UaBa).

Si z € fYUaBa), alors f(z) € UyB, et il existe a tel que f(z) € B,. Donc,
x € f7YB,) et z € Uy f(Ba). Méme type d’argument pour (2).
Pour (3), on peut faire le raisonnement suivant en utilisant (2) :
Bi\Ba = BiN(Y\B1) = fT'(Bi\Bz) = f'(B)Nf ' (Y\Ba)
fTHY\Ba) = {z € X : f(z) € Y\Bo}
={reX: f(x)¢Bl={zeX a¢ f1(B)}
= X\f71(Ba).

On obtient donc

FTHBI\B) = f~H(B1) N fH(Y\By)

=
BN XN\fTH(B)) = T B\ (B2)

puisque f~1(B;) C X. O

B
B
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Exercice 10.2

Soit f : X — Y. Alors l'application induite f : P(X) — P(Y) préserve les
opérations suivantes :

(1) f(UaBa) = Uaf(Ba)-
(2) f(maBa) - maf(Ba)- |

Démonstration. Méme type d’argument que pour I’Exercice 10.1. O

Exercice 10.3

Soit f: X — Y. Alors
(1) pour chaque A C X, f~1[f(4)] D A.
(2) pour chaque AC X et BCY,

FIANFAB) = f(A)n B (4.1)

et, en particulier,

Démonstration. (1) Par définition,
JUFA) = {r € X+ f(@) € f(A)} o {w € A+ f(x) € [(A)} = A.
(2) Par définition,
Anf Y By=An{zc X :f(z)eB}={rcA: f(z) € B}
S J(ANfUB) = {f(x) 2 € Act f(x) € B} = [(4) N B.
Enfin, on applique la formule avec A = X. O

Exercice 10.4
Soit f: X —=Yetg:Y —Z Alors (gof)™t=flog L
Démonstration. Comme chaque application inverse induite est bien définie
FTLPY) - P(X) et gt P(Z) = PY),

la composition g~ o f~1: P(Z) — P(X) est bien définie. De méme la composition
des applications induites est bien définie

f:PX)=PY) e g:PY)=PZ) = fog:P(X)—=P2).
Pour C € P(2)
(9o /)7HC) ={z € X : g(f(x)) € C}
={reX: f(z) eg ' (O)}
=g = (I og™(C)).
Donc (go f)~t = flog L O
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Exercice 10.5

(i) Soit un ensemble arbitraire X et soit {44} un recouvrement de X par des
sous-ensembles de X.

(ii) Soit Y un autre ensemble et une famille f, : A, — Y d’applications tel
que

Vo, B, falawnas = falaana,-

Alors, il existe une application unique f : X — Y qui est un prolongement de
chaque f, :

VO&, f|Aa :fa-

Démonstration. Soit x € X. Comme {A,} est un recouvrement de X, on pose

déf

f(z) = falz)

pour un « tel que x € A,. La fonction f est bien définie car s’il existe un 8 # « tel
que x € Ag, alors, par hypothese, f(z) = fo(z) = fs(z). L’application f est unique
car 8'il y en avait une seconde [/, on aurait

flla. = fa=fla, = f =fsur X =UA,.

Exercice 10.6

Soit f: X =Y etg:Y — X tel que go f = Ix ou Ix est la fonction identité
sur X. Alors f est injective et g est surjective.

Démonstration. L’application f est injective puisque, pour tous z, 2’ € X,
f@) =) = az=g(f(2)) =g(f(a) =2".
L’application g est surjective puisque, pour tout z € X,

z=9(f(2));
c-a-d., il existe f(z) € Y tel que z = g(f(2)). O

Exercice 10.7

Soit f: (X,dx) — R une application continue. Montrer que

FHUN Yz e X 1 fx) =0} (4.3)
est fermé dans (X, d).

Démonstration. Comme 'ensemble {0} est fermé dans R, son image inverse pour
une fonction continue est fermée par le Théoreme 3.3. O
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Exercice 10.8

Soient f,g: (X,dx) — (Y,dy) deux applications continues entre deux espaces
métriques et F un sous-ensemble dense dans (X, d). Montrer que

(i) f(F) est dense dans (f(X),dy);
(ii) f = g sur E entraine f = g sur X.

Démonstration. (i) De la Définition 6.6 du Chapitre 3, ' C X est dense dans X si
tout point de X est un point d’adhérence de E (ou encore F = X). Par le Théoreme
3.3 du Chapitre 4, pour une fonction continue on a

f(E) C f(X) = f(E) C f(E).
Comme f(E) est fermé, f(X) = f(E) et f(F) est dense dans f(X).
(ii) Soit z € X. Par densité de E dans X, il existe une suite {z,} dans E qui
d x-converge vers x. Par continuité de f, f(z,) — f(x) dans (Y,dy). Comme f =g
sur B, g(x,) = f(x,) et, par continuité de g, g(x,,) — g(z). Par unicité de la limite
dans (Y,dy), f(z) = g(x). O

Exercice 10.9
(i) On se donne la fonction f: R? — R

2

flay) & #yyzt si (z,y) # (0,0)

0, si (x,y) = (0,0)

Montrer que f est bornée sur R? et n’est pas continue en (0,0), mais que
sa restriction & toute droite passant par (0,0) est continue.

(ii) On se donne la fonction g : R* — R

2

d:éf 22 +y6’ S1 (ZC,y) 7& (050)

0, si (x,y) = (0,0)

g(x,y)

Montrer que g n’est bornée sur aucun voisinage de (0,0) et n’est pas conti-
nue en (0,0), mais que sa restriction & toute droite passant par (0,0) est
continue.

Démonstration. (i) Pour (z,y) # (0,0), on a

SCyQ

x2+y4

SCyQ

$2+y4

1 1
0<(zxy??=2?+y*+£229> = F §§ = o

IN

Comme f(0,0) =0, on a |f(x,y)| < 1/2 sur R?.
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Si I'on se donne la droite D = {t (v,w) : t € R passant par (0,0) de direction

(v,w), on a pour t # 0

T

F(to,tw) — £(0,0) = { (t0)2 + (tw)*’ (v, w) # (0,0)
07 si (’U,’U_)) - (0,0)

—¢ UQZ%, si (v,w) # (0,0)

0, si (v,w) = (0,0)

Siw =0 ou v = 0, cette différence est 0, f(tv,tw) = f(0,0) et pour toute suite
tn =0, t, #0, f(thv, thw) — f(0,0). Siv # 0 et w # 0, alors

2 2

VW w
2 12,4 — =0
v +tew v

On a donc bien la continuité en (0,0) le long de droites passant par (0, 0).
Pour montrer que f est discontinue en (0,0), on suit le chemin x = 32 ce qui

donne
4
y: 1 :
f(y2,y): y4+y4*27 81y?é0
0, siy=20

Donc, pour la suite (z,,,y,) = (1/n2,1/n) — (0,0),
F2,1/m) = 5 4 0= (0,0)

(ii) Pour montrer que que f n’est pas continue en (0,0), on suit le chemin
x = y? ce qui donne

4

Y 1 :
y4+y6:1+y2’ siy #0
0, siy=20

= g(y*y) = 1#0= £(0,0) lorsque y — 0.

9(y*y) =

Pour la bornitude, on prend le chemin z = 33 ce qui donne

5
Yy 1 .
—_— = — siy#0
9 y) =< ¥y +y° 2y
0) Sly:()

= g((1/n)3,1/n) = g s 400 # 0= f(0,0) lorsque n — co.

g nest donc bornée dans aucun voisinage de (0, 0).
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Enfin le long de la droite D = {t (v,w) : t € R passant par (0,0) de direction
(v,w), on a pour t # 0

_t(tw)?
g(to,tw) — g(0,0) = { @oE+ (e O () F 00
0, si (v,w) = (0,0)

si (v,w) # (0,0)

=t v2+tdws’ ,
0, si (v, w) = (0,0)

En examinant chaque cas, il vient g(tv,tw) — ¢(0,0) lorsque t — 0, t # 0. |

Exercice 10.10

Démontrer que 'on peut remplacer la définition de la continuité uniforme sur
X par : pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

VE C X tel que diam (F) < §, diam f(F) < e. (4.4)
Démonstration. De la Définition 6.1, une fonction f : (X,dx) — (Y, dy) entre deux
espaces métriques est uniformément continue sur X si, pour tout € > 0, il existe
0 > 0 tel que
Vz,x' € X pour lesquels dx (2, x) < 4, dy(f(2), f(z)) <e.

Pour tout £ C X tel que diam (F) < §, on a, par définition du diametre,

diam (FE) = sup{dx(z’,z) 1z, 2’ € E} <§ = Vz,2' € F, dx(z,2') < ¢
= dy(f(z), f(z") <e = diam f(E) = sup{dy (f(z'), f(x)) : z, 2’ € E} <e.

Dans I’autre sens, on part de (4.4). On a
X = Uzex Bs/o(x) et diam Bsp(x) < 0.
Donc

Va' € X tel que dx (2',2) < /2, diam f(E) <e
S dy (f(@), f(x)) < diam f(E) <.

Mais ceci est vrai pour tout x € X :
Vz, Vo' € X tel que dx(2/,2) < /2, dy(f(2'), f(x)) <e

et f est uniformément continue sur X. O
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Exercice 10.11

Démontrer.

(i) La composition go f de deux fonctions f : (X,dx) — (Y, dy) uniformément
continue sur F C X et g : (Y,dy) — (Z,dz) uniformément continue sur
f(E) CY est uniformément continue sur X

(ii) La composition g o f de deux fonctions f : (X,dx) — (Y,dy) lipschit-
zienne en x € X et g : (Y,dy) — (Z,dz) lipschitzienne en f(z) € Y est
lipschitzienne en = € X.

Démonstration. (i) Par hypothese, pour tout € > 0 il existe > 0 tel que

Vy,y' € f(E), dy(y,y') <n, dz(g(y),9(y')) <e

et il existe § > 0 tel que

Vo2’ € B, dx(z,2") <6, dy(f(x), f(a")) <n = dz(g(f(2)),9(f(2"))) <e.
(i) Par définition, il existe ¢(f(z)) et r(f(x)) > 0 tel que

Yy, Y2 € Brp@y)(f(@),  dz(g(y1),9(y2)) < c(f(x)) dy (y1,y2)

et il existe c(z) et r(z) > 0 tel que
V5017$2 S Br(z)(z>a dy(f(SCl), f(z2>> < C(:L') dx($1,$2).
On réduit le rayon de B,z (x) C X pour que son image tombe dans la boule
By (f(2))(f(z)) C Y. On choisit le rayon p(x) = min{r(z),r(f(x))/c(x)}
Vo, w2 € By (x), dy(f(xi), f(z)) <c(z)dx(2i, )
< min{r(z) c(z), r(f(z))} < r(f(z))
f(xi) € Br(say(f(2)), i=1,2
= dz(9(f ( 1)), 9(f (22))) < e(f () dy (f (x1), f(22))-
= dz(9(f(21)),9(f(22))) < c(f(2)) dy (f(21), f(22)) < c(f(x)) c(x) dx (21, 22)

et go f est lipschitzienne en 2 pour la boule B, ,)(x) et la constante c(f(x)) ¢(x). O

Exercice 10.12

On dit qu’une application f : (X,dx) — (Y,dy) est ouverte si 'image f(O)
de tout ouvert O dans X est ouverte dans Y. Montrer qu'une application f : R — R
continue et ouverte est monotone.

Démonstration. On montre d’abord que f est injective. Soit x; et 25 tel que f(x1) =
f(x2). Supposons sans perte de généralité que x; < xo. Comme [z1, 23] est compact
et que f est continue

Ja € [x1,x2] tel que f(a) = inf f([x1, 22])
b € [z, 22] tel que f(b) = sup f([z1,22]).
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Si f(a) < f(z1), alors &1 < a < z2 et f(a) € f((x1,22)). Comme f est ouverte,
limage f((z1,22)) est ouverte et il existe r > 0 tel que B,(f(a)) C f((x1,22)) ce
qui signifierait qu’il existe z € (1, x2) tel que f(z) = f(a) —r/2 ce qui contredirait
la minimalité de f(a). Donc f(x1) = f(a). Par le méme argument appliqué au sup, il
vient f(x1) = f(b). La fonction f est donc constante et égale & f(x1) sur l'intervalle
(1, 22). Mais ceci contredit le fait que f est ouverte car f((z1,z2)) = {f(x1)} serait
fermée. f est donc injective.

Soit x1 < x9. Comme f est injective f(z1) # f(x2). Supposons que f(z1) <
f(z2). Tl reste & démontrer que f est croissante sur R. On démontre d’abord que f
est strictement croissante sur [ml, xg]. Par le raisonnement pécédent on a

fla1) = inf f(lwr, 22]) et f(w2) = sup f([z1, 22]).

Il reste & démontrer que f est croissante sur R. Soient deux points x, y tel que
21 < <y < x3. On veut démontrer que f(z) < f(y). Par injectivité de f,
f(z) # f(y). Supposons que f(xz) > f(y). Par injectivité de f, ceci implique que
flz) < fly) < f(x) < fae) et 21 < & < y < za. Par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe z € (y,z2) tel que f(z) = f(x) ce qui contredit le fait que
f est injective.

Si que f(x) < f(xz1) < f(xz2). Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il

)
existe z € (x,x2) tel que f(z) = f(x1) ce qui contredit le fait que f est injective.
Si que f(x1) < f(x2) < f(z). Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe z € (x1,z) tel que f(z) = f(x2) ce qui contredit le fait que f est injective.
Donc,

1<z <z = f(m1)< f(x)< fl22).

Il reste deux autres cas : x < 1 < x5 et ©1 < x5 < x. Dans le premier cas, si

f(x) > f(x1), alors f(x2) > f(x) > f(x1) ou f(x) > f(x2) > f(a1) :

flza) > f(z) > f(z1) = Tz € (x1,22) tel que f(z) = f(x)
f(@) > fz2) > f(x1) = Fz € (z,71) tel que f(2) = f(z2)

Ce qui contredit l'injectivité de f dans les deux cas. Donc

r <z <z = f(x) < flm) < flx2).
De la méme facon, on montre que

rp<wzy<ax = f(r1) < fa2) < f(a).

Pour compléter la démonstration, il reste & démontrer que pour tout = < vy,
on a f(x) < f(y) en considérant trois cas :

r<y<zTy, <1<y, x1<x<Yy.

On obtient le résultat par I’absurde en faisant appel au théoreme des valeurs in-
termédiaires.

O
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Exercice 10.13
Soient deux espaces métriques (X, dx) et (Y,dy) et leur produit
Xde:éf{(x,y):xeXeter}. (4.5)
(i) Montrer que
/A 7y déf ’ /
((1‘, y)v ($ 'Y )) = dXXY((za y)v (SC 'Y )) = dx($,$ ) =+ dY(yvy ) (46)
(X xY)x (X xY) =Ry

définit une métrique sur X x Y.

(ii) Montrer que la projection sur X

déf
(z,y) = px(z,y) = z: (X xY,dxxy) = (X, dx)
est lipschitzienne sur X x Y.

Démonstration. (i) Voir 'Exercice 10.4 du Chapitre 3.
(ii) En effet,

dx (px (2,y),px (2',y"))
=dx(z,2") < dx(x,2") +dy(y,y") = dxxy ((x,9), (2", y)).

La projection est donc lipschitzienne de constante 1. |

Exercice 10.14

On dénote par d,(y,z) = ||y — z||g» la métrique euclidienne sur R", n > 1 un
entier. Soit le pole nord p = (0,0, 1) € R? de la sphere de rayon un

CCA { = (@1, 22,73) ¢ [[2]lps = (/23 + 23 + 23 = 1} CR’.

(i) Montrer que I'application

& T x
o= Ganan,) o (o) (T2 ) SONG) R (0)

est une bijection et donner I'expression de I’application inverse =1,

(ii) Montrer que ¢ : (S®\{p},ds) — (R, dy) est un homéomorphisme. (On
peut supposer que toute fonction polynomiale est continue et utiliser les
théorémes sur le produit et le quotient d’applications continues.)

(iii) Montrer que la fonction
dgf _ _
(@,9) = pla,y) E ds(07 (@), 07 (1) :RPxR* = Ry (4.8)

o 2
est une métrique sur R”.
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(iv) Montrer que I'application ¢ : (S®\{p},ds) — (R?, p) est une isométrie et
donc une isométrie de (S \{p},ds) dans le complété (R2 p) de (R?) p).

(v) Montrer que le complété (R?, 5) de (R?, p) est compact.

Solution. (i) En effet, ¢ est injective car pour ¢(z) = p(a') tel que z% + 23 + 23 =
1= (21)% + (25) + (25)%, on a

x1 x} X9 xh

= et =
1—2z3 1—2af 1—2z3 1—2af

e 2 025 - () () -

2 14ah
2

1+axs 1 — 23 (x

) A
i el ey
= (1+a3) (1 —a%) = (1+25) (1 —x3) (4.10)

= l4ag—ay—xgas =1+a5 — 23 — 2375 = 25 = T3.

17503

Enfin, de (4.9), il vient o}, = 29 et 2] = 7.
L’application ¢ est aussi surjective. Soit y = (y1,y2) € R?. On cherche z =
(1,22, 23) tel que

X i)
w0 Tog, 22 et af+aj+af=1
1+ a3 1— 23 ( 1 )2 < T >2 5 5
— — + =y er
1—x23 (1—;53)2 1— 23 1— 23 1 2
1 2
= I3 = % et 1-— T3 = > 5 a1
y1+y2+1 yi +ys; +1
2y 2y2
=> 1 =—>— et 1yg=—5—""—.
yi+ys +1 yi+ys +1
On remarque aussi que x = (z1,22,23) # (0,0,1) = p puisque cela donnerait
y1 = y2 = 0 et la contradiction —1 = +1.
La fonction inverse est donc
_ 2y 2y yi+yi—1
(y1,92) = ¢~ (Y1, 42) = ( ; ;
ity Uy Hys + 1y ys 41 (4.11)

: (RQ’dQ) - (5(2)\{17}’6[3)

(i) Les applications ¢ et ¢~ ' sont continues comme quotients de polyndmes
puisque les dénominateurs sont différents de 0 : ¢ est donc un homéomorphisme.

(iii) On vérifie les trois axiomes d’'une métrique. Pour (M1), si 2z = y, alors
p(z,y) = d3(e™1(x), ¢~ (y)) = 0. Réciproquement, si p(z,y) = 0, on a (p~1(z) =
0 1(y) et x = y. Pour (M2), comme d3 est une métrique,

p(x,y) = ds(e™ ' (2),07 (y) = ds(o™ (y), o~ (2)) = p(y, x).

1
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Pour (M3) et z, y, 2z

ds(p™"(x), 7 (2)) < ds(e™ (), ' () + ds(e™ ' (y), ¢ (2))
= p(z,2) < p(z,y) + ply, 2).

(iv) Avec la nouvelle métrique, la fonction ¢ : (SP\{p},ds) — (R?, p) est
toujours une bijection. Par définition, p, il vient pour tout z, y dans (S@\{p}

p(e(@), p()) = ds(¢™ (¢()), 9™ (0(y)) = ds(z,y)

ce qui caractérise bien une isométrie.
Soit (R?, 5) le complété de (R?, p) et i : (R?, p) — (R?, p) I'injection isométrique
dense de (R?, p) dans (R?, ) (cf. Théoréme 6.5 du Chapitre 3). La composition io ¢

(SO\{p}, ds) 2> (B2, p) — (B2, )

est donc aussi une isométrie qui possede un prolongement uniformément continu @
a I'adhérence (S@\{p},ds) qui est égale & S?) (Théoreme 6.3 du Chapitre 4).
Soit 7 : (S@N\{p},ds) — (S®, d3) Vinjection de (S@\{p},ds) dans son

adhérence (S@)\{p},ds) qui est égale & ). La composition j o ¢~

(R2, p) 25 (SO\{p}, ds) —+ SO

est donc aussi une isométrie qui possede un prolongement uniformément continu 7,2
au complété (R?, p) (Théoreme 6.3 du Chapitre 4).

Les compositions @ o) : (R?,p) — (R?, ) et Yop:S8? — S coincident
avec l'identité sur les sous-ensembles denses R? et S\ {p}. Par 'Exercice 10.8,
elles sont donc égales & 'identité et @ est une bijection. Son inverse et elle sont
uniformément continues. En fait, comme p(z,y) = p(z,y) = dz(p~1(z), 0 1 (v)),
sur R?, il vient p(z,y) = ds(@ ' (z), ' (y)) par densité et @ est une isométrie.

(v) Comme ¢ : S@) — (R? /) est un homéomorphisme, elle est continue.
Enfin, comme la sphere S) est compacte dans (RB, d3), son image par ¢ :

R* = 3(S?)

est compacte dans (R?, 5) (cf. Théoréme 4.1 du Chapitre 4). O

5 Exercices du Chapitre 5
Exercice 8.1

Soit {f,} une suite de fonctions dans C°(K), K C R" compact. Montrer que
si {fn} est uniformément équicontinue et que pour chaque x € K, la suite {f,(z)}
dans R converge vers une fonction f: K — R,

fala) = f(z),
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