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1. Exemple de MAMA sur ℤ



……
On commence avec la marche aléatoire biaisée sur ℤ.

𝑝 𝑥, 𝑥 + 1 = 𝑝 =
2

3
;  𝑝 𝑥, 𝑥 − 1 = 𝑞 =

1

3
𝜌 =

𝑞

𝑝
= 1/2

probabilités de transition ratio de biais à gauche



Résultats classiques

lim
𝑡→∞

𝑋𝑡

𝑡
= 𝑣 =

1 − 𝜌

1 + 𝜌
=

1

3
Vitesse asymptotique 

positive

lim
𝑡=0

𝑋𝑡 = ±∞  si ± 𝑝 − 𝑞 > 0

Transience directionnelle

𝑋𝑡 − 𝑣 𝑡

4 𝑝 𝑞 𝑡
→ 𝒩

Fluctuations normales

𝑋 𝑁𝑡 − 𝑣 𝑁 𝑡

𝑁 0≤𝑡≤𝑇

→ 𝒲𝑡 0≤𝑡≤𝑇

Limite d’échelle brownienne

Une réalisation de la marche aléatoire biaisée 
sur ℤ avec 𝜌 = 1/2.

𝑡

𝑋𝑡



……

Pour chaque sommet, on le désigne comme un goulot 
d’étranglement (∗) avec probabilité 𝑔 = 1/100. 

Les goulots d’étranglement renvoient le marcheur vers 
la gauche avec probabilité 𝑞∗ = 100/101 et le laissent 

passer avec probabilité 𝑝∗ = 1/101.

𝜌∗ =
𝑞∗

𝑝∗
= 100.



L’environnement de la marche est donc aléatoire.

……
𝐏 Mesure de probabilités 

pour l’environnement 𝜔 Environnement aléatoire

Les probabilités de transition sont des variables 
aléatoires mesurables sous 𝐏.

𝐏 𝜌𝑥
𝜔 = 𝜌 =

1

2
=

99

100
= 1 − 𝑔 𝐏 𝜌𝑥

𝜔 = 𝜌∗ = 100 =
1

100
= 𝑔

𝑝𝑥
𝜔 = 𝑝𝜔 𝑥, 𝑥 + 1 ; 𝑞𝑥

𝜔 = 1 − 𝑝𝑥
𝜔 𝜌𝑥

𝜔 =
𝑞𝑥

𝜔

𝑝𝑥
𝜔



La marche aléatoire sur l’environnement 𝜔 est une chaîne de 
Markov qui suit les probabilités de transitions données.

𝑃𝜔 Mesure de probabilités trempée 
pour la marche aléatoire

𝑋𝑡
Position du marcheur 
au temps 𝑡 

𝑃𝜔 𝑋𝑡+1 = 𝑦 𝑋𝑡 = 𝑥) = 𝑝𝜔(𝑥, 𝑦)

ℙ  ⋅ = 𝐄[𝑃𝜔  ⋅ ]

ℙ
Mesure de probabilités recuite 
pour la marche aléatoire 

𝑡

𝑋𝑡



Le potentiel

Δ𝑉 𝑥 = 𝑉𝜔 𝑥 − 𝑉𝜔 𝑥 − 1
= log 𝜌𝑥

𝜔

𝑉𝜔 0 = 0

Le potentiel permet de décrire l’environnement.

𝑝𝑥
𝜔 =

1

1 + 𝑒Δ𝑉 𝑥

Si Δ𝑉 𝑥 > 0, 𝑝𝑥
𝜔 < 𝑞𝑥

𝜔 Si Δ𝑉 𝑥 < 0, 𝑝𝑥
𝜔 > 𝑞𝑥

𝜔

La marche est attirée vers les potentiels 
faibles

𝑥

𝑉𝜔(𝑥)



Transience/récurrence

Si 𝐄 log 𝜌𝜔 = 0, le processus est 
récurrent.

Si 𝐄 log 𝜌𝜔 < 0, le processus est 
transient vers la droite

limsup
𝑡→∞

 𝑋𝑡 = −liminf
𝑡→∞

𝑋𝑡 = ∞ liminf
𝑡→∞

𝑋𝑡 = ∞

Thm. (Solomon, 1975)

𝑥 𝑥

𝑉𝜔(𝑥)



Vitesse asymptotique Thm. (Solomon, 1975). Si 𝐄 log 𝜌𝜔 < 0,

Si 𝐄 𝜌𝜔 < 1, la vitesse est non-nulle

lim
𝑡→∞

𝑋𝑡

𝑡
=

1 − 𝐄 𝜌𝜔

1 + 𝐄 𝜌𝜔

Si 𝐄 𝜌𝜔 ≥ 1, la vitesse est nulle

lim
𝑡→∞

𝑋𝑡

𝑡
= 0

Régime balistique Régime sous-balistique
𝑥

𝑉𝜔(𝑥)

𝑥

𝑉𝜔(𝑥)



Le temps qu’il faut pour passer par-
dessus une barrière de potentiel de 
hauteur 𝐻 …

… est proportionnel à 𝑒𝐻

𝐻

𝑉𝜔(𝑥)

𝑉𝜔(𝑥)

𝑥

𝑥

𝑋𝑡

𝑋𝑡

𝑡

𝑡



𝐻 = 𝑁 log 𝜌∗

𝑁

𝐻

𝑒𝐻 = 𝜌∗ 𝑁 = 100𝑁

Si il y a 𝑁 goulots d’étranglement de suite…

… c’est long longtemps!

𝐏 𝑒𝐻 > 𝑢 = 𝐏 𝑁 >
log 𝑢

log 𝜌∗ = 𝑢
log 𝑔
log 𝜌∗

= 𝑢−1

si −
log 𝑔

log 𝜌∗ ≤ 1, 𝐄 𝑒𝐻 = ∞

𝑡

𝑋𝑡𝑉𝜔(𝑥)

𝑥



Le modèle de Bouchaud

𝑈𝑖
Temps passé dans 

l’𝑖ème piège.

𝑇𝑘 = ෍

𝑖=1

𝑘−1

𝑈𝑖

Temps pour atteindre le 
𝑘ième piège

𝑋𝑡
Piège au temps 𝑡

𝑡



si 𝜇 = 𝔼 𝑈𝑖 < ∞ et 𝜎2 = 𝕍ar[𝑈𝑖] < ∞

𝑇𝑘 − 𝑘𝜇

𝜎 𝑘
→ 𝒩

𝑇𝑘

𝑘
→ 𝜇

Résultats classiques

𝑋𝑡

𝑡
→ 𝑣 =

1

𝜇

𝑋𝑡 − 𝑣 𝑡

𝜎𝑣3/2 𝑡
→ 𝒩

p.s. en distribution𝑡

𝑋𝑡



𝑇𝑘

𝑘1/𝛼
→ 𝒮

𝑋𝑡

𝑡𝛼
→ 𝒮−𝛼 

en distribution

𝔼 𝑈 = ∞ 𝔼 𝑈2 = ∞

𝛼 ∈ (0, 1)

Exemple pour 𝛼 = 1/2

ℙ 𝑋𝑡 = 𝑋ℎ𝑡 → ASIN𝛼(1/ℎ)

ASINα 𝑢 =
sin 𝜋𝛼

𝜋
න

0

𝑢

𝑥𝛼−1 1 − 𝑥 −𝛼𝑑𝑥

𝒮 ∼ 𝒮(𝛼, 1, 𝑚, 𝑐)
Distribution 𝛼-stable asymétrique*

Vieillissement

ℙ 𝑈 > 𝑥 ∼ 𝐶 𝑥−𝛼

𝑡

𝑋𝑡



Limites

Thm. (Kesten, Koslov, Spitzer, 1975)
• −∞ ≤ 𝐄 log 𝜌 < 0
• 𝛼 ∈ (0,1) t.q. 𝐄 𝜌𝛼 = 1, 𝐄 𝜌𝛼 log 𝜌 < ∞
• log 𝜌 non arithmétique *

Alors, les limites d’échelle sont 𝛼-stables. *
𝑋𝑡

𝑡𝛼 → 𝒮 𝛼, 1, … −𝛼

Thm. (Enriquez, Sabot, Zindy, 2009)
Convergence en processus vers des 
subordinateurs 𝛼-stables.

Réalisation de la marche aléatoire sur 
l’environnement aléatoire dans le régime sous-
balistique.

𝑡

𝑋𝑡



Vieillissement

𝑡 ℎ𝑡

Thm. (Enriquez, Sabot, Zindy, 2009)
Avec 𝛼 ∈ 0, 1 , pour tous 𝜂 > 0, ℎ ≥ 1

ℙ0 𝑋𝑡 − 𝑋ℎ𝑡 ≤ 𝜂 log 𝑡 → ASIN𝛼(1/ℎ)

𝜂 log 𝑡

ASINα 𝑢 =
sin 𝜋𝛼

𝜋
න

0

𝑢

𝑥𝛼−1 1 − 𝑥 −𝛼𝑑𝑥

𝑋𝑡



2. La marche aléatoire 𝛽iaisée 
sur les 𝑐∗

𝜔onductances aléatoires
dans ℤ𝑑

I. Description du modèle

II. Résultats

III.Théorème de vieillissement



I. Description du modèle



Le graphe : ℤ𝑑

ℤ1 ℤ2 ℤ3

…



Les 𝑐∗
𝜔onductances (brutes)

𝑷 𝑐∗
𝜔 𝑒 > 𝑢 ∼ 𝐿 𝑢 𝑢−𝛾

𝑢

𝑷 𝑐∗
𝜔 𝑒 > 𝑢

𝛾 ∈ (0, 1) 𝐿 à variation lente

𝑐∗
𝜔(𝑒)



Le 𝛽iais

ℓ = 𝜆෠ℓ
𝜆 > 0 ෠ℓ ∈ 𝕊𝑑−1

𝛽(𝑒) = exp ℓ ⋅
𝑒+ + 𝑒−

2

– 3.18

3.18

0.

log 𝛽(𝑒)

= exp( ℓ ⋅ 𝑒−) ⋅ exp
1

2
ℓ ⋅ 𝑒+ − 𝑒−

𝑐∗
𝜔(𝑒)



Les 𝑐𝜔onductances nettes

𝑐𝜔 𝑒 = 𝛽 𝑒  𝑐∗
𝜔(𝑒)

– 3.18

3.18

0.

log 𝛽(𝑒)

𝜋𝜔 𝑥 = ෍

𝑦:𝑥∼𝑦

𝑐𝜔(𝑥, 𝑦)

 = eℓ⋅𝑥 ෍

𝑦:𝑥∼𝑦

𝑒
1
2ℓ⋅(𝑦−𝑥) 𝑐∗

𝜔(𝑥, 𝑦)

𝑐∗
𝜔(𝑒)



– 3.18

3.18

0.

log 𝛽(𝑒)

𝑐∗
𝜔(𝑒)

Les 𝑝𝜔robabilités de transition trempées

𝑝𝜔 𝑥, 𝑦 =
𝑐𝜔 𝑥, 𝑦

𝜋𝜔 𝑥

𝑐∗
𝜔(𝑥, 𝑦)

=
𝑒

1
2ℓ⋅ 𝑦−𝑥 𝑐∗

𝜔 𝑥, 𝑦

σ𝑧:𝑥∼𝑧 𝑒
1
2ℓ⋅ 𝑧−𝑥 𝑐∗

𝜔 𝑥, 𝑧

54.1

1.62484

0.702808

0.615445

𝑒
1
2ℓ⋅ 𝑦−𝑥

1.42286 59.2

10.1

2.32 x 108

1.43 x 108

38.0

84.2

6.22

/2.32 x 108

×



II. Résultats



Limites

Thm. (Shen, 2002; Fribergh, 2013)
• Pour 𝑑 ≥ 2, 

lim
𝑡→∞

𝑋𝑡

𝑡
= 𝑣 , ℙ − p. s;

𝑣 = 0 si 𝐄 𝑐∗
𝜔 = ∞ et 𝑣 ⋅ ෠ℓ > 0 sinon.

• Si il existe 𝛾 < 1 t.q. log 𝐏{𝑐∗
𝜔 ≥ 𝑡} ∼ −𝛾 log 𝑡 

pour 𝑡 → ∞,

lim
𝑡→∞

log 𝑋𝑡 ⋅ ෠ℓ

log 𝑡
= 𝛾 , ℙ − p. s.

Thm. (Fribergh & Kious, 2018)
Pour 𝑑 ≥ 2, il existe un vecteur unitaire ො𝑢 avec 

ො𝑢 ⋅ ෠ℓ > 0 et une constante 𝐶 > 0 tels que, pour 
tout 𝑇 ∈ ℝ+,

𝑋 𝑁 𝑡

𝑡𝛾/𝐿(𝑡)
0≤𝑡≤𝑇

→ 𝐶 𝒵𝛾 𝑡  ො𝑢
0≤𝑡≤𝑇

où 𝒵𝛾 est l’inverse d’un subordinateur stable 

d’indice 𝛾.



III. Le théorème de vieillissement.



Vieillissement

Thm. (Davignon, 2023)
Pour 𝛾 ∈ (0,1), ℎ > 1, on a

lim
𝑡→∞

ℙ 𝑋ℎ𝑡 − 𝑋𝑡 ≤ 1 =
sin 𝜋𝛾 

𝜋
න

0

1/ℎ

𝑥 𝛾−1 1 − 𝑥 −𝛾𝑑𝑥

• Conjecture de Fribergh & Kious (2018)
• Utilise un parallèle avec le modèle de Bouchaud.
• Utilise les temps de régénération.

• Borne constante (!) pour 𝑋𝑡 − 𝑋 ℎ𝑡  dans la proba.

𝑋𝑡 𝑋ℎ 𝑡

𝑡

𝑋𝑡 ⋅ ෠ℓ



Les temps de régénération

𝜏𝑖
L'𝑖ème temps de regénération

Séparent l’environnement 
en portions indépendantes.

Si 𝑡 < 𝜏𝑖

𝑋𝑡 ⋅ ෠ℓ < 𝑋𝜏𝑖
⋅ ෠ℓ 

Si 𝑡 > 𝜏𝑖

𝑋𝑡 ⋅ ෠ℓ > 𝑋𝜏𝑖
⋅ ෠ℓ 

On termine une période de 
régénération par deux pas 
dans le sens du biais.

Suite de temps aléatoires 
croissante

𝜏𝑖 𝑖≥1



𝜏𝑖−1 𝜏𝑖

𝒯𝑖 = 𝜏𝑖 − 𝜏𝑖−1
Durée de la ième régénération

𝑋𝑡 𝜏𝑖−1≤𝑡<𝜏𝑖

Les segments du processus correspondant 
à chaque période de régénération sont i.i.d. 
à condition que 0 soit un temps de 
régénération.

ഥℙ

Mesure « sachant que 0 est 
un temps de regénération »

ième période de 
régénération

Les 𝑋𝑡 𝜏𝑖−1≤𝑡<𝜏𝑖
 sont i.i.d. sous ഥℙ

𝑋𝑡 ⋅ ෠ℓ



𝑐∗
𝜔(𝑒)

106

𝐿𝑇𝑖 𝑡𝛼 = 
La plus grande arête rencontrée 
entre 𝜏𝑖−1 (incl.) et 𝜏𝑖 a 𝑐∗

𝜔 > 𝑡𝛼{ }

1 1

1

1

1 1

𝑂𝐿𝑇𝑖 𝑡𝛼 , 𝑡𝛼𝛿 = 𝐿𝑇𝑖 𝑡𝛼 ∩
Toutes les autres 

arêtes ont 𝑐∗
𝜔 ≤ 𝑡𝛼𝛿{ }

On rencontre un « grand piège » à l’ième 
régénration si :

0 ≪ 𝛼 < 1 Ordre de grandeur pour les grands pièges.

0 < 𝛿 < 1 Ordre de grandeur pour les moyens pièges.

Ce grand piège est unique si :

ഥℙ 𝐿𝑇 𝑡𝛼 ≍ 𝐿 𝑡𝛼 𝑡−𝛾𝛼

ഥℙ 𝑂𝐿𝑇 𝑡𝛼, 𝑡𝛼𝛿  | 𝐿𝑇 𝑡𝛼 = 1 − 𝑂(𝑡−𝛼𝜂)



Prop. 1. La probabilité que les temps 𝑡 et 
ℎ𝑡 surviennent durant la même régénération 
tend vers une loi de l’arcsinus :

ℙ ∃𝑖 ∶  𝜏𝑖−1 ≤ 𝑡 < ℎ𝑡 < 𝜏𝑖 → 𝐴𝑆𝐼𝑁𝛾(1/ℎ) 

𝑡 ℎ𝑡
𝛿1 = min 𝑖 ≥ 0: 𝐿𝑇𝑖 ;  𝛿𝑖+1 = min 𝑗 > 𝛿𝑖: 𝐿𝑇𝑗

Les régénérations qui ont des grands pièges.

𝑙 𝑡 = max {𝑖 ∶ 𝜏𝛿𝑖−1 ≤ 𝑡} 

La dernière des grandes régénérations à 
commencer avant 𝑡

Il suffira de montrer :

⇒  𝜏𝛿𝑙 𝑡 −1 ≤ 𝑡 < ℎ𝑡

ℙ 𝑙 ℎ𝑡 = 𝑙 𝑡 = ℙ ℎ𝑡 < 𝜏𝛿𝑙 𝑡
→ 𝐴𝑆𝐼𝑁𝛾(1/ℎ)

Idée de preuve : 𝜏𝛿𝑖
= ෍

𝑗=1

𝑖

𝒯𝛿𝑖
 + 𝑜(𝑡)

𝒯𝛿𝑖
 i. i. d. suivent une loi de puissance

⇒ Même argument que 
Bouchaud



Considérations d’échelles.

𝛿𝑙 𝑡 ≪ 𝑡𝛾+𝜁

Puisqu’on doit avoir 𝜏𝛿𝑙 𝑡 −1 ≤ 𝑡 et 𝜏𝛿𝑙 𝑡 +1
> 𝑡

𝜏𝑛

Inv 𝑛
→ 𝐶 𝒮𝛾

n
1−r

𝛾 ≪ Inv 𝑛 = inf 𝑢: 𝐏 𝑐∗
𝜔 > 𝑢 <

1

𝑛
≪ 𝑛

1+𝑟
𝛾

𝛿𝑙 𝑡 +1 ≫ 𝑡𝛾−𝜁

𝑙 𝑡 ≪ 𝑡𝛾 1−𝛼 +𝜁

Parce que 
𝛿𝑖 − 𝛿𝑖−1 ∼ 𝐺é𝑜𝑚  𝐏 𝑐∗

𝜔 > 𝑡𝛼 ≍ 𝐿 𝑡𝛼 𝑡−𝛼𝛾

𝑡𝛼

𝑡

Grands pièges

𝑡𝛾 𝛿𝑙 𝑡

𝑙(𝑡)𝑡𝛾(1−𝛼)

𝑡𝛾𝛼 𝛿𝑖 − 𝛿𝑖−1
𝑡𝛼𝛿« moyens » pièges

𝜏𝛿𝑙 𝑡 −1, 𝜏𝛿𝑙 𝑡

1

Arguments par borne d’union : (e.g.)

ℙ 𝐴𝛿𝑙 𝑡
≤ ෍

𝑖=1

𝑡𝛾+𝜁

ℙ 𝐴𝑖 + 𝑜(1)



Anatomie d’une régénération 𝑂𝐿𝑇𝑖(𝑡𝛼, 𝑡𝛿𝛼)

𝜏𝑖−1 𝜏𝑖−1

𝑇
𝑒𝑖

𝑡𝛼

𝔗𝑡𝛼
𝑖

𝒯𝑖

Temps sur les sommets 
de la grosse arête

Temps d’atteinte de 
la grosse arête

Durée totale de la régénération

𝔗𝑡𝛼𝟏 𝑂𝐿𝑇 𝑡𝛼 , 𝑡𝛼𝛿  

 → 𝑐∗
max  𝑊∞𝟏 𝑐∗

max  > 𝑡𝛼

Avec un certain couplage ℙ∞, on a (en 
distribution)

𝔗𝑡𝛼
𝑖

𝟏 𝑂𝐿𝑇𝑖 𝑡𝛼 , 𝑡𝛼𝛿 − 𝒯𝑖

𝑡
→ 0

À l’échelle du temps 𝑡, le temps 
passé sur le grand piège approxime 
bien la durée de la régénération

ℙ
𝒯𝛿𝑖

𝑡
> 𝑢 ∼

𝐶1𝔼∞ 𝑊∞
𝛾

𝐿 𝑡 𝑡−𝛾

ℙ∞ 𝑐∗
max  > 𝑡𝛼 𝑢−𝛾

On peut donc estimer la distribution des 𝒯𝛿𝑖

𝑐∗
max  ⊥ 𝑊∞ et on connaît les queues des deux.

(Fribergh & Kious)

𝑋𝑡 ⋅ ෠ℓ



Prop. 2. Pour 𝛼′ ∈ (𝛼, 1), 

• L’événement 𝑂𝐿𝑇𝛿𝑙 𝑡  (𝑡𝛼′
, 𝑡𝛼𝛿  ) se 

produit avec probabilité → 1.

• 𝑋𝑡 est sur la 𝑡𝛼′
-grosse arête avec 

proba. → 1.

ℙ 𝑂𝐿𝑇𝛿𝑙 𝑡 𝑡𝛼′
, 𝑡𝛼𝛿 ; 𝑋𝑡 ∈ 𝑒

𝛿𝑙 𝑡

𝑡𝛼′

→ 1

𝑐∗
𝜔(𝑒)



Le paradoxe de l’inspecteur.

ℙ 𝑂𝐿𝑇𝛿𝑙 𝑡 𝑡𝛼, 𝑡𝛼𝛿 → 1

On utilise une borne d’union.

ഥℙ 𝑂𝐿𝑇 𝑡𝛼, 𝑡𝛼𝛿  | 𝐿𝑇 𝑡𝛼 = 1 − 𝑂(𝑡−𝛼𝜂)

⇒ 𝛼 >
𝛾

𝛾 + 𝜂

On montre que l’arête est 
probablement plus grosse car 
le temps passé dans le piège 
est ∼ 𝑡.

ℙ 𝑂𝐿𝑇𝛿𝑙 𝑡 𝑡𝛼′
, 𝑡𝛼𝛿 → 1

𝛼′ ∈ (𝛼, 1)



On est arrivés?

𝑇𝑒
Temps d’atteinte de 
la grosse arête

𝒯𝛿𝑙 𝑡

≥𝑡𝛼′
Temps passé sur des 

arêtes 𝑐∗
𝜔 > 𝑡𝛼′

𝒯𝛿𝑙 𝑡  

Durée totale de la régénération

𝒯𝛿𝑙 𝑡

<𝑡𝛼𝛿 Temps passé sur des 

arêtes 𝑐∗
𝜔 < 𝑡𝛼𝛿+

𝒯𝛿𝑙 𝑡

Lem. Le temps passé hors des grosses arêtes 
durant la période de régénération 𝛿𝑙 𝑡  est 
négligeable p.r. à 𝑡. Il existe 𝜖 > 0 t.q.

𝒯𝛿𝑙 𝑡

<𝑡𝛼𝛿
≪ 𝑡1−𝜖 ≪ 𝑡

Donc 𝑇𝑒 − 𝜏𝛿𝑙 𝑡 −1 ≤ 𝒯𝛿𝑙 𝑡

<𝑡𝛼𝛿
≪ 𝑡1−𝜖

Si 𝑡 < 𝑇𝑒 alors

𝑡 − 𝜏𝛿𝑙 𝑡 −1 < 𝑇𝑒 − 𝜏𝛿𝑙 𝑡 −1

Mais 𝑡 − 𝜏𝛿𝑙 𝑡 −1 ≍ 𝑡.

⇒  ℙ 𝑂𝐿𝑇𝛿𝑙 𝑡 𝑡𝛼′
, 𝑡𝛿𝛼 ;  𝑇𝑒 < 𝑡 → 1

𝑋𝑡 ⋅ ෠ℓ



Une contradiction pour la probabilité de sortir de la grosse arête.

Si on suppose que c’est 
probable de faire :

Alors c’est aussi assez 
probable de faire :

𝑇𝑒 𝑇𝑒 + 𝑘

𝑇𝑒 𝑇𝑒 + 𝑘 + 2

𝑃𝜔 𝑋𝑇𝑒+𝑘 ∉ 𝑒 = 𝑝

𝑃𝜔 𝑋𝑇𝑒+𝑘+2 ∉ 𝑒 ≥ 𝑝 ×
109

109 + 6

2



Une contradiction pour la probabilité de sortir de la grosse arête.

𝑇𝑒

…
2𝑗

𝑝 𝑒−, 𝑒+ 𝑝 𝑒+, 𝑒− 𝑗
≥ 1 − 𝐶𝑡𝑛

− 𝛼′−𝛼𝛿
2𝑗

ℙ 𝑋𝑇𝑒+𝑘 ∉ 𝑒 ≥ 𝜂 𝑡𝑛
−𝛾 1−𝛼 −𝜁

On suppose :

ℙ 𝑋𝑇𝑒+𝑘+2𝑗 ∉ 𝑒 ≥
1

2
𝜂𝑡𝑛

−𝛾 1−𝛼 −𝜁

⇒

0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡𝑛
𝛼′−𝛼𝛿

Donc l’espérance du temps passé en 
dehors de 𝑒 est bornée inférieurement par 

𝔼 𝒯<𝑡𝛼𝛿
≥

1

3
𝜂 𝑡𝑛

𝛼′−𝛼𝛿−𝛾 1−𝛼 −𝜁

Mais le temps passé en dehors des grosses 
arêtes est borné supérieurement par

𝔼 𝒯<𝑡𝛼𝛿
≤ 𝑡𝑛

1−𝜖

En choisissant les exposants avec 
précautions, on obtient une contradiction. ⇒  ℙ 𝑂𝐿𝑇; 𝑇𝑒 < 𝑡; 𝑋𝑡 ∉ 𝑒 = 𝑜(𝑡−𝛾 1−𝛼 −𝜁)



Précautions dans les choix des exposants

𝛼′ > 𝛼𝛼

𝛿

𝜖

𝛼′



Merci!
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Appendices



A. D’autres modèles reliés



Autres modèles reliés

Shen (2003) :
La distribution de 𝑐∗

𝜔 supportée sur 
un compact 1/𝐾, 𝐾 ;
Marche elliptique, limite 
Brownienne 

Lawler (1992) :
Une MAMA dans ℤ𝑑 qui converge 
vers un Brownien.

Barlow & Černý (2009) :
Une MAMA dans ℤ𝑑 sur des conductances en 
loi de puissance, sans biais. Limite : Fractional 
Kinetics.



B. MAMA 𝛽iaisée sur l’arbre de 
Bienaymé conditionné à survivre.



Une racine ø …

L’arbre de Bienaymé



… a un nombre aléatoire 𝜉ø 
d’enfants 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … 

𝜉ø = 2

ø



… qui ont chacun un nombre 
aléatoire 𝜉𝑦𝑖

∼
𝑑

𝜉ø d’enfants … 

𝜉𝑦1
= 3; 𝜉𝑦2

= 2

𝑦1

𝑦2



… etc. Le nombre d’individus à 
la 𝑛ième génération est 

𝑍𝑛 = σ𝑖=1
𝑍𝑛−1 𝜉𝑥𝑖

.

𝑍3 = 8



𝐏 𝑍𝑛 → 0 = 𝑞 < 1

Thm. Si 𝑚 = 𝐄 𝜉 > 1,
L’arbre survit avec 
probabilité 1 − 𝑞 = ത𝑞

𝐏∞  ⋅ = 𝐏 ⋅ 𝑍𝑛 → ∞}

Conditionné à survivre



𝑐𝜔  ശ𝑥, 𝑥 = 𝛽 ശ𝑥

Pour tout 𝑥, la conductance de 
l’arête qui le rattache à son 

parent ശ𝑥 est 

𝜋𝜔 𝑥 = 𝛽 ശ𝑥 (1 + 𝛽𝜉𝑥)

𝑝𝜔 𝑥, ശ𝑥 =
1

1 + 𝜉𝑥𝛽
;

𝑝𝜔 𝑥, 𝑦𝑖 =
𝛽

1 + 𝜉𝑥𝛽
où les 𝑦𝑖 sont les enfants de 𝑥.

Les probabilités de 
transition sont données par

Conductances

𝛽 = 8/5



Sous 𝐏∞ on peut 
décomposer 

l’arbre en une 
épine dorsale 

infinie 
et des branches 
qui sont des sous-
arbres finis.

ഥ𝐏  ⋅ = 𝐏  ⋅ 𝑍𝑛 → 0}

Les branches ont la 
même distribution que 
l’arbre sous  

Décomposition





Thm. (Lyons, 1992)
Si 𝜇 = 𝐄 𝜉 > 1,

• Si 𝛽 < 1/𝜇, récurrent p.s.
• Si 𝛽 = 1/𝜇, récurrent positif p.s.
• Si 𝛽 > 1/𝜇, transient p.s.

Thm. (Lyons, Peres, Pemantle, 1996)
Si 𝜇 = 𝐄 𝜉 > 1, 𝜓 f. g. prob. de 𝜉,

lim
𝑡→∞

𝑋𝑡

𝑡
= 𝑣 𝛽, 𝜓  p. s.

• Si 𝜓 0 = 0, 𝑣 > 0;

• Si 𝜓 0 > 0,
1

𝜇
< 𝛽 <

1

𝜓′ 𝑞
, 𝑣 > 0;  

• Si 1 < 𝛽𝑐 =
1

𝜓′ 𝑞
< 𝛽, 

 𝑣 = 0.

Si 𝛽𝑐 < 𝛽, les 
branches sont des 
pièges.

Récurrence/transience



𝛽 > 𝛽𝑐 =
1

𝜓′ 𝑞

𝐻𝜔

Hauteur de la 
branche 

ഥ𝐏 𝐻𝜔 ≥ 𝑛 ∼ 𝐶𝛽𝑐
−𝑛

𝑇ø
+ ≈ 𝛽𝐻𝜔

Temps de retour (trempé) à 
la racine de la branche

ഥℙø 𝑇ø
+ ≥ 𝑢 ∼ 𝐶′𝑢−𝛾

𝛾 =
log 𝛽𝑐

log 𝛽
< 1

Pièges



Distance à la racine en fonction du temps

𝜓 𝑠 =
1

4
1 + 𝑠 + 𝑠2 + 𝑠3 ; 𝛽 = 5;



Thm. (Ben Arous, et al., 2012)
Les limites d’échelle n’existent pas!

𝐻𝜔 ∈ ℕ
La distribution de 𝐻 
est arithmétique

𝑄 𝑥 = ഥ𝐏{𝛽𝐻𝜔
≥ 𝑥}

n’est pas à variation régulière

Thm. (Ben Arous et al., 2012)
Les distributions pour 𝑋𝑡/𝑡𝛼 
sont tendues.

log |𝑋𝑡|

log 𝑡
→ 𝛾 p. s.



C. Distributions stables; fonctions à 
variation régulière



Distributions stables

La distribution marginale 𝒟 des 𝑋𝑖 
(i.i.d.) est stable si

σ𝑖=1
𝑘 𝑋𝑖 − 𝑏𝑘

𝑎𝑘
∼ 𝑋1

pour certaines suites 𝑎𝑘 et 𝑏𝑘.

𝒮(𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝑐)

La famille des distributions stables

est caractérisée par 4 paramètres. Sa 
fonction caractéristique est

𝜙 𝑡 = 𝔼 𝑒𝑖 𝑡 𝒮 𝛼,𝛽,𝜇,𝑐

 = 𝑒𝑖𝑡𝜇− 𝑐𝑡 𝛼 1+𝑖𝛽𝐻 𝑡,𝛼

𝐻 𝑡, 𝛼 =
tan

𝜋𝛼

2
 si 𝛼 ≠ 1

−
2

𝜋
log 𝑡  si 𝛼 = 1



𝛼 et 𝛽

contrôle les queues.
Lois de puissance pour 𝛼 <  2.

𝛼 ∈ (0, 2]
contrôle le biais à gauche ou à droite.

symétrique si 𝛽 =  0.

𝛽 ∈ [−1, 1]



𝛼 = 2, 𝛽 = 0

Distributions normales

𝛼 = 1, 𝛽 = 0

Distributions de Cauchy!

𝛼 et 𝛽



𝜇 et 𝑐

paramètre de translation

𝜇 ∈ ℝ
paramètre d’échelle

𝑐 > 0



Thm. Si 𝒟 est une distribution 

avec f. de rép. 𝐹, f. de survie 𝐹 et 

De plus, on suppose
• 𝑋𝑖 i.i.d. ∼ 𝒟
• 𝑆𝑛  =  σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖

• 𝐿 𝑥  var. lente. *

• lim
𝑥→∞

𝐹(𝑥)/𝑄(𝑥) existe

alors...

𝑎𝑛 = inf 𝑥 ∈ 𝑅+ ∶ 𝑄 𝑥 < 𝑛−1 =: Inv𝑄 𝑛 ;

𝑏𝑛 = 𝑛 න
0

𝑎𝑛

𝑥 𝑑𝑄(𝑥)

𝑆𝑛 − 𝑏𝑛

𝑎𝑛
→ 𝒮(𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝑐)

⇒

𝑄 𝑥 = ℙ 𝑋 > 𝑥 ∼ 𝐶 𝐿 𝑥 𝑥−𝛼



* Fonctions à variation régulière

lim
𝑥→∞

𝑓 𝑡𝑥

𝑓 𝑥
= 𝑡𝛾

𝑓 est à variation régulière 
d’exposant 𝛾 ∈ ℝ si

lim
𝑥→∞

𝑓 𝑡𝑥

𝑓 𝑥
= 1

𝑓 est à variation lente si 𝛾 = 0

Thm. Si 𝑓 est à variation 
régulière d’exposant 𝛾, alors 
𝑓(𝑥)/𝑥𝛾 est à variation lente.

…



Processus stables (de Lévy)

𝒴𝑡 𝑡≥0

• 𝒴0  =  0;
• 𝑡 ↦  𝒴𝑡 càdlàg.
• Incréments indépendants; homogènes.

• 𝛼-stable si 𝒴𝑡 ∼  𝑡1/𝛼 𝒮(𝛼, … )

Exemple d’une réalisation d’un processus 
𝛼-stable symétrique avec 𝛼 =  1,8

Généralise le processus de Wiener.



Subordinateurs 𝛼-stables

𝒴𝑡 𝑡≥0

• Processus 𝛼-stable

• 0 < 𝒴𝑡 ∼  𝑡1/𝛼 𝒮(𝛼, 𝛽 = 1, … ) 

Exemple d’une réalisation d’un 
subordinateur 𝛼-stable avec 𝛼 = 0,5



Limites d’échelles 𝛼-stables

Thm. Soit 𝒟 est une distribution 
supportée sur 0, +∞  avec f. de 

survie 𝐹 et 
ത𝐹 𝑥 ∼ 𝐶𝑥−𝛼 , 𝛼 ∈ (0, 2)

avec 
• 𝑋𝑖 i.i.d. ∼ 𝒟
• 𝑆𝑛  =  σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖

• Si 𝛼 < 1,

𝑆𝑡
(𝑁)

= 𝑁−1/𝛼 𝑆 𝑁 𝑡

• Si 𝛼 > 1,

𝑆𝑡
𝑁

= 𝑁−1/𝛼 (𝑆 𝑁𝑡 − 𝜇𝑁𝑡)

où 𝜇 = 0׬

∞
𝑥 𝑑𝐹(𝑥)

𝑆𝑡
𝑁

0≤𝑡≤𝑀
→ 𝒴𝑡 0≤𝑡≤𝑀

en distribution 
dans la topologie de Skorokhod pour les fonctions càdlàg sur 

l’intervalle [0, 𝑀].



si 𝜇 = 𝔼 𝑈𝑖 < ∞ et 𝜎2 = 𝕍ar[𝑈𝑖] < ∞Pour Bouchaud

pour 𝜏 ∼  𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎
1

2
,

1

2
.

 𝑇 𝑁𝑡 − 𝜇𝑁𝑡

𝜎 𝑁 0≤𝑡≤𝑀

→ 𝒲𝑡 0≤𝑡≤𝑀

𝑋𝑁𝑡 − 𝑣 𝑁 𝑡

𝜎𝑣3/2 𝑁 0≤𝑡≤𝑀

→ 𝒲𝑡 0≤𝑡≤𝑀

en distribution dans la topologie de Skorokhod.



si ℙ 𝑈 > 𝑥 ∼ 𝐶 𝑥−𝛾

pour 𝜏 ∼ 𝑃𝑎𝑟𝑒𝑡𝑜 𝑎 = 1, 𝛾 = 3/2 .

𝜇 =  𝔼 𝑈 < ∞ 𝔼 𝑈2 = ∞

𝛾 ∈ (1, 2)

 𝑇 𝑁𝑡 − 𝜇𝑁𝑡

𝑁1/𝛾
0≤𝑡≤𝑀

→ 𝒴𝑡 0≤𝑡≤𝑀

𝑋𝑁𝑡 − 𝑣 𝑁 𝑡

𝑁1/𝛾
0≤𝑡≤𝑀

→ −𝑣1+1/𝛾𝒴𝑡 0≤𝑡≤𝑀

en distribution dans la topologie de Skorokhod.

𝒴 ∼ subordinateur 𝛾-stable



pour 𝜏 ∼ 𝑃𝑎𝑟𝑒𝑡𝑜 𝑎 = 1, 𝛾 = 1/2 .

si ℙ 𝑈 > 𝑥 ∼ 𝐶 𝑥−𝛾 𝔼 𝑈 = ∞ 𝔼 𝑈2 = ∞

𝛾 ∈ (0, 1)

 𝑇 𝑁𝑡

𝑁1/𝛾
0≤𝑡≤𝑀

→ 𝒴𝑡 0≤𝑡≤𝑀

𝑋𝑁𝑡

𝑁𝛾
0≤𝑡≤𝑀

→ 𝒵𝑡 0≤𝑡≤𝑀

en distribution dans la topologie de Skorokhod.

𝒴 ∼ subordinateur 𝛾-stable;

𝒵 ∼ inverse d’un subordinateur 𝛾-stable;

en distribution dans la topologie uniforme.



D. Vieillissement et loi de l’arc-siuns



Loi de l’arc-sinus

𝑦

𝑇𝑦

𝒴𝑇𝑦

𝒴𝑇𝑦
−

Temps d’atteinte du niveau 𝑦.

Thm. Si 𝒴 est un subordinateur 𝛼-stable, 
𝛼 < 1,

ℙ
𝒴𝑇𝑦

−

𝑦
≤ 𝑢 = ASIN𝛼(𝑢)

avec 

ASINα 𝑢 =
sin 𝜋𝛼

𝜋
න

0

𝑢

𝑥𝛼−1 1 − 𝑥 −𝛼𝑑𝑥



𝑇𝑋𝑡
𝑇𝑋𝑡+1

𝑋𝑡

𝑋𝑡 − 1

𝑋𝑡 + 1

𝑡

Pour Bouchaud Thm. Si ℙ 𝑈 > 𝑥 ∼ 𝐶𝑥−𝛾, 𝛾 < 1, 𝑢 ∈ [0,1]

ℙ
𝑇𝑋𝑡

𝑡
≤ 𝑢 → ASIN𝛾(𝑢)

f. de rép. limite pour 𝑇𝑋𝑡
/𝑡 si 𝛾 = 1/2.



𝑇𝑋ℎ𝑡
𝑇𝑋ℎ𝑡+1

𝑋ℎ𝑡

𝑋ℎ𝑡 − 1

𝑋ℎ𝑡 + 1

𝑡

Pour Bouchaud Si ℙ 𝑈 > 𝑥 ∼ 𝐶𝑥−𝛾, 𝛾 < 1, ℎ ≥ 1

ℙ 𝑋𝑡 = 𝑋ℎ𝑡 → ASIN𝛾(1/ℎ)

lim
t

 ℙ{𝑋𝑡 = 𝑋ℎ𝑡} si 𝛾 = 1/2.

ℎ𝑡

vieillissement



𝑇𝑋𝑡
𝑇𝑋𝑡+1

𝑋𝑡

𝑋𝑡 − 1

𝑋𝑡 + 1

𝑡

𝐴𝑡
Âge du renouvellement 

courant

En termes de renouvellements Thm. Si ℙ 𝑈 > 𝑥 ∼ 𝐶𝑥−𝛾, 𝛾 < 1, 𝑢 ∈ [0,1]

ℙ
𝐴𝑡

𝑡
≥ 𝑢 → ASIN𝛾(1 − u)

F. de survie limite pour 𝐴𝑡/𝑡 si 𝛾 = 1/2.



ℙ
𝐴𝑡

𝑡
≥ 𝑢 → ASIN𝛾(1 − u)

F. de survie limite pour 𝐴𝑡/𝑡 si 𝛾 = 1/2.

Vieillissement

𝐴𝑡

𝑡
converge en distribution quand 𝑡 → ∞

Thm. Si ℙ 𝑈 > 𝑥 ∼ 𝐶𝑥−𝛾, 𝛾 < 1, 𝑢 ∈ [0,1]En termes de renouvellements



E. Exemple de simulation
Paramètres :

ℓ = (1, 0)𝑷 𝑐∗
𝜔 𝑒 > 𝑢 = 𝑢−1/2𝑑 = 2



La marche aléatoire



La marche aléatoire

𝑡



Le graphe découvert par la marche 
aléatoire

𝑐∗
𝜔(𝑒)



Fréquences des conductances dans le graphe

c∗
𝜔(𝑒)



Un piège

c∗
𝜔(𝑒)



Les grands pièges (𝑐∗
𝜔 𝑒 > 105)

𝑐∗
𝜔(𝑒)



La marche aléatoire

𝑡



𝑡

La progression dans le sens du 𝛽iais …



𝑡

La progression dans le sens du 𝛽iais …



… pour 1 million de pas

𝑡
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