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il

RESUME ET MOTS CLES

RESUME

Ce mémoire présente la construction, faite par John Horton Conway en 1968, de trois
groupes simples sporadiques. Tout le matériel est basé sur I’article original de Conway (voir

[Conway]).

Tout commence avec le réseau de Leech. Ce réseau, qu’on dénote par A, se situe dans
R?*. On s’intéresse au groupe de symétrie de A qui fixe 1’origine. Ce groupe sera dénoté par
-0. On donne d’abord une définition de /A différente de celle donnée par Leech (Chapitre 3).
Cette définition nécessite 1’existence d’un systeme de Steiner de type S(5,8,24) (Chapitre
1). Le groupe d’automorphismes de ce systeme est le groupe de Mathieu My4 (Chapitre 2).
Les propriétés de S(5,8,24) et de son groupe d’automorphismes nous aiderons a calculer

I’ordre de -0 (Chapitre 4).

Avec cet ordre, ainsi qu’avec la connaissance de deux éléments explicites de Mo4, on
peut démontrer la simplicité de trois groupes reliés a -0 : le quotient de -0 par son centre, que
nous dénoterons par -1, le stabilisateur dans -1 d’un vecteur de A a distance 4v/2 de I’origine

et le stabilisateur dans -1 d’un vecteur de A a distance 41/3 de I’origine (Chapitre 5).

MoTts CLES

Systemes de Steiner de type S(5,8,24), Groupes de Mathieu, Réseau de Leech, Groupes

de Conway, Groupes simples sporadiques.
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ABSTRACT AND KEY WORDS

ABSTRACT

This memoir present the discovery, by John Horton Conway in 1968, of three sporadic

simple groups. All the material is based on the article of Conway (see [Conway]).

This story begins with the Leech lattice. This lattice, that we denote by A, lives in R?*.
We will be interested by the symmetry group of A that fixes the origin. This group will
be denoted by -0. We first give a definition of A , different from the one given by Leech
(Chapter 3). This definition requires the existence of a Steiner system of type S(5,8,24)
(Chapter 1). The automorphism group of this system is the Mathieu group M4 (Chapter 2).
The properties of S(5,8,24) and of its automorphism group will help us to compute the order
of -0 (Chapter 4).

With this order, and with the knowledge of two special elements of M,4, we can show
the simplicity of three groups related to -0 : the quotient of -0 by its center, we will denote
it by -1, the stabilizer in -1 of a vector in A which has distance 4+/2 to the origin and the

stabilizer in -1 of a vector in A which has distance 41/3 to the origin (Chapter 5).

KEY WORDS

Steiner System of type S(5,8,24), Mathieu groups, Leech lattice, Conway groups, spo-

radic simple groups.
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INTRODUCTION

Un des plus gros accomplissements des mathématiques, lors du XX¢ siecle, est sans nul

doute la classification des groupes simples finis. Ce théoréme s’énonce comme suit :

Soit G un groupe simple fini (un groupe ne possédant aucun sous-groupe

normal propre). Alors G est isomorphe a un des groupes suivants :

1) un groupe cyclique d’ordre premier ou un groupe alterné avec n > 5;
ii) un groupe de type de Lie;

iii) un des 26 groupes sporadiques (qui ne font pas parti des groupes en i) et
ii)).
Pour arriver a énoncer ce théoreme, il a d’abord fallu découvrir tous les groupes simples
finis. Ce périple débuta en 1861 lorsqu’Emile Mathieu découvrit cinq groupes simples spo-
radiques. A cette époque, on connaissait déja, grice a Galois, la simplicité de A, pour n > 5.
Dans la premiére moitié du XX€, on découvrit toutes les familles infinies de groupes simples

(An pour n > 5 est un exemple de famille infinie de groupe simples). Entre les années 1965

et 1981, on découvrit un total de 21 groupes simples sporadiques.

On conjectura par la suite qu’il n’existait pas d’autre groupes simples que ceux qui
avaient été trouvés. Cette conjecture est devenu le théoreme de la classification des groupes
simples finis. En 1985, on annonga que le Théoréeme avait été démontré. Cependant, on
s’apercu par apres que la preuve n’était pas complete. L’ouvrage récent de M. Aschbacher

et S.D. Smith devrait la compléter.

En comptant tous les écrits relatifs a cet édifice des mathématiques, on obtient environ

10 000 pages d’articles, de livres, etc !
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Ce mémoire présente une incursion dans cette gigantesque oeuvre en expliquant la construc-

tion des groupes simples de John H. Conway en 1968. Tout commenca avec John Leech
qui s’intéressa au probleme d’empilement de spheres en plusieurs dimensions. Ce probléme
consiste a placer des boules de méme dimension dans R", avec au plus un point d’intersection
entre deux boules données, qui occupent le plus d’espace possible. Il découvra, en 1965, un
réseau dans R?*. Lorsqu’on placait une boule, de rayon approprié, centrée en chaque point de
ce réseau, cela donnait un empilement qui occupait une grande proportion de R?*. Conway
s’intéressa au groupe de symétrie de ce réseau. Il calcula son ordre et démontra grace a ceci

la simplicité de trois nouveaux groupes sporadiques.

On trouve une vaste littérature concernant les groupes de Conway. Plusieurs de ces écrits
utilisent des outils avancés en théorie des groupes. Cet ouvrage, par contre, ne fait appel
qu’a des méthodes élémentaires. Ce mémoire donne la totalité des arguments trouvés dans

I’article original de Conway (voir [Conway]).

Le premier chapitre présente une généralisation des plans projectifs, les systemes de
Steiner. Une attention particuliere est accordée au systeme S(5,8,24). Celui-ci permettra,
d’abord, de donner une définition plus pratique du réseau de Leech et ensuite aidera a calcu-

ler I’ordre de son groupe de symétrie.

Le chapitre deux porte sur les groupes de Mathieu, plus précisément sur le groupe Mo4.
Deux propriétés importantes de celui-ci sont démontrées : sa 5-transitivité ainsi que le fait
qu’il est isomorphe au groupe d’automorphismes du systeme de Steiner S(5,8,24). Cette
derniere information est nécessaire pour le calcul de I’ordre du groupe de symétrie du réseau

de Leech.

Le chapitre trois expose la définition du réseau de Leech en utilisant les résultats sur le
systeéme de Steiner S(5,8,24). Le but principal, ici, est de trouver un ensemble de générateurs

facilitant le travail avec le réseau de Leech.

Le quatricme chapitre utilise tous ce qui précede pour calculer I’ordre de -0, le groupe

de symétrie du réseau de Leech.
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Notons que ces quatre premiers chapitres servent presque qu’exclusivement au calcul de

I’ordre de 0.

Enfin, le dernier chapitre utilise 1’ordre de -0, ainsi que la présence de deux éléments

particulier dans My4, pour démontrer la simplicité des groupes -1, -2 et -3 reliés a -0.



Chapitre 1

SYSTEMES DE STEINER

§1. INTRODUCTION

Les systemes de Steiner sont des généralisations des plans projectifs (on peut voir [Doyen]).
Dans la premiere section, on expose les définitions de base. Les sections suivantes seront al-
louées au systeme de Steiner S(5,8,24). Les propriétés de ce systéme seront essentielles

pour le reste de cet ouvrage.

§2. DEFINITIONS

Pour ce chapitre, ainsi que pour le reste de 1’ouvrage, I’ensemble Q := {0, 0,1,...,22}
sera vue comme la droite projective du corps 3. On verra, au Chapitre 2, la raison de
ce choix. Soit X un ensemble. Un g-ensemble de X désignera un sous-ensemble de X de
cardinalité€ q . De plus, Xy représentera I’ensemble des g-ensembles de X.

Définition 1.1. Soient p < g < r des entiers positifs. Un systeme de Steiner de type S(p,q,r)
est une paire ordonnée (X,.#), ou X est un ensemble de cardinalité r et % C Xq est tel que
chaque p-ensemble de X est inclus dans un unique élément de .%.

Exemple 1.2. Les plans projectifs sont des exemples de systeme de Steiner. En effet, chaque
paire de points doit étre incluse dans une unique ligne. Tous les plans projectifs sont des
systémes de Steiner de type S(2,t+ 1,t>+t+ 1) pour t > 2.

Exemple 1.3. Les systemes de Steiner de type S(1,q,r) sont, en fait, des partitions de I’en-
semble X en ensembles de cardinalité g. Les systémes de ce type existent si et seulement si
q divise r. Si on prend X = {1,2,...,6}, alors {{1,2}{3,4}{5,6}} et {{1,2,3},{4,5,6}}
sont respectivement des systémes de type S(1,2,6) et S(1,3,6).
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Remarque 1.4. Le dernier exemple souleve la problématique de I’existence d’un systéme de
type S(1,q,r). En général, on ne connait pas tous les paramétres (p,q,r) pour lesquels des
systémes de Steiner de type S(p,q,r) existent.

On termine cette section avec une définition qui sera nécessaire pour le prochain chapitre.
Definition 1.5. Soit (X,.o7) et (Y, %) deux systemes de Steiner. Un isomorphisme de systéme
de Steiner est une bijection f : X — Y telleque Ac & <— f(A) € A.Si (X,o) = (Y, AB)

alors f est appelé un automorphisme.

§3. LE SYSTEME S(5,8,24)

Dans cette section, on fait ressortir plusieurs propriétés propres a un systeme (Q,.%#)
de type S(5,8,24) . Ces propriétés vont nous permettre de trouver un ensemble de généra-
teurs du réseau de Leech et d’établir des résultats fondamentaux de son groupe de symétrie

(chapitre 3 et 4).

83.1. Le triangle des octades

On sait par définition que chaque 5-ensemble de Q est inclus dans un unique élément de
Z . Qu’en est-il pour un k-ensemble ot k £ 5 ? La réponse a cette question suit ainsi qu’une
généralisation.
Pour simplifier la notation, les constituants de .# seront appelés des octades.
Proposition 1.6. Soit Na le nombre d’octades contenant A C Q . Alors
(55
Na=1¢ (3¢
Ooul silAl>5

si|Al=k<5

PREUVE. (Si |A| =k < 5) Le nombre de 5-ensembles de Q contenant A est donné par
(%75). Chaque octade contient (3_¥) de ces 5-ensembles. Le nombre recherché est
donc

(24—k)
Ny — 5—k
N
5—k

(Si |A| =k > 5) L’ensemble A ne peut pas &tre inclus dans deux octades différentes par

définition de systeme de Steiner. Donc Npo =0 ou 1.
OJ
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Remarque 1.7. Si on impose que A doit étre inclus dans au moins une octade, alors Na ne
dépend que de la cardinalite de A. Par exemple, un 6-ensemble A de Q n’est pas nécessaire-
ment inclus dans une octade.
Définition 1.8. Soit A C B, alors on définit Ng o := [{O € #|ONB =A}|.

On aimerait construire une table formée des entrées Ng o pour 0 < |B| < 8,0 < |A| < B,
ou les Ng A ne dépendent que de la cardinalité de B et de A.

Proposition 1.9. Soit A C B C Q, on définit
B'=Bu{y},ouyeQ\B et A'=AuU{x},oluxeB\A,
Alors
i) x=y=Nga=Nga+Nsa
i) Nga= Z (—1)‘3\A‘Ng
ACSTB
et si B est inclus dans une octade alors Ng o ne dépend que de la cardinalité de B et de A et
donc le cas 1 s’applique méme si X # Y.
PREUVE. 1) En prenant la cardinalité des deux c6tés de I’équation suivante :
{0e Z|0ONB=A} = {0 Z|0ONB=Ax€0}U{0Oec F|0ONB=A, x¢Z 0}
= {0e Z|ONB' =A}lU{0Oe #|ONB' =A}
on obtient la conclusion.
ii) Posons X =y. On va procéder par induction sur |B\ A|. Si |B\ A| =0 alors B = A et
Nga=Npg=Np = (—1)|B\B|NB. Supposons que c’est vrai pour |B\ A| et montrons
pour |B"\ A|. D’apres la construction de B’ et A’, on a [B\ A| = |B’\ A’| et donc

(CDPMNs = 3 DTNy (PN
ACSTB ANCSTB

= Z(_l)|S\A|NS+ z (—1)SWI=INg
ACSCB ACSER

ACSCB/

= Npa —Np s par ’hypothese d’induction
= Npaparlecasl
Si B est inclus dans une octade, alors chaque S est aussi dans une octade et donc, par la
remarque 1.7, chaque Ng ne dépend que de la cardinalité de S. Avec la formule trouvée en 2,
on trouve directement que Np a ne dépend que de la cardinalité de B et A et ainsi 1 s’applique

méme si X # Y. 4
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A la position (i, j) de la table suivante, on retrouve la valeur de Ng  olt |B| =i, |A| = j
et ou on suppose que B est inclus dans une octade. Les nombres Na o = Na sont a la position
(], ]). Ils ont été calculés a la Proposition 1.6 et, grice a la Proposition 1.9, sont suffisants

pour construire la table.

Triangle des octades

0 I |2 (3]4|5/6|7|8
0 759
1 506 | 253
21330176 | 77
3210 | 120 | 56 | 21
41 130| 80 [40|16 |5
S| 78 | 52 |28]12]4 |1
6| 46 | 32 |20 8 |4|0]1
71 30|16 |16 4 |4[0]|0]1
8130 | 0 |16/ 0 (4(0/0|0|1

Pour la suite, nous utiliserons la notation N; j pour faire référence a I’entrée en position (i, j)

et Nj pour I’entrée en position (i,i).

§3.2. Le sous-espace ¢

On peut munir P(Q) (tous les sous-ensembles de Q) d’une somme :
A+B:=(A\B)U(B\A)

qu’on appelle la différence symétrique. L’intersection est distributive sur cette somme. Avec
cette opération P(Q) devient un groupe abélien et ainsi on peut le voir comme un espace
vectoriel sur le corps a deux éléments [F>. Dans cet espace, on s’intéresse au sous-espace
¢ =< .% > . Ce dernier servira a définir le réseau de Leech.

On aura besoin, au Chapitre 4, de connaitre la cardinalité de % . Pour ce faire, on dé-

montre que sa dimension sur le corps I est 12, auquel cas |%| = 212,



Proposition 1.10. % est de dimension au plus 12.

PREUVE. Considérons la forme bilinéaire suivante sur P(Q) :

PQ)xP(Q) — T,
(A,B) — |ANB| mod (2)

Cette forme est symétrique et non dégénérée.
On sait du triangle des octades que Vo, 0,c.# |01 N O2| = 0mod(2) (la 8¢ ligne nous dit
que deux octades s’intersectent en 0, 2, 4 ou 8 points). Donc, comme .# engendre %, on

obtient Vx ycx [XNY | = 0mod(2), c’est-a-dire
€ CE={X € P(Q)|Vyex XNY|=0mod(2)}.
Or, d’apres I’annexe C :
dim(P(Q)) = dim(%) + dim(%")
et on a dim(P(Q)) = 24. Posons dim(%’) = k. Comme & C €, il découle
dim(%) < dim(¢') =k <24 —k =k < 12.
U

Définition 1.11. Une dodécade est un 12-ensemble de Q dans . On dénote par & I’en-
semble de toutes les dodécades.

Proposition 1.12. Il y a au moins 2576 dodécades.

PREUVE. Soit
o ={D € .@HO’o/egz D= O+O’} et = {(0,0’) € .F x 35\\Oﬂ0’\ =2}

Tout d’abord, on obtient du triangle des octades que .7 et % sont non vides puisque Ng » = 16
et, qu’ainsi, il existe au moins deux octades O,0’ qui s’intersectent en deux points auquel
cas O+ O’ est une dodécade.
L application
f: — o
(01,02) = 0140,
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est surjective, mais pas injective. On veut trouver une borne inférieure sur le nombre d’élé-
ments de &7 et donc de 2. Pour ce faire, trouvons d’abord le nombre d’éléments de A. Soit

PBo :={(01,0,2) € #|0; = O}. Alors d’apres le triangle des octades, on a
8 8
5| = |7|-| %0l =759- () Ns2=759-( ) - 16.

A chaque fois que I’on a une décomposition D = O + 05, alors DO est un 6-ensemble
de D inclus dans O;. Ce 6-ensemble contient six 5-ensembles de D. On a donc la borne

suivante sur (D) :

S6
et ainsi
()
|B| < | |- -2~
6
d’ou

Définition 1.13. Un 16-ensemble de Q dans % est appelé une hexadécade.
Théoréme 1.14. dim(%) = 12 et ¢ est constitué de I’ensemble vide, de 759 octades, de
2576 dodécades, de 759 hexadécades et de I’ensemble Q. De plus, si un ensemble est dans

%, alors son complément I’est aussi.

PREUVE. Soit k = dim(%), alors |%| = 2X. Or € contient au moins 2576 dodécades, d’ol
2K > 2576 > 2048 = 2''. Donc, d’apres la Proposition 1.10, k = 12.

Comme dim(%) = 12, dim(¢*+) = dim(P(Q)) — dim(%’) = 24 — 12 = 12. Mais dans la
preuve de la Proposition 1.10, on a montré que € C €+, donc € = €+. L’élément Q de
P(Q) est orthogonal a tous les ensembles de cardinalité paire, donc en particulier Q € €+ =

% . Le fait que Q soit dans % implique que Vxcy X=X +Q € %.

& contient donc 0, Q, au moins 759 octades, au moins 2576 dodécades et au moins 759
hexadécades (les complémentaires des octades). La somme de ces bornes donne 4096 = 212

et donc ces bornes sont les valeurs exactes. O
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Remarque 1.15. Une conséquence de ce théoreme est que tous les 8-ensembles de Q dans
% sont des octades. On écrira maintenant 4g, %12 et %¢ pour dénoter, respectivement,
I’ensemble des octades, des dodécades et des hexadécades.
Remarque 1.16. Dans la preuve de la Proposition 1.12, on a montré que

%

)
6

Or on sait maintenant, grace au Théoréme 1.14, que |%)2| = 2576 et puisque <7 C %2,
|| < |%12| = 2576. On a donc |.7| = 2576, d’ou |f~!1(D)| = 132 pour chaque D € %,.

Autrement dit chaque dodécade s’écrit de 132 fagons différentes comme somme ordonnée de

deux octades.

83.3. Le triangle des dodécades

On s’intéresse ici a la méme question que dans la section du triangle des octades, mais
avec des dodécades. C’est-a-dire on veut déterminer le nombre de dodécades qui intersectent
un ensemble B en A.

Définition 1.17. Soit A C B, alors on définit Mg a := [{D € €12|DNB = A}| et Ma le nombre
de dodécades qui contiennent I’ensemble A.
Proposition 1.18. Soit A un k-ensemble de Q inclus dans une octade. Alors Ma ne dépend

que de k et on dénote ce nombre par M. Les nombres My pour 0 < k < 8 sont

Mo = 2576 M3 = 280 Mg = 16
My = 1288 My = 120 M; = O
M, = 616 Ms = 48 Mg = 0.

PREUVE. Pour démontrer cette proposition, nous allons calculer Ma pour |[A| =0,1,2 et 3
en utilisant uniquement la cardinalité de A ainsi que I’hypothese que A est inclus dans une
octade. Les autres cas sont semblables. Tout d’abord, le nombre M représente en fait le
nombre de dodécades dans %, ¢’est-a-dire 2576. Pour |A| = 1,2 et 3, on compte le nombre
de couples ordonné d’octades qui s’intersectent en deux points n’appartenant pas a A. Pour

avoir le nombre de dodécades, il suffira de diviser par 132 (voir la Remarque 1.16).

(Si |A] =1) Posons A = {x}. Pour trouver Ma, on compte le nombre de paires d’octades

(0,0) telle que O+ O’ € 612 et O contient X. D’apres le triangle des octades il
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y a N; = 253 octades qui contiennent X. Toujours d’apres le triangle des octades
il y a Ng» = 16 octades qui intersectent O en 2 points. I y a enfin (;) facons de
choisir les deux points d’intersection entre O et O’ de telle sorte que X n’y fasse
pas partie. On obtient le calcul suivant :

1 7
My= —-[2-Ni- -Ng o] = 1288.
A= 132N (2) 82 88

(Si |A| =2) Posons A= {x,y}. Soit (O, 0’) une paire d’octades telle que O+ O’ contient A. Tl
y a deux cas a considérer : soit A C O ou soit X € O,y € O’. Dans le premier cas,
le raisonnement est similaire au cas |A| = 1 et le nombre de dodécade contenant

A est donc :

1 6
@'[Z'Nz' (2) -Ng 2].

Dans le deuxieme cas, on a Ny | = 176 octades contenant X, mais pas y. Comme
dans le cas |A| =1, on a (;) facons de choisir les deux points d’intersection.

Supposons que les deux points d’intersection soient Z et W.

Il reste a calculer le nombre d’octades contenant x qui intersectent O en {z,w}.
Pour ce faire, on calcule le nombre d’octades qui intersectent I’ensemble {X,y,z,w}
en {y,z,w}. Ce nombre est N43 = 16. Il faut retrancher de cette quantité le
nombre d’octades qui intersectent O en plus de deux points. Soit O” une telle
octade. O” doit intersecter O en exactement 4 points, ¢’est-a-dire en {z,w} et
deux points de O\ {Xx,z,w}, disons U et v. Mais O” contient également le point
y et alors O” est I’unique octade contenant I’ensemble {y,z,w,u,Vv}. Le nombre
d’octades qui intersectent O en plus de deux points est donc égal au nombre de
paires de points de O\ {X,z,w}, c’est-a-dire (;) Le nombre d’octades conte-
nant x qui intersectent O en {z,w} est donc N4 3 — (;) Dans ce cas, le nombre

de dodécades contenant A est

1 7 5
— 2N - (Nyga —
3512 Nat (2) (Na3 (2))]
et alors

M= - [2No- (g) Nsa+2-Nay- (;) (Ngs— G))] _616.
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(Si |A] =3) Le calcul est similaire au deux cas précédents :

Ma = Flz 2N @ Ngs+2- (;) Nas- @ (Nss— @)] — 280.

On obtient tous les autres Ma de la méme facon. Dans tous les cas la cardinalité de A est

suffisante pour trouver Ma. OJ

La Proposition 1.9 demeure vraie si on remplace Ng o par Mg a. Dans la derniére pro-
position, on a calculé les nombres Ma o = Mp avec I’hypothese que A était inclus dans une
octade. Ces nombres sont suffisants pour construire la table suivante ot on retrouve la valeur
de Mg A avec |B| =1, |A| = j ala position (i, j) et ou B est inclus dans une octade.

Triangle des dodécades

0 1 2 3 4 |56 |7]|8
0 2576
1] 1288 | 1288
2| 616 | 672 | 616
31 280 | 336 | 336|280
4| 120 | 160 | 176 | 160 | 120
51| 48 72 | 88 | 88 | 72 |48
6| 16 32 | 40 | 48 | 40 |32 |16
7 0 16 | 16 | 24 | 24 |16|16 |0
8 0 0 16 | 0 | 2410 |16|0]|0

83.4. Les hexades

La notion d’hexades reviendra a quelques reprises dans les prochains chapitres. On la
développe une premiere fois ici et on référera a cette section lorsqu’on I’ utilisera.
Définition 1.19. Soit T un 4-ensemble de Q. D’apreés le triangle des octades, T est contenu
dans exactement cing octades différentes. Deux octades différentes ne peuvent s’intersecter

gu’en 0,2 ou 4 éléments. Donc si Oq,...,05 sont les cing octades contenant T, alors les
ensembles

T1 = Ol\T,...,T5 = O5\T



sont deux a deux disjoints (sinon |O; N Oj| > 4 pour une paire i, j). L’ensemble

P(T)={T,Ty,...,Ts}

est appelé une hexade. On constate que P(T ) forme une partition de Q en 4-ensembles.

Proposition 1.20. Soit P(Ty) = {To, Ty,..., Ts} une hexade, alors

VijTi+Tj € 6.
PREUVE. Par définition on a
ViTo+Ti=To+0i\To =0j € 63
et donc

VijiTi+Tj=(Ti+To)+(To+Tj) € €.
6%3 6(@”8

13

Comme |T; +Tj| = 8 et que les seuls 8-ensemble de ¢ sont les octades, on obtient Tj +

Tj € €.

83.5. Réalisation d’un systéme de type S(5,8,24)

Jusqu’a présent, on a établi les propriétés d’un systeme de Steiner (Q,%3) de type

O

S(5,8,24) ainsi que les propriétés du sous-espace engendré par ce systtme. Mais, on ne

sait toujours pas si un tel systéme existe.

Pour démontrer ceci, on construit un sous-espace de dimension 12 de P(Q) sur le corps

.
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Dans [Thompson], on suggere de considérer I’espace ligne de la matrice suivante.

01111101 01T1©0O0OT11O0OT1TTUO0OT1TO0O0O00O0
oo0111r11ro01o011w0O0OT1T1UO0UO0OT1O0T1TO0O00O0
oo0o0111 11010110011 UO0O0T1O01 00
oo0o0o0111 11014011001 1TO0O0T1O0 10
oo0o0o0011 11101011001 1T 001 01
o1 0000111110101 1UO0OO0OT110010
oo016o0o0o0o01 111 10101 1O0O0OT1T1O0 01
o1r 0100001111101 01 1 001 1 00
oo01ro01o0o0o0o01111101TUO0T1T 100110
oo0o01o01o000o011 111010110011
o1r 00101000011 11 1 01 01 1 0 01
C:011001010000111110101100
oo011o0o01010O0OO0OO0OT1T111T 1T 1T 010110
oo0o011o0o01010O0OO0OO0OT1T1 1T 1 1 01011
o1ro0o011o001 01 O0O0OO0OO0OT1 1 1 1 1 01 01
o1r1ro0o011001O01O0O0O0OO0OT1TT1TT1 1T 1 010
oo011ro0o011 001 010O0O0O0OT1TT1TT1T1T1°O01
010110011001 0190O0O0OO0OT1TT1T1T110
oo01o011o0o0110O01TO0T1O0OO0OO0OO0OT1TT1T 1 11
o1r 010110011 O0O01O0T1O0O0OO0OO0OT1TT1T 11
o 116010110 0110O0OT1O0OT1TO0OO0OO0OO0OT1 11
0116101011001 10O0T1O0T1O0OO0OTO0OO0T11
011110101 1 0O01 1001 O0T1TO0OO0OO0O01
1 0 000 01 01 606011001 1 01 01 1 11

On verra dans le prochain chapitre, que 1’ensemble des vecteurs formés de huit “1”dans
I’espace ligne de C est un systeme de Steiner de type S(5,8,24). On montre d’abord que la
dimension de I’espace ligne de C est 12.

En indexant les colonnes de C avec Q (la premiere colonne est associée a o, la deuxieme
a0, la troisieme a 1, etc), on peut voir chaque ligne comme un sous-ensemble de Q. En effet,
le O représente 1’absence de 1’élément du sous-ensemble et le 1 la présence de 1’élément. La

premiere ligne de C correspond a I’ensemble

Qo := {0,1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}
= {0,2°mod(23),2' mod(23),...,2'' mod(23)}

Pour simplifier I’écriture, on utilisera la notation

Qi = {(q+1i) mod(23)[q € Qo}



et ce pour chaque i € Q\ {o0}. Avec cette notation, la i® ligne de C, ot i =0,1,...,22,

correspond a I’ensemble Q; tandis que la 24e ligne de C, elle, correspond a

Qo := Q4+ Qo.

On dénotera par L(C) le sous-espace de P(Q) engendré par ces ensembles.

Montrons que la dimension de £(C) est 12. Les 11 ensembles suivants :

Q0+Q2+Q20+Q21 = {07 1727374777 107 12}
Q1+Q3+Q21+Q22 = {17273747578711713}
Q2+Q4+Q22+Q0 = {273747576797127 14}

Q+Qs+Q+Q1 = {3,4,56,7,10,13,15}

Quo+Qi2+Q7+Qs = {10,11,12,13,14,17,20,22}
ainsi que Qo sont linéairement indépendants (il suffit de former la matrice associée a ces 12

ensembles pour s’en rendre compte). £(C) est donc de dimension au moins 12.

Supposons qu’il existe 13 Q; qui sont linéairement indépendants. En appliquant 1’algo-

rithme de Gauss a la matrice ayant les Qj comme ligne, on obtient

1 00 ... 0 a4 arls ... aro4

010 ... 0 14 215 ... A224

001 ... 0 az 4 az15 ... A324
_0 00 ... 1 aiz4 a13,15 .- 8.13724_

en effectuant les permutations de colonnes appropriées. Considérons les vecteurs
ri = (aj14,...,ai24) pouri=1,2,...,13.

Tous les Qj ont un nombre pair de “1”. De plus, pour i # ], Qi+ Qj a un nombre pair de
“1”. Puisque I’on travaille sur [», I’algorithme de Gauss ne fait intervenir que des sommes
et des permutations de lignes. Donc la parité du nombre de “1” est conservée pour chaque

ligne de la matrice échelonnée. En termes des rj, ceci revient a dire que pour i, j
Vi jri-rj= &jj (- représente le produit scalaire usuel)

d’ou les rj sont linéairement indépendants et forment donc un sous-espace de dimension 13.

Ceci est une contradiction car les rj sont dans Fi!. £(C) est donc de dimension 12.



Chapitre 2

GROUPES DE MATHIEU

§1. INTRODUCTION

Les groupes de Mathieu ont été découvert par Emile Mathieu dans les années 1861 et
1873 (voir [Mathieul] et [Mathieu2]). Ces groupes, au nombre de cing, sont les premiers
exemples connus de groupes simples sporadiques, ¢’est-a-dire ne faisant parti d’aucune des
familles infinies de groupes simples (voir Annexe B pour les familles infinies).

Cependant, ce n’est pas cette propriété qui attira I’attention de Mathieu, mais bien leur
haute transitivité. Mathieu travaillait sur les fonctions transitives et recu, en 1859, un doctorat
honorifique pour ses travaux. Deux années plus tard, il trouva quatre groupes de permutations
hautement transitifs, qu’on dénote aujourd’hui par My, M2, My, et M»3, et compléta sa
découverte en 1873 avec le groupe Mog4.

C’est ce dernier groupe qui nous intéressera. On démontrera deux propriétés importantes
de celui-ci : sa 5-transitivité ainsi que le fait qu’il est isomorphe au groupe d’automorphismes

du systeme de Steiner (Q,%3).

§2. DEFINITIONS

La définition suivante mettra en évidence le fait que le groupe PSL,(23) se retrouve, de
facon isomorphe, dans le groupe de Mathieu My4. En plus d’expliquer le choix de Q comme
ensemble dans le Chapitre 1, cette information sera essentielle pour le Chapitre 5.
Définition 2.1. L’ensemble des matrices inversibles sur le corps a 23 éléments, [F,3, est

dénoté par GL,(23). Le sous-groupe des matrices de déterminant 1 est noté SL,(23). Le
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centre de ce sous-groupe est engendré par la matrice d’ordre deux

On définit enfin PSL,(23) := SL,(23) /< (‘01 01) >

Proposition 2.2. SL,(23) est engendré par les matrices.

I 1 0 1 18 0
01 -1 0 0 9

PREUVE. Regardons le sous-groupe G engendré par les matrices O et Y.
La présence de " ') dans G donne la présence des matrices de la forme (1 *) dans
0

0 1 1
G. De plus, en utilisant le calcul suivant

B 0 1 I 1 0 —1 I O
01 -1 0 01 1 0 -1 1

on montre que G contient toutes les matrices de la forme (1 O) .
* 1

SoitA:(a b)eSL2(23).
c d
i) Sic =0, alors en utilisant le fait que det(A) =a-d = 1, on trouve
A (2 b 1 0 1 1—a! 10 1 a!(d+b)—d
0 d —1 1) \o 1 a 1] \o 1 ’

c’est-a-dire que A € G.
ii) Si ¢ # 0, on considere les cas a = 0 et @ # 0 séparément :
— sia =0, on applique le cas i) a la matrice
c d 0 b
y.
0 —b c d
— si a= 0 on applique la cas i) a la matrice

c d 1 0 ab
—_— .y.
0 adc'—b ac™! 1 c d

et dans ces deux cas A € G.
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Remarque 2.3. Dans la derniére proposition, on a introduit I’élément (3, méme s’il n’était
pas nécessaire pour cette preuve, car on en aura besoin pour ce chapitre ainsi qu’au Cha-
pitre 5, ou I’on verra que le normalisateur de a est engendré par a et 3.

On veut maintenant définir le groupe de Mathieu M4 en représentant les matrices 0,
et y comme permutations d’un ensemble a 24 éléments (I’ensemble Q rencontré lors du
Chapitre 1). Pour ce faire, on fait agir le groupe SL;(23) sur la droite projective du corps
[F»3. La droite projective de [F»3 est définie comme suit.

Définition 2.4. Soit la relation d’équivalence suivante sur I’ensemble Fo3 x Fp3\ {(0,0)} :
(va) ~ (X/7y/> si EIO;E)\EIFB O\ X=X etA- y= y/>
Les classes d’equivalences sont dénotées par :

©:={(1,0),(2,0),...,(22,0)}

0:={(0,1),(0,2),...,(0,22)}
1:={(1,1),(2,2),...,(22,22)}
2:={(2,1),(4,2),...,(21,22)}

22:={(22,1),(21,2),...,(1,22)}.

On peut voir chacune de ces classes d’équivalences comme le quotient de la premiere coor-

donnée sur la deuxiéme. L’ensemble
Q:={0,0,1,2,...,22}

est appelé la droite projective de [Fy3.
Pour (a Z) € SL,(23) et pour (X,Y) € Faz3 x Fo3\ {(0,0)}, on définit ’action :
C

ab X ax+ by

c d y cx+dy

Remarquons que cette action est bien définie sur Q. C’est-a-dire que si (X,y) ~ (X',y’) alors
ab X a b X

/

c d y c d y
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Les matrices d, 3 et yinduisent une permutation des éléments de Q. Sous forme de cycle ces

permutations sont :

= (0,1,2,...,22)
= (1,2,4,8,16,9,18,13,3,6,12)(5,10,20,17,11,22,21,19,15,7, 14)
= (0,0)(1,22)(2,11)(3,15)(4,17)(5,9)(6,19)(7,13)(8,20)(10, 16)(12,21)(14, 18).

Remarquons que la permutation 3 est en fait la fonction qui envoie i sur 2i mod (23)
et fixe co. La permutation a, elle, est tout simplement la fonction qui envoie i sur (i+ 1)
mod (23) et fixe oo.

Le groupe de Mathieu M»4 est le sous-groupe de Sq (le groupe des permutations de Q)
engendré par , 3 et une troisiéme permutation 0.

Définition 2.5 (Groupe de Mathieu). Le sous-groupe de So engendré par a,(3, yet d ou

a = (0,1,2,...,22)

B = (1,2,4,8,16,9,18,13,3,6,12)(5,10,20,17,11,22,21,19,15,7, 14)

y = (0,0)(1,22)(2,11)(3,15)(4,17)(5,9)(6,19)(7,13)(8,20)(10, 16)(12,21)(14, 18)
5 = (1,18,4,2,6)(5,21,20,10,7)(8,16,13,9,12)(11,19,22, 14, 17)

est dénoté par Moy et est appelé le premier groupe de Mathieu.
Définition 2.6. Le groupe Mj4 contient deux autres groupes simples qui font partie des

groupes découverts par Mathieu :

My; := Stabm,(x) xeQ

My = Stabwm,(y) Y€ Q\{x}
Remarquons que comme ces deux groupes sont transitifs sur Q, la définition ne dépend pas
de x etdey.
Remarque 2.7. On peut voir [Rotman] pour la définition des deux derniers groupes de
Mathieu, M;; et M. On ne démontrera pas la simplicité des groupes de Mathieu, mais on

peut voir [Suzuki] ou [Rotman] pour ceci.

§3. TRANSITIVITE DES GROUPES DE MATHIEU

Comme il a été mentionné plus haut, c’est la haute transitivité de ces groupes qui attira
I’attention d’Emile Mathieu. En effet, Mi1, Mi2, Maa, Ma3 et Moy sont respectivement 4,

5, 3, 4 et 5-transitifs. Les groupes M et My4 sont les seuls groupes 5-transitifs a part Sy
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et An. En supposant démontré la classification des groupes simples finis, [Camero] montre
qu’aucun groupe autre que Sp et A, n’est 6-transitif.

On démontre ici la 5-transitivité du groupe Myy. Cette propriété de My4 joue un rdle
primordial dans le calcul de I’ordre du groupe de symétrie du réseau de Leech (voir Chapitre
4) ainsi que pour la derniere section de ce chapitre.

Théoréme 2.8. M4 est 5-transitif.

PREUVE. Pour faire cette preuve, on va montrer successivement que Myy est 1-transitif,

2-transitif, 3-transitif, 4-transitif et 5-transitif.

1-transitif - La présence de o dans M4 nous donne la transitivité sur Q\{co}. L’élément y

contient le 2-cycle (,0) ce qui nous donne la transivité sur Q.
2-transitif - On remarque que Stabw,, (%) contient I’élément o et donc Stab,, (o) est tran-
sitif sur Q\{eo}. La transitivité de M4 sur Q nous donne

Ve Inem,, Stabmy, (X) = A - Stab,, () - A~

Donc Stab,, (X) est transitif sur Q\{x}, pour chaque X € Q. Montrons que M4
est 2-transitif sur Q. Soit (a,b), (c,d) € Q x Q, par la transitivité de M4 on peut
trouver un élément T de Moy tel que T(a) = . La transitivité de Staby,, (C) nous

donne I’existence de Y € Moy tel que Y(t(b)) =d et donc
Y(t(a,b)) = (W(c), w(t(b))) = (c,d).

3-transitif - En procédant de la méme fagon que dans le cas précédent, il suffit de montrer
que pour un certain (X,y) € Q x Q, x #y, Stabwm,, (X,y) est transitif sur Q\{x,y}.

Le stabilisateur de 0 et o contient I’élément [3 et 1’élément
a3-5-a°=(21,15,1,22,3)(2,18,17,7,4)(5,13,10,6,9)(8,16,19, 11, 14).

Ce dernier élément permet de passer d’un des 11-cycles de 3 a I’autre d’ou la

transitivité de Stab,, (0, ) et donc la 3-transitivité de Moy sur Q.

4-transitif - Regardons le stabilisateur des points oo, 0 et 3. Il contient d et I’élément

o=0a"2.5-0*=(7,17,18,12,11,13,9)(20,16,8,6,5,10,15)(19,21,4, 14,2,22.1).
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Le cycle (5,21,20,10,7) de & permet de passer du premier 7-cycle de 0 au
deuxieme et du deuxieéme au troisieme ce qui nous donne la transitivité du

Stabw,, (©,0,3) sur Q\{,0,3}.

5-transitif - Enfin Stabw,, (0, 0,3, 15) contient d et I’élément
B®-(3-a)- B~ =(6,9)(12,22)(21,1)(4,10)(7,11)(13,2)(16,17)(19,5).

Ce dernier élément permet de passer d’un 5-cycle de & a n’importe quel autre 5-
cycle de 8. C’est-a-dire que Stab,, (0,,3, 15) est transitif sur Q\{,0,3,15}

et donc My est S-transitif.

§4. My4 STABILISE (Q,%3)

On montre maintenant que M4 est isomorphe au groupe d’automorphismes du systeme
de Steiner (Q,%g) de type S(5,8,24).

Pour faire cette preuve, on aura besoin de la réalisation du sous-espace % de la section
§3.5 du Chapitre 1. On montrera, par la suite, que £(C) contient un systéme de Steiner de
type S(5,8,24) (voir Proposition 2.10).

Lemme 2.9. My < Aut(L(C)) ou L(C) est le sous-espace construit a la section §3.5 du
Chapitre 1.

PREUVE. L’action de Tt € Myy sur D € L(C) est définie de facon naturelle par T(D) :=
{m(d)|d € D} et on obtient donc que T(A+B) = 1(A) +1(B) pour A,B € L(C).
On a

y= "y’ , 8= y® et B=a®.y.atya’ .y’

d’ ot Moy =< a, 8%y >.

Pour montrer que My préserve L(C), il est alors suffisant de montrer que
Vieo 0(Qi) € L(C) et &Y(Qi) € L(C).

Les ensembles Q; ont été définis a la section §3.5 du Chapitre 1.
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i) On a d’abord pour chaque i € Q\ {0, 22}

a(Qi) =Qit1 € L(C), a(Q22) =Qo € L(C) et 0(Qw) = a(Q+Qo)
= a(Q)+a(Qo)
= Q+0Q
= Quw+Qo+Q1 € L(C)

i) 11 reste & montrer que 3%y(Qj) € £L(C). On trouve directement que

5V(Qo) =Qw et &Y(Quw) = Qo

et également que
V(Q1) =Q+Qi1+Q0 e L(C) et &V(Qn)=Qw+Q1+Qx-+Qxnc L(C)

Les deux calculs seront utiles pour faire les autres cas :
-3 -y-B=p*- &y
- B(Qi) = {B(a+i)aeQo}
= {B(@)+B()la e Qo}
= {9+2imod(23)|q € Qo}, car B(Qo) = Qo

= Qy mod(23) € L(C)
On utilise ces deux calculs pour trouver les valeurs de *y(Q;j) lorsque i € Q\ {0,00,1,22}.

— SiieQp\{0} alors Jjey i = 2" mod(23) et donc

&V(Qi) = &V(Qumodes)
= *B'(Qi)
= B*(3*V(Q)))
= B*(Q2+Q11+Q)
= Qu2mod23) T Qui-11mod23) T Qui20mod(23) € £(C)

— SiieQ\(QyUw) alors Jyen | = 22-2Kmod(23) et similairement

Y(Qi) = &Y(Qup mod(23))
= 3yBY(Q2)
= B*3’Y(Qun)
= B*(Qw+Q1+Q2+Qn)
= Qu+Qu.imod(23) T Quk20mod(23) T Quk22mod23) € £(C)
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On a donc montré que M4 préserve L(C). De plus, comme chaque élément de Moy
laisse la cardinalité de chaque ensemble fixe, il découle qu’il préserve S(5,8,24)

(puisqu’il envoie les octades sur des 8-ensembles de £(C) c’est-a-dire des octades).
O]

La prochaine proposition complete la section §3.5 du Chapitre 1.
Proposition 2.10. L’ensemble des éléments de £(C) de cardinalité 8 forme un systeme de
Steiner de type S(5,8,24).

PREUVE. L(C) contient]’ensemble Qo+ Q2+ Q20+Q21 =1{0,1,2,3,4,7,10,12} (voir §3.5
au Chapitre 1). Donc par la 5-transitivité de My4 chaque 5-ensemble de Q est inclus dans au
moins un 8-ensemble de Q dans L(C).

Montrons que si D € £(C), alors |D| > 8. Posons |D| =k # 0.

i) Si k <5, alors par la 5-transitivité de Moy sur Q, tous les k-ensembles de Q sont dans

L(C). Soit D’ un k-ensemble de Q qui ne differe de D que par un seul élément. Alors
D+D'eL(C) et |[D+D'|=2

et la 5-transitivité de M4 implique que tous les 2-ensembles de Q sont dans £(C), d’ou

dim(L(C)) > 23. Ceci est une contradiction car dim(L(C)) = 12.

ii) Si k =6 ou 7, alors on peut trouver un 8-ensemble O de Q dans L(C) qui contient
au moins 5 éléments de D. L’ensemble D + O est dans £(C) et 2 < |[D+O| < 5. En

appliquant le cas i) sur D+ O, on obtient une contradiction.

Pour montrer que les 8-ensembles de Q dans £(C) forment un systeme de Steiner de
type S(5,8,24), il reste 2 montrer que chaque 5-ensemble de Q est inclus dans un unique
8-ensemble de Q dans L(C). Soit O et O’ deux tels 8-ensembles contenant un 5-ensemble.

Si O # O alors 2 < |0+ O’| < 6, ce qui est une contradiction. O

Pour la suite, on dénotera par %3 1’ensemble des éléments de cardinalité 8 dans L(C).
Pour démontrer que Mys ~ Aut((Q,%3)) =: M, on détermine la cardinalité de M4 et on

montre ensuite que |My4| = [M].
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Lemme 2.11. My agit transitivement sur les octades.

PREUVE. Soit O, O’ deux octades et X € O, X’ € O’ deux 5-ensembles. Alors par 5-
transitivité de Moy, il existe TL€ Moy tel que Ti(X) = X’. Mais par le Lemme 2.9, T(O) est
une octade. Cette octade contient I’ensemble X’ et donc, par définition de systéme de Steiner,

égale a O’ O
Lemme 2.12. Soit K € %3, on définit

Pk := {T1€ M4 |Vkek TI(K) =k}
Alors Pk est transitif sur Q\K.

PREUVE. On trouve dans M4 la permutation
W= (3a°)* = (0,20)(2,9)(3,19)(5,17)(6,21)(7,14)(8,22)(16,18)

qui fixe les éléments d’un ensemble K = {a;,ay,...,as} := {1,4,10,11,12,13,15,0}.

Supposons que K n’est pas une octade. Soit A I’unique octade qui contient 1’ensemble
{ay,...,as}. Etant donné que | est dans My, et comme Moy stabilise (Q,%3), H(A) € 63
(voir Lemme 2.9). Mais p{ay,...,as} = {a,...,as} et deux octades différentes ne peuvent
s’intersecter en 5 points d’olt H(A) = A. 1l faut alors que A contienne un 6° point de K
(disons ag), car sinon il faudrait que [ stabilise un sous-ensemble de Q\K de taille 3 ce qui
est impossible. Les deux points restant de A doivent se retrouvés dans un méme 2-cycle de

U, disons (@g,a19). On a donc A= {ay,...,a6,89,a10}-

Soit maintenant B 1’octade qui contient le 5-ensemble {as,...,a;}, alors, comme pré-
cédemment, B doit contenir un point supplémentaire de K. Ce ne peut étre ni aj, ni a car
sinon B intersecterait A en 5 points. Donc le 6° point que 1’on cherche est ag. Pour que B soit

stabilisé par |, il doit contenir les deux points d’un 2-cycle de |4, disons a;1 et a;3. On a ainsi

B={as,...,as,ai1,an}. A ce moment on est dans la situation suivante :
a | & | a3 | &4 | A | A | & | & | A | a0 | A1 | A2
K| D D D DN DN |
A|lIlIl N I N I | .
B I DN | DN N . I | .
C I | N | . .
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ou C représente 1’octade qui contient I’ensemble {ay,...,as,ag}. Or, C doit contenir un
autre point de K. Ce point ne peut étre ag ou a7, car sinon C intersecterait B en 5 points. Il
ne peut étre a; non plus, car sinon C intersecterait A en 5 points. D’ou une contradiction et

K est une octade.
Il découle de ce qui précede que
Vrem,, T0-U-TC ! fixe I’octade Ti(K) point par point.

Par la 5-transitivité de M4, on peut envoyer (a 1’aide de 1) 5 points fixés par [ sur n’importe
quel autre 5 points (fixés cette fois-ci par Tt- - 7T !). Puisque chaque 5-ensemble est inclus

dans une unique octade, ceci revient a dire que
Ve IneMy, TT-H- 1! fixe L, point par point.

Il est donc suffisant de montrer que Pk est transitif sur Q\K (ot K = {aj,a,...,a3} =

{1,4,10,11,12,13,15,}). Le groupe M4 contient la permutation
all.5=(0,11,7,16,1,6,12,19, 10,18, 15,3, 14,5,9)(2, 17,22)(4,13,20,21,8).

On peut trouver ¢ € Moy tel que les éléments du S-cycle de 8 = ¢ - (a'! - &) - ¢! sont dans
K. L’ensemble B(K) est une octade (car M4 préserve (Q,%3)), qui contient 5 points de K,

c¢’est-a-dire que B(K) = K et donc que les éléments du 3-cycle de 0 sont dans K.

Considérons les permutations
Ho =M, M1 :e_“'efl, MZZGZ'u'ei%H'? u14:el4_u_efl4,

elles sont toutes dans Pk et sont formées de huit 2-cycles, donc d’ordre deux. Soit ag le seul
élément fixé par O et soit (ag,aj9) le 2-cycle de U contenant ag. Comme les éléments du
3-cycle et du 5-cycle de 8 sont dans K et comme 0 fixe ag, ajg est dans le 15-cycle de 6.

Chaque j contient donc un seul des 2-cycles suivants :

(ag,ain), (a9,ai1),..., (ag,an),

et deux | différents ne contiennent pas le méme 2-cycle. Ces quinze 2-cycles, avec I’identité

nous donne la transitivité de Pk sur Q\K. 0J

Théoréme 2.13. |Moy| =244 823040 =210.33.5.7.11-23.
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PREUVE. L’idée globale de cette preuve est de construire deux sous-groupes :
H<F <My
et de calculer [M4 : F], [F : H] et |[H| d’ou
IMa4| = [Maq : F]-[F : H] - [H|.
Soit F le sous-groupe des éléments de Moy qui stabilise
K={aj,a,...,ag} :={1,4,10,11,12,13,15,00} (voir preuve précédente)

et H le sous-groupe qui, en plus, fixe I’élément ag.
— D’apres la Proposition 2.11, [Ma4 : F] = | 63| = 759.
— D’apres le Lemme 2.12, 0on a [Pk : H] = 16 or Pk < F et alors F est transitif sur Q \ K
etainsi [F: H] =16
— |H| =20 160. En premier lieu, on montre que |H| < |GL4(2)| et ensuite que |Ag| < [H].

La conclusion suivra du fait que
8!
[Ag| = = =20160 = (2*—1)(2* =2hH)(2* = 22)(2* = 2%) = |GL4(2)|.

i) |H| < |GL4(2)| D apres le triangle des octades, 30 octades sont disjointes de K =
{ai,...,ag}. Soit O; une de ces octades, alors il existe O’1 une autre octade telle

que O1U0] = Q\K. En effet, comme K € 63 = Q\K € € et puisque
|01+ (Q\K)| =8 = 01 + (Q\K) € %3,

il suffit de poser O] = O; + (Q\K). Ces 30 octades viennent donc par paires :
01,0/,0,,05,...,045,0/5, ou OjUO; = Q\K. La moitié de ces octades contiennent
le point a9 et I’autre moitié ne le contiennent pas. Soit O1,0;,...,015 les octades

ne contenant pas ag. Montrons que
Vizj |0iN0Oj| =4. (2.1)

On sait que |O;NOj| =0, 2 ou 4. Si |0iNOj| =0 alors Q\K = O;UOj ce qui est
impossible puisque ni Oj, ni O ne contiennent le point ag de Q\K. Si |0iN0Oj| =2,

alors Oj doit contenir 6 points de O] ce qui est impossible car Oj et Of sont deux
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octades différentes. Donc 2.1 est vraie et alors pour i # j, Oj +0j € QgNE, c’est-

a-dire que Oj + Oj est une octade. L’ensemble
¥ ={0,04,...,0;15}

est donc un sous-espace vectoriel de % de dimension 4.

Puisque H stabilise K, fixe ag et préserve %g, chacun de ses éléments permute les
constituants de ¥ et donc H agit sur #". De plus, comme tous les éléments de M4

agissent de facon linéaire sur %, il existe un homomorphisme de groupe :
X:H — Aut(7) ~ GL4(2).

Pour montrer que |H| < |GL4(2)], il suffit de montrer que X est injective. Pour
ce faire, on démontre que le seul élément h € H qui agit trivialement sur 7" est
I’identité de H (ou I’identité de My4 puisque H < Myy).

Construisons des éléments de ¥ de telle sorte que si h € H fixe ces derniers alors
h fixe chacun des éléments de Q (et donc est I’identité de My4). Soit P(T) =
{T,T1,...,Ts} une hexade (voir §3.4 Chapitre 1) tel que T UTs =K. Alors Ty, T, T3
et T4 sont des sous-ensembles de Q\K. L’un de ces quatre ensembles, disons Ty,
contient le point a9. Alors les ensembles V| = T3+ T4, Vo =To+TsetVz =Tr + T3
sont des octades ne contenant pas le point a9, c’est-a dire qu’ils sont dans 7.
Il découle de 2.1 que tout élément de #'\{V,V>,V3} intersecte chacun des en-
sembles T,, T3 et T4 en exactement deux points. En renommant les éléments de
Q\(Ku{ag}), on peut illustrer un tel élément, que nous appelerons V4. Dans la
figure suivante, les octades Vs, Vg et V7 sont respectivement V3 + Vg4, Vo + V4 et
Vi+Vy:

T T T3 T4
Qo | dyo| A11| Ay2]| Q13| A14| Q15| Qre| Ay7| Ajg| djg| Azo| A21| Az2| A3| A4
Vy I | N | I | | I | |
V, I | | - I | | | -
V3 I | N | I | | N | | |
V4 1 1 1 . | -
Vs I | I — - | - . | -
Ve I | — I | -
V7 I I | — I | -
Vg - - - - - - - -
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et Vg représente une octade de 7 différente de Vy,...,V7. Il est a noter qu’en re-
nommant les éléments de Q\K, on est assuré d’avoir une telle octade.

Etant donné que h(V;) = V4, il faut que h(T;) = (T;). Mais alors comme V, € 7, il
faut que h préserve les ensembles {ag,ajo}, {aii,a2},. .., {a23,a24}. La présence
de Vg dans ¥ force h a fixer les éléments a;1,a;2, .. .,a24. De plus, on sait que les
éléments de H fixent ag d’ou h fixe aj¢ aussi. On a donc montré que h fixe Q\K
point par point.

Supposons maintenant que h ne fixe pas K. Soit h(a;) = as et soit

L= {a17a27a37a47a97a107a117a12}7

I’octade contenant le 5-ensemble {a;,a,,as,a4,89}, alors

h(L) = {as,a¢,a7,ag,a9,a10,a11,a12},

car h(L) € %5 et que h(a;) = as implique que L # h(L). L’élément h ne fixe donc
aucun des membres de K. D’apres le triangle des octades, il existe 16 octades qui
intersectent K en exactement {a;,a,}. Prenons J une de ces octades. Puisque J
contient six points de Q\K et que h fixe Q\K point par point, h(J) = J. Mais ceci
est impossible car h({aj,ax}) N{aj,a,} = 0, d’ou h fixe chaque point de K.

ii) |Ag| < |H| Considérons I’élément O construit dans la preuve du Lemme 2.12. Cet
élément stabilise K et par la 5-transitivité de Moy, ona Vi, ks, x, £, Jyem,, Y-
0- l]J’1 possede (X1,X2,X3) comme 3-cycle et X4, X5 se retrouvent dans le 5-cycle.
L’ensemble - 8-~ !(K) intersecte alors K en 5 points et est donc égal a celui-ci.
Remarquons que le Y n’est peut-étre pas unique. C’est donc dire qu’il y a peut-étre
plusieurs transformations - 8- ~! ayant (X;,X;,X3) comme 3-cycle. Dénotons
par 9(X17X27X3) I’une de ces transformations.

D’apres le Lemme 2.12, Jy;epc Hj - O, x0.x5) * uj_l fixe I’élément a9 auquel cas
I’élément

¢(X17X27X3) =Hj '6(X17X2,X3) 'p‘j_1 €H
Par construction @y, «, x.) est formé du 3-cycle (X1,X%2,X3), d’un 5-cycle et d’un

15-cycle et donc @0

(X1 X2.X3)° lui, est formé du méme 3-cycle, d’un 15-cycle, mais

d’aucun 5-cycle.
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Etant donné que H agit sur K, qui possede 8 éléments, on peut trouver un homo-
morphisme tel que
p: H — Sg
¢%)?1,x2,x3) — (X1,X2,X3)

et donc |Ag| < [Im(p)| < |H].
On peut maintenant déterminer I’ordre de Moy

IMas| = [Mag : F]-[F : H] - |H| =759 1620 160 = 244 823 040.

Corollaire 2.14. My ~ Aut(Q, %3)

PREUVE. Par le Lemme 2.9, My4 < Aut(Q, %3) et en réappliquant la preuve précédente sur
Aut(Q,%3), on obtient |Aut(Q, 6s)| = 244 823 040. O

Une conséquence de ce corollaire est que le groupe Moy se retrouve, de fagcon isomorphe,
dans le groupe de symétrie du réseau de Leech. Au Chapitre 4, on déterminera la cardinalité

de ce dernier groupe, grace, entre autre, a I’ordre de Mo4.



Chapitre 3

RESEAU DE LEECH

§1. INTRODUCTION

La saga des groupes de Conway commenca avec la découverte du réseau de Leech. Dans
les années 60, John Leech s’intéressa au probleme d’empilements de sphéres dans R" pour
n > 3. Ce probleme consiste a placer des boules de méme dimension, avec au plus un point
d’intersection entre deux boules quelconques, de telle sorte que le volume occupé par les
boules est le plus grand possible.

Leech découvra, en 1964, un réseau qui donnait un empilement tres efficace dans R
(voir [Leech2]). Trois années plus tard, soit en 1967, Leech présenta un deuxiéme réseau
encore plus efficace que le premier (voir [Leechl]). C’est ce réseau qu’on appelle maintenant
le réseau de Leech.

Leech suspectait la présence d’un nouveau groupe simple dans le groupe de symétrie de
son réseau. Il exposa le probléme a la communauté mathématique et environ une année plus
tard, John Conway découvra trois nouveaux groupes simples relié¢ a ce groupe de symétrie
(voir [Conway]).

On expose ici la définition du réseau de Leech présentée par John Conway, plutdt que

celle de Leech. Cette définition utilise le sous-espace % (voir §3.2).

§2. DEFINITION

Soit, S C Q et m € Z, on définit

S,m] := {x € Z9| 'Z)Xi =4m, xi =mmod(4) sii €S, Xi = (M+2)mod(4) sii e S}
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Ici Z2 représente les applications de Q dans Z et X; := X(i). La premiére composante d’un
vecteur est associée a oo, la deuxieme a 0, la troisieme a 1 et ainsi de suite.

Soit maintenant P C P(Q) et M C Z alors on définit

PM:= [J [Qm]

QeP,meM

Le réseau de Leech est défini comme étant
N:=1[%,7Z]
ol ¥ =< 63 >, (voir Chapitre 1).

Pour un ensemble T C Q, on utilisera la notation et pour représenter le vecteur Z gj.
ic
Exemple 3.1. Le vecteur w =eq —4e, = (—3,1,1,...,1) € A. En effet,

Z)Wi:—3+23:2024-5€4Z et VieqWi=1=35mod(4)
ic

doncw € [0,5] C A
Remarque 3.2. Dans le dernier exemple, on remarque que toutes les coordonnées de eq —
4e. sont impaires. En général les coordonnées d’un vecteur de /A sont soit toutes paires, soit

toutes impaires. Pour voir ceci prenons x € [C,m] C A, alors

m mod (4) sigC
m+2mod(4) sieC

Xi =

et puisque m = (m+2) mod(2) = xj = m mod(2).
Définition 3.3 (Réseau). Soit E C R". E est appelé un réseau s’il existe fq, f,,..., f, € R",
linéairement indépendants, tels que

m
E= ZZ‘fi.
i=1

On verra dans la prochaine section que A est bel et bien un réseau. La proposition qui
suit sera utile pour démontrer ceci.

Proposition 3.4. Soient [C,m],[D,n] € A. Alors

Vkiez k- [C,m]+1-[D,n]=[Ak-m+1-n]
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ou A est I’ensemble & la position (k mod (4),] mod (4)) dans le tableau suivant :

0 1 2 3
010 D D D
l{C|C+D|C|C+D
2|C D 0 D
3|C|C+D|C|C+D
PREUVE. Nous allons faire le cas K =2 mod (4), | =1 mod (4). Les autres cas seront

semblables. On veut donc montrer que
k-[C,m]+1-[D,n]=[D,k-m+1-n].
i) () Soientv € [C,m]etw € [D,n]. Posons z=k-m-1-n. On a tout d’abord

zi=9 (k-vi+1-wj) =k-4m+1-4n=4-(k-m-+1-n).

De plus,
A (k-m)mod(4) siigC
k-(m+2)mod(4) siieC
B (2-m)mod(4) siigC
T | 2-(m+4)mod(d) siieC
= 2m mod (4)
et
lwi = (I-n)mod(4) siigD
I-(n4+2)mod(4) siieD
B nmod(4) siigD
" | (n+2)mod(4) siieD
d’ou
Vi 1w = (2m+n) mod(4) siiZD

(2m+n+2)mod(4) siieD
etainsiz € [D,k-m+1-n].
ii) (D) Pour faire cette direction, il suffit de démontrer que

[D,k-m-+1I-n]—k-[C,m]CI-[D,n].

On retombe alors dans le cas 1).
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§3. ENSEMBLE DE GENERATEURS POUR LE RESEAU DE LEECH

Comme on vient de voir, la définition du réseau de Leech est intimement relié au sous-
espace % et donc, par la méme occasion, au systeme (Q,%3) de type S(5,8,24). Pour sim-
plifier la manipulation du réseau de Leech, on aimerait pouvoir utiliser les propriétés de
(Q,%3) développées lors du Chapitre 1. La prochaine proposition permettra de faire ceci et
démontrera en méme temps que A est un réseau de R%%.

Proposition 3.5. A =< {2ex|K € 6z} U{w} >z ou w est un vecteur de A a coordonnées
impaires (un tel vecteur existe d’apres I’exemple 3.1).

Pour démontrer cette proposition, on construit d’abord trois sous-réseaux de A :

- X=<{2ek|K € B} >z

- Y =< {der|T € Q4} >z

— Z =< {4ej —4ejli, j € Q} >7.

Les sous-réseaux Y et Z serviront a démontrer que X engendre tous les vecteurs de A
dont les coordonnées sont des multiples de 4. En ajoutant un vecteur a coordonnées impaires
de /\, on obtiendra /A au complet.

Lemme 3.6. ZCY CXCA
PREUVE. — (Z CY) 1l suffit de remarquer que
dej—4ej=4e(iapcy —4€(janc o {i,jtn{a,b,c} =0

D’ou {4ej —4ejli, j € Q} C< {4er|T € Q4} >7.
— (Y € X) Soit P(T) une hexade (voir §3.4) et soit T U,V € P(T). Alors

Y >4er = 2er+2ey+2er+2ey —2ey —2ey
= 2erqu t+2er4v —2ey4v €X,

carT+U, T 4V et U4V sont des octades par définition d’hexade.
— (X C A) 1l suffit de constater que pour chaque K € 63, 2ex € [K,4] C [€¢,Z] =N

Lemme 3.7. i) Z=10,0]

ii) Y = [0,47)
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i) X =[%,47Z]
PREUVE. On vérifie aisément les inclusions Z C [0,0],Y C [0,4Z] et X C [ ,4Z)].
i) (Z D [0,0]) Soitv € [0,0] alors Z}Vi =0 et Vicq Vi = 0mod(4). Chaque composante est
donc un multiple de 4 : ‘

T ko, kppeZ V = (4Keo,4ko, . .., 4Ko) et Z) ki=0

Cette derniere égalité nous donne kyy = — ki et alors :
ieQ\{22}

Vo= Yico\(22} (4Ki)ei +4kanern
= Yica\ {22} (4ki)ei — Yicq\ (22} 4kiex
Yica\ (22} Ki(4ei —4ex).

Etant donné que Vicq 4ej —4ey; € Z, on obtient I’inclusion désirée.
ii) (Y D [0,4Z] ) Soit v € [0,4Z)],

Imez Z}Vi = 4(4m) et Vicq Vi = 0mod(4)
i€

Soit T € Qq, alors 4e1 € Y N[0,4] et par conséquent m-4et € Y N[0,4m]. On construit

maintenant le vecteur y = v —m-4et. Ce vecteur est dans [0,0] car

_Z)yi = Z}v. m Z} (4e1);
= 4(4m)—m(4-4)
=0

et Vicq Yi = Vi —m- (4er)i =0—0 = 0mod(4)
Doncy € [0,0] =Z CY et le fait que 4eT €Y impliquev=y+m-et €Y.

iii) (X D [¥¢,47Z] ) Montrons tout d’abord que
vKG%g [K74] CX

Soit v € [K,4]. Alors, par définition,

Omod(4) sii¢gK
Z} i 4.4 et Vi =
ic 2mod(4) siieK
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Donc v —2ek € [0,0] car

Z}[ (2ex)i] %v. ZZZeK._44 2-8=0
i€

Omod(4) sii¢gK
(2ex )i = _ = Vico Vi — (2ek)i = 0mod(4)
2mod(4) siieK

et

Mais comme [0,0] =Z CY C X et 2ex € X, v € X. On a donc montré que
Vkes (K 4] C X
et puisque Y = [0,4Z] C X, on a d’apres le Proposition 3.4 :
K,4Z) = [0,4Z) + [K, 4] C X 3.1)
Enfin, prenons [D,4Z] C [¢,4Z]. Comme %3 engendre & (voir Chapitre 1),

r
k... ket D= ZKi = [D,4Z] = ZK.,4Z Z Kj,4Z]
i=

Enfin par 3.1, on trouve pour chaque i que [Kj,4Z] C X, d’ou [¢,47Z] C X.

O

On vient maintenant de démontrer que X engendre bel et bien les vecteurs de A dont les

coordonnées sont des multiples de 4. On peut donc démontrer la proposition :

Proposition 3.5. A =< {2ex|K € 3} U{w} >z=< X U{w} >z ou w est un vecteur de A

a coordonnées impaires.

PREUVE. (A D< XU{w} >7) Ceci est clair d’apres la construction de X et le choix de

w.

(N C< XU{w} >7) Soit v € A, alors il existe C € € et m € Z tels que v € [C,m]. Si
m=0mod(4), alorsv € X C< XU{w} >z.
Supposons donc que m # 0mod(4). Comme W € A onaw € [D,n] C A pour un certain

D € € etoun=1ou3mod(4). Regardons maintenant le vecteur
Z=\V—Nm-w.

D’apres la Proposition 3.4, on a

i) Sim#2mod(4) alorsz € [C+D,m—m-n?] C [C+D,4Z] C X;
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ii) si m=2mod(4) alors z € [C,m—m-n? C [C,4Z] C X.

Et, donc, dans les deux casv=z+nm-w e< X U{w} >z
O

Pour fixer les idées, nous allons choisir W = eq —4€,. On a vu dans ’exemple 3.1 que
ce vecteur est dans A et que toutes ses coordonnées sont impaires. On prend donc W =

{2ex|K € 63} U{eq — 4e»} comme ensemble de générateurs de A.

§4. POLYTOPE DE LEECH

Ce qui nous intéresse dans le réseau de Leech est I’ensemble des transformations qui le
stabilisent et qui fixent I’origine. On va voir que 1’ensemble des générateurs de A\, trouvés
a la section précédente, fait parti des vecteurs les plus pres de I’origine. Les symétries de /A
qui fixent I’ origine seront donc en bijection avec les symétries qui stabilisent les vecteurs les
plus pres de 1’ origine.

On veut identifier et caractériser les vecteurs les plus pres de I’origine. Pour ce faire, il
est naturel d’étudier la valeur de X - X quand x € A (- représente le produit scalaire usuel). Le

réseau de Leech est engendré par W et pour chaque w € W, w-w € 327Z. De plus, on a
vV,WEW V-WeE SZ
En effet, si vV = 2ex et W = 2ek/, ou K, K’ € €3, alors

v-w = (2ex)-(2ex)
= 4.|KNnK/|
0mod(8) car Vk ke, |[KNK'| =0mod(2)

et siv=2ek,ou K € 6, et W= eq — 4€e alors

vV-w = (2ex)-(eq—4ex)
16 si ogK
8 si ocK

= Omod(8)

Sachant ceci, on peut maintenant généraliser a tous les vecteurs de A :

\V/XE/\ X-X & 16Z
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Comme W engendre A, 3y, ... w,ew Jay,....a,ez X = A1Wj + - - + 0O Wy et en calculant le carré

-l—;aa Wi - Wj)

= (Xi2 (W - wj) +220i0j (Wi-Wj)
i ~—— i ——

de la norme on trouve :

<

<

Il
-1_‘[\/]-1

i<j
=0mod(32) =0mod (8)
= Omod(16)

A I’aide de cette propriété des vecteurs, on partitionne A en classes de distance :

( 1)x-x=16-n

)
2)SXi =

3)Vieq Xi = mmod(2)
4)Vpeqo,12,3) 11 € Q[xi = pmod(4)} €€ |

An:i={xeAx-x=16-n} = x € Z% |3,

\

A I’aide de cette partition des vecteurs on va montrer que /\; est vide et que A, n’est pas
vide d’ou les vecteurs les plus pres de 1’origine sont ceux de /\,. Nous aurons besoin de la
notation suivante pour caractériser les vecteurs de /\,. Le vecteur ((44)2,0??) représentera
un vecteur de Z® constitué de deux £2 et de vingt-deux 0 (a n’importe quelle position).

- No = {0}

— N1 = 0. Soit x € [C,n] C A, tel que x-X = 16 Si les coordonnées de X sont impaires

alors X - X > 24, ce qui est une contradiction. Si les coordonnées de X sont paires et

C # 0, alors
X-X>4-|C| > 32, carC € ¥ et donc |C| > 8 (voir Théoreme 1.14).

Si C = 0, alors X doit étre constitué d’un seul =4 comme coordonnée non nulle. Ceci
contredit la propriété 3 car § X; = £4- 1 et xj = 0 # 1 mod(2).

— /\; n’est pas vide puisqu’il contient les vecteurs 2ex, ot K € %g. Ces vecteurs de A
sont les plus prés de ’origine (car Ag = {0} et A; = 0). Décrivons tous les éléments
de Az. Tout d’abord, X € Ay = X-X = 32 =V |xi| < 41/2 < 6. Soit |Xj] la plus grande
coordonnée de X en valeur absolue.

— Si |Xj| =5, on doit avoir ;X,z = 32 —25 =17 ce qui oblige X a avoir une compo-

17
sante nulle. Mais alors X ¢ /\; puisque qu’il posseéde une coordonnée paire et une

coordonnée impaire (voir remarque 3.2).
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— Si |xj| = 4, alors x = ((£4)2,0?%) ou X = (&4, (£2)*,01) sont les seuls vecteurs
possibles avec toutes les coordonnées paires. Dans le premier cas, X € /A, parce
que pour tout i # j, 4ej —4ej € [0,0] et 4ej +4ej € [0,2].Dans le deuxieéme cas, la
position des +2 forme un 4-ensemble dans Q. Or, € ne contient pas de 4-ensemble
d’ou la propriété 4) n’est pas satisfaite, c’est-a-dire que X ¢ A.

— Si |xj| = 3 alors X = (&3, (+1)?%). Ce x satisfait toutes les conditions excepté la 4e.
Pour que x soit dans A, il faut que la position des coordonnées de X congrues a 1
modulo 4 forme un %’-ensemble.

— Si |xj| = 2 alors x = ((£2)%,0'6). Tout d’abord, d’aprés la condition 4, les 42
doivent étre a la position d’'un %-ensemble (une octade). Mais X doit également

satisfaire les conditions 2 et 3 :
Im zxi =4-m et X = mmod(2)

Comme X; = 0mod(2), m = 0mod(2). Soit k le nombre de “-2” dans X. En recalcu-

lant la somme des composantes, on trouve :

X = 2-(8—k)—2k
= 16—2k—2k
= 4.(4-k)

etalorsm =4 —k = —k = kmod(2). Bref, x = ((£2)%,0'6) € A, implique qu’il y a
un nombre pair de —2 (k est pair) et les +2 sont en position d’un % -ensemble.

= Si|xjl=1%x-x=3x <24 <32, doux¢N,.

En résumé, les points de A, sont :

- A= {((£4)%,07)}

— A3 = {(£3,(£1)?®)| 1a position des coordonnées congrues a 1 modulo 4 forme un
¢ -ensemble }

— NJ:={((£2)8,0!%)| les 42 sont en position d’une octade et il y a un nombre pair
de —2}

On peut maintenant vérifier que les générateurs de /A sont dans L;. Les vecteurs de la

forme 2ex ot K € €3 sont dans /A2, tandis que le vecteur W = eq —4€, € /\%. Le groupe

de symétrie du réseau de Leech pourra donc étre vu comme le groupe de symétrie de

N\ (les symétries qui fixent I’origine).
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La cardinalité de /\; sera une information essentielle pour les prochains chapitres. Pour

la trouver, on calcule la cardinalité de chacun des /\i2. On a donc

— |A3] = (position des deux 34 )- (les signes des 4) = (224) 22 =1104

- |/\%| = (position du £3)-(les coordonnées congrues a 1 modulo 4 sont en position
d’un %-ensemble)= 24212 = 98304

— |A3| = (les £2 sont en position d’une octade)- (les signes des +2) = 759-27 =
97152

Dot [Aa] = A3+ |A3] + A3 = 1104498304 +97 152 = 196560 = 24 -3%.5-7 - 13.

— De fagon similaire, on trouve que /A3 est formé des orbites N2 ,/\g, /\‘3‘, /\g ou

— N} = {((£2)'2,0'?)|les &2 sont en position d’une dodécade et il y a un nombre
pair de —2}

— A} = {((£3)*,(£1)*)les coordonnées congrues & 1 modulo 4 sont en position
d’un %-ensemble}

— A% == {((£4),(£2)%,015)|les &2 sont en position d’une octade et il y a un nombre
impair de —2}

— A3 = {(£5,(£1)?®)les coordonnées congrues & 1 modulo 4 sont en position d’un
¢ -ensemble }

et leur cardinalité est

— |A3] =2576-2!

24

- V\§| - (3) 212

~ |A§] =759-16-2°

~ |N\}| =242

Dol [Az] = [Af]+ A3+ A3+ |A3| = 16773120 = 2'2.3%.5.7-13.

La cardinalité de A, et de A3z est nécessaire car dans le Chapitre 5 on fera agir -1, le
groupe de symétrie du réseau de Leech quotienté par son centre, sur ces ensembles et on
aura besoin de la cardinalité du stabilisateur d’un point.

L’ensemble de générateurs W sera utile dans le prochain chapitre oll on tentera de déter-

miner la cardinalité du groupe de symétrie du réseau de Leech.



Chapitre 4

GROUPE DE SYMETRIE DU RESEAU DE LEECH

§1. INTRODUCTION

Ce chapitre utilise toutes les notions principales des trois premiers chapitres dans le but
de calculer la cardinalité du groupe de symétrie du réseau de Leech. Cette information est
nécessaire dans le prochain chapitre pour démontrer la simplicité des trois groupes simples

reliés au groupe de symétrie du réseau de Leech.

§2. DEFINITION

Définition 4.1. On dénote par -0 le sous-groupe de toutes les transformations orthogonales
(€ 024(Q)) qui stabilisent A. Autrement dit

0:={A € 024 (Q)|A(N) S A}

§3. LE SOUS-GROUPE N

Le but ultime de ce chapitre est de calculer la cardinalité de -0. Il n’est pas nécessaire de
connaitre toute la structure de -0 pour y arriver. Par contre, on aimerait connaitre un sous-
groupe explicite de -0. Dans cette section, on construira un sous-groupe de -0, qu’on dénotera
par N, qui sera relié au sous-espace % (voir Section §3.2 au Chapitre 1) ainsi qu’au groupe
de Mathieu M4 (voir Chapitre 2). On pourra ainsi utiliser les propriétés de ces derniers pour
travailler avec les éléments de N.

On verra a la Section §5 que N est maximal et grice a ceci, on pourra trouver la cardina-

lité de -0.
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Définition 4.2. — Soit Tt e Sg. On définit I’application suivante de O»4(Q) :
My : QQ — QQ
— Soit maintenant T C Q, on définit une nouvelle application de O,4(Q) :
€1 Q24 _ @24
ei SIIET

—e siieT

€j —

Exemple 4.3. Soitw =eq —4e, = (—3,1,1,...,1). Alors
€123 (W) = (3,1, =1, =1, 1,1,...,1) et Mgz (w)=(1,1,1,-3,1,1,...,1).

On se rappelle que la premiere coordonnée est associée a oo, la deuxieme a 0, etc.
Proposition 4.4. i) mpe -0 (%) =%, c’est-a-dire ripréserve (Q,%g). On dénote I’en-

semble de toutes ces transformations par :
M:={mpyT(¥) =€} = {mp|Tt€ M2s} >~ Mog.
Donc M| = |Myg4].
i) ere0&Tebet
E:={e7|T €%} ~(%,+).
L’ isomorphisme découle du fait que €1 - €5 = &1 5 et donc |E| = |€| = 2!2.
PREUVE. 1)

Mr€-0 <= Vyep Mp(V) EA
= Vkeg (Mn(2ek) =2k €N) et (Mn(eq —48w) = 8q — 4eye) EN)
Vkew, Mn(2ek) € A, car eq — 4epe) € AAJ pour tout TLE Sq

Vkew; les positions des 2 dans 2ep k) forment un ¢’-ensemble

n%)=%

=
<~
= Vkeg T(K) € 3
<~
<= Tie My, d’apres le chapitre 2.



ii) On utilise la méme astuce qu’en 1) :

Définition 4.5. A partir de ces deux sous-groupes, on construit I’ensemble N :=E - M

eTe0 —=
—

<~

[

Yven ET(V) €A

Vkez, (ET(2ek) € N\) et (e7(eqQ —4€w) EN)

Vke, (le nombre de “-2” dans €1 (2ek ) est pair) et (T € ¢, car
les coordonnées congrues a 3 mod(4) sont en positionde T et
la propriété 4 (voir la définition de /A, a la page 37) donne

donc T € %)

Vkez (|TNK|=0mod(2)) et (T € ¥)

T € €+ = € (voir preuve du Théoreme 1.19) et T € €

Te?

La prochaine proposition nous assure que N est un sous-groupe de -0.

Proposition 4.6. Vi em M- E-my! CE.

PREUVE. Soit €1 € E. Pour chaque i € Q on a

Mp-€7-My'(6) = My-e1-mi(ej)

= M7 (Br1j))

Mn(—er1()) i (i) €T
Mn(er1)) siTO ! (i) T
—eisimr!(i)eT
eisit!(i)gT
—eisiiem(T)

eisii Z1(T)

= eyT)(6i) €E

§4. PROPRIETES DE N

42

On énumere ici toutes les propriétés de N qui seront nécessaires pour la prochaine sec-

tion.
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Théoreme 4.7. Soit A € -0. Si Jj jeq A(ej) = £ej alors A € N.
PREUVE. On remarque d’abord que Vi A(ex) L €j (toujours par rapport au produit scalaire
usuel). En effet, si i # K
0 = ei-ex = A(ej) Aeg)car A € -0 < 0x4(R)
= +ej-A(ey)

Ensuite, on sait que si i # K, 4ej +4ex € /\; et, donc, comme A € -0,
N 3 7:=N(4ej+4ey) = 4A(ej) +4A(ex) = +4ej +4A(ex)

Or, ej étant perpendiculaire a A(ex), on obtient I’existence d’au moins une coordonnée
égale a +4 dans z. La classification de A, (voir Section §4, Chapitre 3) oblige z a étre dans

Aj et ainsi A(ex) = e pour | € Q, chaque k donnant des valeurs de | différentes.

La transformation A est en fait une permutation et un changement de signe des éléments

de la base. Symboliquement, on obtient
A=¢gr-my pour T C Q 1€ Sq.

Pour montrer que A € N, il reste a montrer que T € € et TLE Myy.

— (Tt€ Myy) Puisque A € -0, Ve, A(2€k ) € A\. Mais les coordonnées non nulles des vec-
teurs A(2ek ) sont en position TI(K). Pour que A(2ek ) € A, il faut donc que T(K) € %3,

et ce pour tout K € %3. D’ou Tt € Moy.

— (T € %) Enfin on regarde le vecteur eq — 4€, dans /\. Toutes les coordonnées de ce
vecteur sont congrues a 1 modulo 4. Si on applique A a g — 46w, les coordonnées aux
positions de T changent de signe et deviennent alors congrues a 3 modulo 4. Donc
pour que A(eq — 4€) soit dans A\, il faut que T soit dans .

U

N étant un sous-groupe de -0, il agit sur /\,. La proposition qui suit donne les orbites de

cette action.
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Proposition 4.8. N agit sur A\, avec les trois orbites : A2, /\% et A3 (voir §4 dans le Chapitre
3).
PREUVE. Réécrivons d’abord ces ensembles sous la forme :
NS = {er(2ex)|T,K € 63}
N = {er(eq—4e)|T € 6,1 € Q}
N} = {er(dei+4e))]i,j€ Q,i#j,T €%}
Soit
i) x = &7 (2ek) ety = &7/(2ex:) dans A3 ou
il) X =¢€7(eq —4e)) ety = €7/(eq —4e€y/) dans /\% ou
iii) x = 7 (4ej+4ej) ety = &1/ (4ey +4ej) dans A3
Par la 5-transitivité de My4 sur Q, il existe Tttel que soit
i) T(K) =K', voir le lemme 2.11 dans le Chapitre 2 ou
ii) (1) =1" ou
i) m(i, j) = (i', j').

La transformation &1/ ) -Mrest dans N, car T(T) € ¢ étant donné que M4 >~ AUt (%)
et T'+1(T) est donc également dans % Cette transformation envoie X sur y dans chaque
cas. Par exemple, pour le cas 1) :

ErymT) Mn(€(2ex)) = &rrymr)(€(2ex))

= ErymT)+mT)(2€')

= ST/(ZGK/)
Les autres cas sont semblables. Les orbites /\i2 sont disjointes car les éléments de N pré-

servent le nombre de coordonnées non nulles. O
Théoréme 4.9. Soit A € -0, si ord(A) est premier alors ord(A) < 23.

PREUVE. Soit A la matrice qui représente A, un élément d’ordre p € IP dans -0, dans la base
standard. Les entrées de la matrice A sont rationnelles car A préserve /\. Soit maintenant
T(x) le polyndme minimal de A sur Q. Puisque A est d’ordre p, la matrice A est une racine
du polyndme

XP—1=(x—1)-(xP1+xP2 4. 4+x+41)
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et donc T (x) divise xP~1 4-xP~2 4- ... 4-x+ 1. Ce dernier polyndme est irréductible sur Q et
alors T(X) =xP~! +-xP~2 4. 4+ x+ 1. Enfin le Théoréme de Cayley-Hamilton stipule que
T(x) divise le polyndme caractéristique de A qui est de degré au plus 24. 11 faut donc que

p—1 <24, ce qui laisse p < 23 car p est premier. 0
Théoréme 4.10. Soit A € 0. Si A(A3) C Aj alors A € N.

PREUVE. Soit H, le sous-groupe constitué des transformations de -0 qui stabilisent A2, et
soit X = 4ej +4ej.

La 5-transitivité de Mo4 sur Q, donne la 5-transitivité de N sur {ej|i € Q}.

Regardons 1’action de Ny ( ici Ny := Staby (X)) sur A3(X) (A3(X) représente I’ensemble

des vecteurs de /\3 perpendiculaires a X). Cette action possede les deux orbites suivantes :
Orbite 1 {£(4ej —4ej)} contenant 2 éléments

Orbite 2 {+4en, +-4ex|h,k, i, jdistincts} car la 5-transitivité de N sur les coordonnées nous
assure, pour tout (I, m), I’existence d’une transformation qui fixe i et j (donc dans

Ny) et envoie (h,k) sur (I,m) . Cette orbite contient (%) -2? = 924 éléments.

Par la Proposition 4.8, N stabilise /\3 et ainsi N C H, d’ou Ny C Hy. Les orbites de Hy
sur A3 (X) doivent alors étre une union de ceux de Ny sur Aj(X).

Si /\‘Z‘(X) possédait une seule orbite sur Hy, elle contiendrait 924 42 = 926 éléments et
alors :

[Hx| = |Orbp, (y)| - [Hxy| = 926 - [Hyy| =2-463 - [Hyy|.

Hy y représente les éléments de H qui stabilise X et y. Or comme 463 est premier, le Théoreme
de Cauchy (qui stipule que pour chaque premier p qui divise I’ordre d’un groupe G, il existe
un élément de G d’ordre p) nous donne I’existence d’un élément d’ordre 463 dans Hy et
ceci contredit le Théoreme 4.9. Hy posséde ainsi deux orbites sur A3(X) et si A € Hy alors

A(4ej+4ej) =4ej+4ej et
(A(4ej—4ej) =4ei—4ej = A(ej) =¢j) ou (A(4ej—4ej) =4ej—4ei = A(ej) =¢ej).

D’apres le Théoreme 4.7, A € Ny et donc Ny = Hy. On sait, d’aprés la Proposition 4.8, que N

agit transitivement sur A3 et donc H aussi agit transitivement sur A3. On a alors
4 4
INI = [AZ]- INx| = [A;] - [Hx| = [H]

d’ou H =N. i
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§5. MAXIMALITE DE N ET CARDINALITE DE -0

Pour démontrer la maximalité de N, on prend un sous-groupe H de -0 qui le contient
strictement. On démontre qu’alors H est transitif sur /A et que, pour chaque X € Ay, Hy est
transitif sur Ay (X) (I’ensemble des vecteurs de A, perpendiculaires 4 X). A I’aide de ces deux

faits, on obtient 1’égalité :
IH| = [A2] - [A2(X)] - [Hyxy[ oty € Ax(X).

En choisissant X et y convenablement, il est possible de calculer la cardinalité de Hy y, d’ou
nécessairement N est maximal.
Pour pouvoir choisir un H contenant N strictement, on doit d’abord s’assurer que N # -0.

Théoréme 4.11. N est un sous-groupe propre de -0.

PREUVE. Pour prouver ceci, nous allons construire une transformation dans -0\N. Soit P(T)
une hexade (voir §3.4 dans le Chapitre 1). On définit I’application
n: Q° — Q°
ei +—— ei—xeysiieUeP(T)

La transformation voulue est {1 := €7 - 1. Cette transformation n’est pas dans N puis-
qu’elle envoie €j, qui ne possede qu’une seule coordonnée non nulle, sur un vecteur qui en
possede quatre. Or, toutes les transformations de N sont une permutation suivie d’un change-
ment de signes des éléments de la base d’ou le nombre de coordonnées non nulles demeure
invariant.

Il reste a vérifier que {7 € -0. Pour ce faire, il est suffisant, d’aprés le Chapitre 3, de

montrer que
Vkes, (1(26K) € Aet {1 (W) € A ol w est un vecteur a coordonnées impaires.

Posons, tout d’abord, P(T) = {U,V,W,X,Y,Z}. Alors, pour tout K € %%, on a un des trois
cas suivants (en renommant les éléments de P(T), on se réduit a un de ces trois cas pour
chaque K) :

i) |[KNU|=|KNV|=4

ii) [KNU|=|KNV|=|KNW|=|KNX|=2

i) [KNZ| =3et|KNU|=|KNV|=|KNW|=|KNX|=|KNY|=1
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Remarquons que, d’apres le triangle des octades (voir Chapitre 1), chaque cas est réali-

sable. Regardons I’effet de €7 - ] sur 2ex dans chacune de ces situations :

i) €z-n(2ex)

i) €z-n(2ex)

iii) €z-n(2ek)

€z -N(2ey +2ey)

€z(2ey —4ey +2ey —4ey)
gz(—2ey —2ey)

€z(—2ek)

—2ex €N,

€z -N(2ekru +2eknv +2ekrw +2eknx)

€z(2exknu —2eu +2exrv — 2ev + 2exw — 2ew + 2eknx — 2ex)
€z(—2ey\k —2ev\k —2ew\k —2€x\k)
€2(—2eU\K+V \K+W\K+X\K)

€z(—2€K+U+v+wx)

—2BK+U+V+W+x E A,

£z(2ex —3ez — UV WX +Y)

€z(2ex\z +2exnz —3€z —€q\z)

2ex\z —2exnz +3ez —eq\z

2e\z —2eknz +4ez — (62 +€q\z)

ek (—2ex\z +2exnz +4ez\k —4€znk +2€k —€q)

ek (4ez\k —€q) €N, carék € -Oet (462 k —€q) €.

Dans chaque cas, on obtient €z -1(2ex) € A.Onadeplus T +Z € ¢, d’ ol €747 € -Oet

ainsi :

{1 (2ek) = €7 -N(2ek) = €142 (€2-N(2ek)) €A

Pour montrer que {1 € -0, il reste & démontrer que {7(W) € /\, oll W est un vecteur a

coordonnées impaires. En utilisant le fait que {3 = id, il découle du cas iii) que

N> 2ek =1 (Cr(26x)) =t (€142 € (482K —€Q))-

Ceci termine la preuve puisque les coordonnées de (€147 - €k (4€2\k — €q)) sont 1 et £3,

donc impaires.

g

La proposition nous permet de choisir N S H < -0. Ce H sera fixé pour le reste de la

section.
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Théoréme 4.12. H est transitif sur A».

PREUVE. D’apres le Théoréme 4.8, N posséde trois orbites sur Ay : A3, A3 et A3 (voir §4,
chapitre 3). N étant inclus dans H, les orbites de H sur A, sont des unions des orbites de N
sur /\,. Considérons I’orbite de H contenant /\‘2‘. Par le Théoreme 4.10, cette orbite ne peut

étre /\‘2‘. De plus,

INJUA3|=2%.3.23-89 et [AJUAS|=2%-3-19-109

et puisque 89 et 109 sont premiers, le Théoreme 4.9 et le Théoreme de Cauchy excluent
/\3 U /\% et /\‘2‘ U /\% comme possibilités. L’orbite qui contient /\3 est donc /\% U /\% U /\‘2‘ =

AVH 0J

Théoreme 4.13. Vyep, Hy est transitif sur Ax(x). On rappelle que A, (X) represente tous les

vecteurs de A\, perpendiculaires a x.

PREUVE. Regardons d’abord ce qui se passe pour X = €qg —4€, € /\. On sait du Chapitre
2 que My contient I’élément o = (0,1,2,...,21,22) et donc N contient I’élément my. Cet
élément fixe le vecteur €« et ainsi appartient a Ny C Hy. L’élément my est d’ordre 23 dans N
et ne fixe aucun élément de A, (X) (il suffit d’utiliser la classification de A\, a la page 38). En

utilisant le méme principe, on trouve que

ne{l,...,22} = (mq)" = mgn ne fixe aucun élément de A (X). (4.1)

Il découle de ceci que toutes les orbites de < mgy > sur A2(X) ont exactement 23 éléments.
Or comme < Mg > < Hy et comme les orbites de Hy sur A, (X) sont des unions des orbites
de < mq > sur Ax(X), la cardinalité de chaque orbite de Hy sur A (X) est divisible par 23.
Soit y un point quelconque de A. Puisque H est transitif sur /A, on trouve 1’existence de
AeAtelque AL Hy - A = Hy. Etant donné que la conjugaison conserve ’ordre des éléments

et la propriété 4.1, tout ce qui a été décrit précédemment pour le point X est vrai pour Yy aussi.
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Prenons donc y = 4e; +4ej (pour faciliter les calculs) et trouvons les orbites de Ny sur Ax () :

Ay = {(4e; —de)}

Ry = {Hdey +4e|[{k, i, )| = 4}

As = {er(2ex)|{i, [} K =0,T € ¥}

A, = {er (2ex)|{i, j} CK,T €%, |[{i, j}nT| =1}

A, = {er(eq —4de,)lze Q\{i, j}.1{i,j}NT|=1,T € %}

Soit X une orbite de Hy sur A, (y). Etant donné que Ny < Hy, X est une union de ces der-
nieres orbites. La cardinalité de X est donc une somme de la cardinalité des orbites qui le
constituent.
Calculons, a I’aide des triangles des octades et des dodécades, la cardinalité des orbites
de Ny sur A (y) :
- |K;2‘| —2
~ A= (3)2=223.7-11
— |K§\ = (nombre d’octades qui n’intersectent pas {i, j}) - (toutes les fagons d’avoir un
nombre pair de *—2') = 330-27 =28.3.5-11
— ﬁi\ = (nombre d’octades contenant {i, j}) - (toutes les fagons d’avoir un nombre pair
de’—2'etun seul’ —2’ en position i ou j) =77-2-2°>=2%.7-11
- |K§| =(nombre de ¢ -ensemble qui intersectent {i, j} en un seul point)-(les positions
possibles du 3, c’est-a-dire n’importe quelle position sauf i et j) = 2(nombre d’oc-
tades qui intersectent {i, j} en i + nombre de dodécades qui intersectent {i, j} en i +
nombre d’hexadécades qui intersectent {i, j} eni)-(|Q\{i, j}|) =2(176+672+176) -
22=212.11
Comme |X | doit étre divisible par 23, regardons chacun des nombres qui viennent d’étre

calculé modulo 23.
Aa] =2 = 2mod(23)

|ﬁ2| =22.3.7-11 = 4mod(23)
A3] =28-3-5-11 = 12mod(23)
o] = 26.7- 11 = 6mod(23)
Aa| =22 11 = 22mod(23)
Le seul moyen d’additionner ces nombres pour obtenir 0 modulo 23 est de tous les addition-

ner, ¢’est-a-dire que X = A, (y), d’ot la conclusion. O
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Lemme 4.14. Soient les vecteurs x = 4ej +-4e; ety = 4ej —4ej, alors
Nx7y = Ex7y . StabM24 (X, y)
et Ny y est de cardinalité
210 |Stab,, (x,y)| = 27 - [Mag| /(24 -23).
PREUVE. Soit A = &1 -my € Nyy. Pour que A fixe X et y, il faut d’abord que i, j € T. De plus,

pour que My fixe X, Tt doit soit contenir le deux-cycle (i, j) ou soit fixer i et j. Mais, dans le

premier cas, My ne fixe pas Yy, d’ou Ttdoit fixer i et j. Alors
Nx7y - Ex7y ’ StabM24 (X7 y)

Trouvons la cardinalité de Ey y et de Stabw,, (X,Y).
La cardinalité de Ey y correspond au nombre de 4 ’-ensembles ne contenant pas les points

i et j. A I’aide du triangle des octades et des dodécades, on trouve
[Exy| = 1+330+616+77 = 1024 =21°.
La 5-transitivité de M4, nous donne 1’équation suivante
[Mau| = Q- [Staby, (x)] = Q|2 {x}] - |Staby, (x,y)| = 24 -23 -|Stabup,(x,Y)|
et donc |Stabw,, (X,y)| = |[Ma4|/(24 - 23). O
Théoréme 4.15. N est un sous-groupe maximal de -0 et
ord(-0) =222.3%.5%.72.11.13.23.
PREUVE. On a vu a la Section §4 du Chapitre 3 que |A;| = 196560 et en additionnant

les orbites dans la preuve du Théoréme 4.13, on trouve Vyep, |A2(X)| = 93 150. Prenons

X = 4ej +4ej. L’orbite de H sur ce point est, d’apres le Théoreme 4.12, A\, et ainsi
|[H| = |Orby (X)| - [Hx| = |A2] - [Hx| = 196 560 - |Hy|.

On fait maintenant agir Hy sur /A>(X). On prend y = 4ej —4€j € /\»(X) et grice au Théoreme

4.13, on trouve :

|Hx| = |Orbu, ()| - [Hxy| = [A2(X)] - [Hxy| = 93150 [Hyy].
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Enfin, on remarque que Hyy = Nyy, car si A fixe X et y, alors il fixe €;j et, par le Théoreme

4.7, A € Ngy. Or d’apreés le Lemme 4.14, [Ny | = 20+ [Ma4|/(24-23). On obtient donc
IH| =196560-93150-2'0. |Moy|/(24-23) =22%.3%.5%.72.11-13.23
pour chaque H qui satisfait N < H < -0. Le sous-groupe H doit donc étre égal a -0. [

La seule information de ce chapitre qui sera nécessaire pour le prochain chapitre est la

cardinalité de -0 que I’on vient de calculer.



Chapitre 5

GROUPES DE CONWAY

§1. INTRODUCTION

Ce chapitre est 1’aboutissement de cet ouvrage. On y définit les groupes de Conway et

on démontre leur simplicité.

§2. DEFINITIONS ET CARDINALITES DES GROUPES DE CONWAY

On définit les groupes de Conway comme étant :

1:=-0/<—-1>,
2:=-1lyouveet

=1y ouwe As.

C’est ici que la cardinalité de -0 prend toute son importance. On 1’utilise pour calcu-
ler la cardinalité de -2 et -3. En effet, on montre préalablement que ces groupes agissent,

respectivement, de facon transitive sur /A, et /A3 et ainsi
[-0l=[Aaf-]-2[ et [-0]=]|A3]-]-3].
Lemme 5.1. -0 agit transitivement sur A\, et As.

PREUVE. (-0 agit transitivement sur /\;) Le théoréme 4.12 donne la conclusion.

(-0 agit transitivement sur A3) On remarque, d’abord, que /\g et /\% sont deux orbites
disjointes lorsque N agit sur A3.

Or, lorsque -0 agit sur A3, I’orbite qui contient /\g contient également /\% (voir Section

§4 du Chapitre 3). En effet, il suffit de prendre 1’élément {1 € -0 (voir preuve du Théoréeme
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4.11) avec T qui correspond au quatre premieres coordonnées de w = (5,1,...,1), c’est-a-

dire T = {,0,1,2}, pour se rendre compte que
r(w)=(1,-3,-3,-3,—1,...,—1) € Al.

Donc, tous les vecteurs a coordonnées impaires de /A3 (/\% U /\g) se retrouvent dans la méme
orbite sur -0.

Soit, maintenant, y € /\% U /\‘3‘ et soit T € Q4, formé de la position des coordonnées +2,
42, £2 et 0. Alors {7 (Yy) est a coordonnées impaires et donc -0 agit sur /A3 avec une seule

orbite. ]

Remarque 5.2. Gréace a ce lemme, les groupes -2 et -3 sont bien définis.

Corollaire 5.3.
|-1]=1-0|/2=2%".3%.5%.72.11-13-23
|-2|=218.36.53.7.11.23
|-3]=210.37.53.7.11.23

PREUVE. De la fagon dont -1 a été défini, il est clair que |- 1| = |-0[ /2. En utilisant le dernier

lemme, on trouve que :
|-2]=1-0]/|A2]
|-3[=1[-0[/|As]
Or, dans le chapitre sur le réseau de Leech, on avait trouvé que
IA2| = 196560 =2%.33.5.7-13
N3] =16773120=2!2.32.5.7-13
Pour terminer la preuve, il suffit de déterminer la cardinalité de -0, ce qui a été fait au Théo-

reme 4.15. O

§3. -1 EST SIMPLE

Pour démontrer la simplicité de -1, on aura besoin de la cardinalité de -0 ainsi que les
résultats qui suivent.

Lemme 5.4. Soient a, [ les éléments définis dans le Chapitre 2. Alors

Co(Mg) =< —1>-<mg > etNo(<mg >) =< —1>- <My, Mg >,
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ol C.o(mq) est le centralisateur de mg dans -0 et N.o(< mq >) le normalisateur de < mg >

dans -O0.

PREUVE. — (Co(mg) €< —1 > - < mqg >) Montrons que si A € C.o(Mg) alors A € N.
Gréce au Théoreme 4.7, il est suffisant de montrer qu’il existe i et j tels que A(ej) =
+e;j. Pour ce faire nous allons montrer que A(€w) = F-€c.

Supposons que A(ex) =V = (Veo,Vp, . . .,V22). On doit avoir A - Mg = Mg - A et en parti-

culier :
(Voo, V1, - -, V22,V0) = Mg (V) = Mg (A(Ew)) = A(Mg(Ex)) = A(Ew) = V.

Donc, V= (a,b,b,...,b) ola =V et b =Vvy =V =--- = Vp,. On sait, par définition,

que -0 < 024(Q), d’ou
1= lew||* = ||A(ew)[|* = [|v||* = a* +23b.

Cette derniére équation n’a que (a,b) = (41,0) comme solution rationnelle. Or, A €
024(Q), d’oti A(ew) =V € QP et ainsi V = F€.

Donc, A = €1 -mypour T € € et TTE Myy. Montrons qu’alors T =Qou T = Q et que
1= o' pour un certain i dans {0,1,2,...,22}. Il y a deux possibilités a considérer :
A(ep) = +ejoul(eg) = —e;.

— SiA(eg) = ej, alors
A(er) =A(Ma(eo)) = Ma(A(eo)) = Ma(ei) = eit1

et, similairement, on peut montrer que pour tout j # o, A(ej) = € +jmod(23)" De

plus, on doit avoir
A(EQ\ oo} — 38w) = A(EQ\ (e}) — 3A(Eeo) = €0\ (e} — 3" w0 € A

car A € -0 et e (oo} — 360 = €Q —4€0 € A3. Or, la seule possibilité est que A(€w) =
€« et alors T = 0 ce qui revient a dire que €7 = id.

— SiA(eg) = —e;j alors on obtient T = Q et 7 = —id.

On sait maintenant que A = My ou A = —My. Enfin, les seuls éléments de Sq qui

commutent avec O sont les puissances de o, d’ou la conclusion.
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— (No(<mg >) =< —1 >+ <mg,mg >) Comme au cas précédent, on obtient que, si
A € Np(< mg >), alors A € N. On peut également montrer qu’il existe TLE Moy tel que
A=Mpoul = —Mp
Pour terminer la preuve, il reste & montrer que My €< Mg, Mg >. Ceci revient a dé-

montrer que

Nmy, (<0 >) =<a,B>.
— (D) I suffit de se rendre compte que
B-a-p!=a
pour avoir I’inclusion.
— (©) Soit A € Nw,, (< a >). On doit avoir A -0 -A~! €< a >, c’est-a-dire
Aa=ak-A

pourk € {1,...,22}.
Si A(e0) =i # oo alors
i =A(o0) =A-a(e) =ak-Aeo) = ak(i) = (i +k) mod(23)
qui n’est vraie que si k = 0, d’olt une contradiction. Donc A(o0) = o0, Si A(0) = ],
alors la transformation 1 := o1 - \ est dans Nm,, (< o >). Elle fixe o et envoie 0

sur 0.

Sin-a=a'-npourle{l,...,22} alors

n(1)=n-a(0) =a"'-n(0) = a''(0) = Imod(23)
n2) =n-a2(0)=a*'-n0)=a?'(0) =2-1mod(23)

n(h)=n-af0)=a"".n(0)=a"'(0) =h-1mod(23)

— Sil =2"mod(23), alors N = " et
A=ol.pe<a,p>.

— Si | n’est pas une puissance de 2 modulo 23, alors on peut trouver m tel que

[ =5-2M Lélément B~ -n € Nuy, (<a>)etB™m-n(l)=5,d ot

B~".n=(0,5,10,15,20,2,7,12,17,22,4,9,14,19,1,6,11,16,21,3,8,13,18) = al4
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etainsiA=al - ™. al* e<a,B >.
O

Lemme 5.5 (Argument de Frattini). Soit G, un groupe fini, et soit H, un sous-groupe normal

de celui-ci. Pour tout Sylow sous-groupe P de H on a
G =H-Ng(P).
De plus, si p est un diviseur premier de |G|, alors p divise |H| ou [Ng(P)|.

PREUVE. Soitg € G,comme H<G, onagPg~! C H et puisque gPg~! a la méme cardinalité
que P, gPg~! € Syl(H). Donc, par le Théoreme de Sylow, il existe h € H tel que gPg~! =
hPh~!, d’oti (h—!g)P(h~!g)~! =P. Autrement dith—'g € Ng (P) et, ainsi, il suffit de prendre
g = h(h~'g) comme décomposition.

Supposons que p JO(H), alors p|[G : H]. Par le Deuxieme Théoréme d’Isomorphie
G/H = (H-Ng(P))/H ~Ng(P)/(HNNg(P)),

d’ot p | O(Ng(P)/HNNg(P)) [ O(Ns(P)). U

(232 —1)- (232 —23)

=2%.3.11.23.
22

Lemme 5.6. |SL,(23)| =

PREUVE. On sait que la cardinalité de GL,(23) est (23% — 1) - (23% — 23). Pour avoir la

conclusion, il suffit de remarquer que les ensembles

{A € GL,(23)|det(A) =k}
sont tous en bijections. 0
Proposition 5.7. Le groupe PSL,(23) est simple.

PREUVE. Soit <(_01 01)> < H <1 SL,(23). Montrons qu’alors H :<(_1 01>> ou H =
SL»(23).

— Si 23 divise |H|, alors il existe un 23-Sylow sous-groupe P de H. D’apreés la cardi-
nalité de SL,(23) (voir lemme précédent), P est également un 23-Sylow sous-groupe
de SL,(23). L’élément o = ((1) i) de SL,(23) est d’ordre 23 et donc <((1) i)> est un
23-Sylow sous-groupe de SL,(23). Par le Théoreme de Sylow, il existe g € SL;(23)
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tel que g-P-g~! :< ((1) 1) > La normalité de H implique que <<(1) i>> < H et que

I’élément

)=o) G)0-00)

est dans H. Mais alors H doit contenir toutes les matrices de la forme

d’ott H = SL,(23) (voir Proposition 2.2).
— Si 23 ne divise pas |H|, soit p un diviseur premier de H et P un p-Sylow sous-groupe
de H. Alors, d’apres I’argument de Frattini, 23||Nsi, (23)(P)|. Soit B un élément d’ ordre

23 dans Ngi,(23)(P). Il découle du Lemme 5.4 que

1 1 -1 0 1 1
CsL,(23)( ) = : .
01 0 -1 01

Par le Théoréme de Sylow, il existe g € SL,(23) tel que
11 B
<B>=g- g
0 1

1
B=g- -9~ ! pour un certain i € {1,2,...,22}
01

d’ou

Avec ceci, on obtient

Coua(®) = 9-Couay (| 1))-0"
() ()
(G e

i) Si p # 2, alors le seul €lément de P qui est dans Cg|,(23)(B) est I'identité. En
effet, d’apres ce qui précede |Csp,(23)(B)| = 2-23. Or |P| n’est ni divisible par 2,
ni divisible par 23. Le sous-groupe < B > agit donc par conjugaison sur P avec
des orbites de longueur 23, sauf I’orbite de 1’identité qui, elle, contient 1 élément.

Gréce a ceci, on obtient la condition suivante sur |P| :

IP| = 1 mod(23).



58

En regardant la cardinalité de SL,(23), on s’apergoit que cette équation n’est ja-

mais satisfaite.

ii) Si p = 2, alors on peut supposer que P = H. En effet, dés qu’un nombre premier
différent de 2 divise I’ordre de H, on retombe dans le cas i). Comme P = H,
Csi,(23) (B) contient maintenant deux éléments de P : I’identité et I’inverse additif

de I’identité. On obtient alors la condition suivante sur |P| (= |H]) :
|H| = |[P| =2 mod(23),

qui n’a que |H| =2 comme seule solution. C’est-a-dire

Proposition 5.8. Le groupe -1 est simple.

PREUVE. Soit H<-0 tel que < —1 >C H. Nous allons montrer qu’alors H =< —1 > ou

H = -0. Pour ce faire, on va séparer la preuve en deux parties.

a) (Si 23 divise |H|.) Alors H contient un 23-Sylow sous-groupe P. Comme |- 0| n’est pas
divisible par 232, P € Sylp;(-0) et, donc, il existe g € G tel que gPg~! =< mg >. Par
la normalité de H, on obtient < myg >< H et alors < myg >€ Syly3(H). En utilisant le

Lemme 5.5, on trouve
‘0=H - No(<mg >).
D’apres le Lemme 5.4 et le fait que a, B € PSL(23), on a
No(< Mg >) =< —1>-<mg,mg ><< —1,PSL,(23) >
Considérons le sous-groupe suivant de PSL,(23) :

L =< gmeg'|g € PSLy(23) >

Ce sous-groupe, non trivial, est normal dans PSL,(23) et est donc égal a celui-ci, d’apres

le Lemme 5.7. Or, puisque Mg € H et H <-0, H contient tout les conjugués de mqy et donc

PSL,(23) =L C H.
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Enfin, comme —1 € H, on trouve
N.o(< mg >) C< —1,PSL,(23) >C H

d’ou-0=H-Ny(<a>)=H.

b) (Si 23 ne divise pas |H|.) Soit p un nombre premier qui divise ’ordre de H et soit P €
Sylp(H). Alors, par le Lemme 5.5, 23 divise 1’ordre de N.o(P) et donc N.O(P) contient
un élément m’ d’ordre 23. En utilisant le Lemme 5.4 et le fait que < m’ > est conjugué a

< Mg > (car ce sont deux 23 Sylow sous-groupes), on trouve :
<m'>=h<mg>h"'=m=h-m-h7"i£0

et alors

Co(m) = h-Co(my)-h~!
= h-Co(mg)-h1, car Co(my) = C.o(mi,) pouri#0
= h(<—1> -<mg>)h!
= <—-l>-<m>.

i) (Si p # 2) On remarque, d’abord, que 1’ordre de C.o(m’) est 2-23 et par conséquent
tous les éléments de P, autre que 1’identité, ne peuvent étre dans C.o(m’). Il découle
de ceci, et du fait que m’ € N.o(P) que le groupe < m’ > agit par conjugaison sur P
avec des orbites possédant 23 éléments excepté 1’orbite contenant 1’identité P. Pour

que cette derniere propriété soit vraie, P doit satisfaire
|P| =1 mod(23).
ce qui est impossible, étant donné la cardinalité de -0.

ii) (Si p=2) Dés qu’un nombre premier différent de 2 divise I’ordre de H on se retrouve
dans le cas précédent. Alors ici on suppose que le seul nombre premier qui divise
I’ordre de H est 2, auquel cas P = H. En répétant le raisonnement du cas i), on se
rend compte que < m’ > agit cette fois-ci sur P (= H) avec deux points fixes : 1 et

—1 (=1 € H par définition). D’ou
|P| =2mod(23)

qui laissent [H| = 2 ou |H| = 2!2 comme seules possibilités.
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Supposons que |H| = 2!2. Regardons le sous-groupe
Co(H) :={g € -0|¥hen gh=hg}.

Si Co(H) = -0 alors H < C.o(m’) ce qui est impossible puisque 2'? ne divise pas
2-23. On remarque de plus que C.o(H) est un sous-groupe normal de -0 qui contient
—1. En appliquant i) et ii) sur ce celui-ci, on conclut qu’il est de cardinalité 2",

Montrons maintenant que ceci est impossible. Soit p un élément d’ordre 13 dans
-0. Posons |CH(p)| =22 comme —1 € H, 1 < a < 12. La normalité de H dans -0
implique que le sous-groupe < p > agit sur H par conjugaison avec des orbites de

longueur 13, en laissant exactement 22 points fixes. En équation ceci nous donne :
212 = |H| = 2% mod(13)

qui n’a comme solution que a = 12 ou 0. Cette derniere solution est a rejeter car
—1 €H.Donca=12et Cq(p) =H d’out p € Co(H) ce qui contredit le fait que

C.o(H) est un groupe de cardinalité 2".

[H|=2etalors H =< —1 >.

§4. -2 ET -3 SONT SIMPLES

Etant donné que 1’ordre des groupes -2 et -3 est plus petit que 1’ordre de -1, la preuve
de leur simplicité s’avere plus simple. L’idée demeure la méme que celle employée pour la
simplicité de -1 et de PSL,(23).

Lemme 5.9. Soit p un nombre premier et G un groupe abélien de cardinalité p". Si I’expo-

sant du groupe est p, alors
et G peut étre vu comme un espace vectoriel sur Z, de dimension n. De plus, les homo-

morphismes de G sont isomorphes avec les applications linéaires de G. En particulier,
Aut(G) ~ Autr (G) ~ GLn(p).

PREUVE. SoientXj,X3,...,X, des éléments d’ordres p dans G tels que Xj €< X1, X2, ..., Xj—1 >.

La commutativité de G implique que pour chaque i, < Xj > < G. Il est immédiat que pour
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i # j, <Xi >N <Xj >= {1}. Enfin le sous-groupe < Xi,Xz,...,Xn > est d’ordre p" et est

donc égale a G. Mais < X1,X2,...,Xp >=<X] > - <Xp > -...- < Xp > et ainsi
~ n
G~ Zp.
Le reste du théoreme découle directement des définitions. O

Proposition 5.10. Les groupes -2 et -3 sont simples.

PREUVE. Posons G = -2 ou -3. On sait du Chapitre 2 que
<a,B><PSL(23) <G.

L’élément —1 de -0 ne fixe aucun élément de A\, et de A3 d’ou-1 ¢ Get
Ne< Mg > =<Mq,Mmg > .

Soit H un sous-groupe normal de G. Encore une fois, nous allons séparer la preuve en
deux parties.

— (Si 23 divise |H|) I suffit de refaire le cas a) de la preuve du Théoréme 5.8 pour trouver
H=0G.

— (Si 23 ne divise pas |[H|) Soit p un diviseur premier de |H| et soit P € Syly(H). On

applique le cas b) de la preuve du Théoreme 5.8 mais cette fois comme —1 & H, on a
|P| = 1mod(23)

pour les deux cas p#2et p=2.

— (Si G = -2) La seule possibilité qui satisfait cette égalité est [H| = 211,
Regardons le sous-groupe C.,(H). Tout d’abord, on a C.5(H) # -2 et C(H) <2
comme dans la preuve du Théoreme 5.8. Les seules possibilités qui restent pour
IC2(H)| et pour |C.2(H)NH| sont 1 et 2'1. Or, le centre d’un p-groupe est non trivial
(il suffit de faire agir H sur lui-méme par conjugaison et d’utiliser 1’équation des

Cao(H)|=2"et|Co(H)NH| =2!". C’est donc dire que C.,(H) =H

classes), d’ol
et que H est abélien.
Montrons que tous les éléments de H sont d’ordre deux. Par le Théoreme de Cauchy,

H contient un élément h d’ordre deux. Considérons le sous-groupe

K=<g-h-gllge2>.
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K est non trivial, est un sous-groupe de H et est un sous-groupe normal de -2. La
cardinalité de K est alors 2'! et ceci implique K = H. Or tous les générateurs de
K sont d’ordres deux et commutent entre eux d’ou chaque élément de K = H est
d’ordre deux. D’apres le Lemme 5.9, on a donc Aut(H) ~ GL;(11). On peut faire
agir -2 sur H par conjugaison (car H <-2) et on obtient, par le Premier Théoreme

d’isomorphie :

2 Aut(H) ~ GL,(11)

~.,

2/ker(¢) ~-2/H

Ce qui donne comme conclusion que -2/H peut étre vu comme un sous-groupe de

GLy(11). Or

|-2/H|=27-30.5%.7.11-23
|GLy(11)] =2%-3%.52.73.11-17-23-312-73-89- 127

et ceci est impossible car 53 divise ’ordre de -2/H et ne divise pas 1’ordre de
GL,(11).
— (Si G = -3) La cardinalité de -3 suffit pour montrer qu’il n’existe pas de tel P.

O

On sait donc maintenant que les groupes -1, -2 et -3 sont simples. Pour démontrer leur
sporadicité, il resterait a démontrer que ces groupes ne peuvent faire parti d’aucune famille
infinie de groupes simples (voir Annexe B). Pour réussir a démontrer ceci, il est suffisant
de regarder I’ordre des groupes de Conway et de démontrer qu’il ne correspond a I’ordre
d’aucun des groupes faisant parti des familles infinies.

Par exemple, les groupes de Conway ne peuvent étre des groupes de type G,(q). Un

groupe de ce type est de cardinalité
o (a°~1)-(a*~1)

ol g = p", p est premier. Supposons que la cardinalité d un des groupes de Conway, appelons
le G, est égale 2 p - (p® — 1) (p?" —1). Le nombre premier p doit alors se retrouver au

moins 6 fois dans la décomposition en nombre premier de 1’ordre de G. Ceci ne laisse que
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q =2,2%,23 ou 3 comme possibilités. Si g = 2,22 ou 3, alors
Gl >d®-(a°—1)- (¢~ 1)

d’oll on peut rejeter ces possibilités. Si g = 23 alors G ne peut étre égal 4 -3, car -3 n’est pas

divisible par 2!8. On a alors

G| >q° (q°—1)-(q>— 1)

si G # -3. Donc les groupes de Conway ne font pas partis de la famille G,(q).

La procédure est semblable pour les autres familles.



CONCLUSION

Il est intéressant de constater que les Chapitres 1 a 4 ont comme but principal le calcul
de I’ordre de -0. Avec cette donnée, on trouve la cardinalité des trois groupes de Conway. La
simplicité de ceux-ci découle de leur cardinalité et du Lemme 5.4, une propriété propre au

groupe -0.

Lorsque John Conway, en 1967, travailla sur le groupe de symétrie du réseau de Leech, il
recourra a I’aide de John Thompson. L’ anecdote suivante traduit bien le fait que la cardinalité

est une information essentielle.

Conway appella Thompson et lui donna la cardinalité de -0. Quelques mi-
nutes plus tard, Thompson rappela Conway en affirmant que -0 contenait trois
groupes simples. On blaguait a ce sujet en disant que si vous aviez un entier,
il suffisait d’appeler Thompson pour savoir s’il y avait un groupe simple de

cet ordre.!

Ce mémoire est donc un bel exemple qu’une des richesses de la théorie des groupes est

le lien qui existe entre celle-ci et I’arithmétique.

Woir [Thompson] pour plus de détails.



Annexe A

INDEX DES NOTATIONS

On retrouve dans cet index les pages ou chaque symbole a été défini.



Annexe B

LISTE DES GROUPES SIMPLES FINIS

GROUPES ALTERNES ET CYCLIQUES

Groupe | Ordre

Zp,pelP p
An,n>=5 1 n!/2

GROUPES DE TYPE DE LIE

Soit g une puissance d’'un nombre premier.

Groupe Ordre
An(q),n>1 n(n+1)/2 - i+1_1
(9),n> q nI]:|1<0| )
Bn(q),n >2 q“zrlmz‘—l)
Cn(q),n >3 q” n (@* -1
Il:l n—1 .
Dn(q),n >4 q”(””(Q”—l)]'l(qz'—l)
G2(q) q°(q®—1)(g*—1)
F4(q) (@2 —1)(@®*—1)(q® = 1)(g*— 1)
Es() g’ (g2 —1)(g” = 1)(q® — 1)(q® = 1)(° — 1)(g* — 1)
E7(q) q® (@ - 1)@ —=1)(q? - 1)@= 1)(q® - 1)(a° —1)(q* — 1)
Es(a) 9@ -1 -1 -1)@®*-1)@"*-1)(@?-1)(g* - 1)(g*—1)




Ordre

n

qn(n+1)/2 (qi+1 _ (_1)i+1)
[]

P+ 1)(a—1)

n—1

g"=(g"+1) ]‘! (@*-1)

3D4(q)

q'(q®* +a*+1)(a° = 1)(g* - 1)

262(Q) 0= 32m+l

0’ (q® +1)(q—1)

*Filg).q=2""!

q'2(a®+1)(q* — 1) (> +1)(g—1)

’E6(q) (a2 —1)(0° +1)(q® —1)(a® = 1)(a* + 1)(g* — 1)

GROUPES SPORADIQUES

Groupe Ordre

My 24.32.5.11

M, 26.33.5.11

M», 27.32.5.7-11
Mo3 27.32.5.7-11-23
Moy 210.33.5.7.11-23
Ji 23.3.5.7-11-19

J 27.33.52.7

J 27.3%.5-17-19

Jy | 221.3%.5.7-11%.23.29.31-37-43
HS 29.32.5%.7.11
McL 27.36.53.7.11

Suz 213.37.52.7.11-23
Ru 214.33.53.7.13.29
He 210.33.52.73.17

Ly 28.37.56.7.11-31-37-67
ON 29.34.5.73.11-19-31
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Groupe Ordre
1 221.39.54.72.11-13.23
2 218.36.53.7.11.23
3 210.37.53.7.11-23
Finn 217.39.52.7.11-23
Fins 218.313.52.7.11-13.17-23
Fiog 221.316.52.73.11.13.17-23-29
Fs 215.310.53.72.13.19.31
= 214.36.56.7.11-19
= 241.313.56.72.11.13.17-19-23-31-47
Fp | 2%.320.59.76.112.133.17-19-23-29-31-41-47-59-71

Ces tables sont tirées de [Atlas].
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Annexe C

THEOREME SUR LES DIMENSIONS

On donne ici la preuve que pour chaque espace vectoriel E de dimension finie et pour
chaque sous-espace F de E
dimE = dimF +dimF*.
ot F représente les vecteurs orthogonaux a F par rapport a4 n’importe quelle forme
bilinéaire non dégénérée et symétrique sur E.
Lemme C.1. Soit E un espace vectoriel de dimension fini sur K et F un sous-espace de E.

On définit I’espace dual de E comme étant I’espace
E*:={l:E — K]l est linéaire}
et I’annulateur du sous-espace F comme étant 1’espace
Fo:={f e E*|Vyer f(v) =0}.
Alors

dimE = dimF +dimF°

PREUVE. Soit {by,...,by,...,by} une base de E telle que {by,...,by} soit une base de F.
Considérons maintenant la base {fi,..., f,} de E* définie par ¥ j fi(bj) = &j;. Montrons

que {fri1,..., fn} est une base de F°. On remarque d’abord que
Visr+1,j<r fi(bj) =06ij =0

et donc que fri1,..., fy s’annulent sur {by,... by} donc sur F, c’est-a-dire qu’ils sont
dans F°.

On obtient I’indépendance linéaire des éléments f1,..., fy d’apres leur construction.
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Il reste & montrer que frip,..., fy engendrent F°. Soit f € F°, comme {f,..., f,} est

une base de E*, on peut trouver 0, 0»,...,0, € K telles que
f=o0;f+...+anfy
Mais
feF°=Vicr 0= f(bj) =a; fi(by) +... +aifi(bi) +... +anfa(bi) = aifi(bi) = aj,

douo; =0y =...=0dr=0et alors, f = a4 fri1+...+0apfy. Lensemble { fr;,..., fn}

engendre donc F° et

dimF°=n—r=dimE —dimF
UJ

Théoreme C.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Soit ¢ une forme bili-

néaire non dégénerée (Vxce ¢(X,y) = 0=-y =0) et symétrique sur E. On définit pour A C E
Al = {X € E|Vaca 0(x,a) = 0}.

Il est a noter que A est toujours un sous-espace de E, méme si A n’en est pas un. On a

alors pour chaque sous-espace F C E

Ve<g dimE = dimF +dimF*.

PREUVE. Regardons I’application linéaire
Y: E — E*
e — ¢(7 e)

N

En identifiant E** a E de la fagon suivante :

X: E — E¥™

e — Xe

Xe: E* — K
f — f(e)



on a

(ImWlE)® = {Xve€E™ Vi) Xv(f) =0}

= {VEENtemyp) f(v) =0}

= {v€EVwer ¢(v,w) =0}

= FL
D’apres le lemme C.1,

dimE = dim(Im(|r))°+dim(Im(Y|F))
= dimF* +dim(Im(Y|F))

Or, on a dimF = dim(Im(Y|g)) 4+ dim(ker(Y|g)) et

ker(Wlg) = {e€F|o(,e)=0}
= {e€F|Vxee d(x,e) =0}
= {0}, car ¢ est non dégénérée.

Donc, dimF = dim(Im(|g)) et, ainsi, dimE = dimF +dimF*.
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