8.7. Un lemme clé. Soient a > b deux nombres naturels. Si b = 0 alors pged(a,b) =
0. Si b # 0 il existe deux nombres naturels ¢, tels que a = gb+r et 0 < r < b et
pged(a, b) = pged(b, ), par lemme [8.1] C’est une étape dans l'algorithme d’Euclide pour
calculer le pged(a, b). Nous n’avons par montré ce lemme encore, car nous voulions faire un

peu plus! Voila.

Lemme 8.3. Soient a > b deux nombres naturels et d = pged(a,b).
Sib =0 alors pged(a,b) =a etd=1-a+0-b.
Si b # 0, par division avec reste il existe des entiers q et r tels que a = qgb+r et 0 < r < b.
(i) Alors d = pged(a,b) = pged(b, ).
(ii) Si d = sb+ tr, pour deux entiers s,t, alors d = ta + (s — tq)b.
Ou en mots : si on peut écrire d comme une combinaison Z-linéaire de b et r, alors on
peut aussi écrire d comme une combinaison Z-linéaire de a et b.

Démonstration. (i) Soit n > 1 un diviseur de b. Si n|a, alors aussi n|(a — gb) et n|r. Par
contre si n|r, alors aussi d|(¢b + r) et n|a.

En mots : n est un diviseur en commun de a et b si et seulement si n est un diviseur en
commun de b et r. En particulier, ¢a fonctionne aussi pour le plus grand commun diviseur :
pged(a, b) = pged(b, ).

La partie (ii) s’obtient d'une simple substitution :
d=sb+tr=sb+t(a—gb) =ta+ (s — tq)b.

O

8.8. Deux méthodes de calcul : Palgorithme de Bézout-Euclide. Ce lemme nous
donne par récurrence aussi un fagon de trouver deux entiers s, t tel que sa + tb = pged(a, b).
Apres avoir utilisé I'algorithme d’Euclide pour calculer le pged, on monte du bas vers le haut.

C’est la premiere méthode.

8.8.1. Méthode par substitutions. Nous référons au calcul de pged(1351,1064). On avait :

1351 = 1-1064 + 287
1064 = 3-287+ 203
287 = 1-203+4 84
203 = 2-84+35
84 = 2-35+14
35 = 2-14+4+7
14 = 2.-7+0.
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Ce qui donne

287 = 1351 —1-1064
203 = 1064 —3-287
84 = 287—-1-203
35 = 203 —-2-84
14 = 84—-2-35
7T = 35-2-14
0 = 14-2-7.

En commencant par
7T=350—2-14,

on monte successivement dans la chaine des divisions-avec-restes d’Euclide. On substitue le
reste obtenu dans 'étape avant, puis on fait une réarrangement des termes, et on obtient
une autre combinaison Z-linéaire.

En exemple : On substitue 14 = 84 — 2 - 35 dans 7 = 35 — 2 - 14, puis on réarrange, et on
obtient

7 = 35-2-14
— 35-2-(84—2-35)
= —2.84+5-35.

Et on continue. Voir aussi [R, Exemple 1,p. 129], pour cette méthode-par-substitutions.

Explicitement :

7 = 35—-2-14=35—-2-(84—2-35) =
= —2.8445-35=-2-8445-(203—2-84) =
= 5-203+ (—12) -84 =15-203+ (—12) - (287 — 203) =
= (=12)-287+17-203 = (—12) - 287 + 17 (1064 — 3 - 287) =
= 17-1064 + (—63) - 287 = 17 - 1064 + (—63)(1351 — 1064) =
= (—63)-1351 480 - 1064.

En effet (—63) - 1351 + 80 - 1064 = —85113 + 85120 = 7 est une combinaison Z-linéaire
cherchée.
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8.8.2. M¢éthode de Bézout. Nous préférons une autre méthode. Cette méthode commence en

n "

haut avec deux combinaisons Z-linéaire triviales. On descend a droite du "=" selon 1’algo-

rithme d’Euclide, et on fait les mémes soustractions a gauche du "=", pour maintenir le
) )

En exemple : On commence avec les deux combinaisons Z-linéaires de 1351 et 1064 tri-
viales :

1-13514+0-1064 = 1351
0-1351+1-1064 = 1064

Parce que 287 = 1351 — 1064 on a aussi

287 = 1351 — 1064
— [1-135140-1064] — [0- 1351 + 1 - 1064]
— (1—0)-1351+ (0 —1) - 1064.

D’ou une autre combinaison Z-linéaires de 1351 et 1064 :

1-135140-1064 = 1351
0-1351+1-1064 = 1064
1-1351+ (—1)-1064 = 287

Parce que 1064 — 3 - 287 = 203 on a aussi

203 = 1064 — 3 - 287
— [0-1351+1-1064] 4+ (—3) - [1- 1351 + (—1) - 1064]
— (0—3)-1351 + (1 + (—3)(—1)) - 1064.

D’ou

1-135140-1064 = 1351

0-1351+1-1064 = 1064
1-1351+ (—1)-1064 = 287
(—3) - 1351+ (4) - 1064 = 203
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On répete et on obtient :

1-1351+0-1064 = 1351
0-1351+1-1064 = 1064
1-1351 4 (—1)-1064 = 287
(=3)-1351 + (4) - 1064 = 203
(4) - 1351+ (—5) - 1064 = 84
(—11) - 1351 + (14) - 1064 = 35
(26) - 1351 + (—33) - 1064 = 14
(—63)- 1351 + (80) - 1064 = 7

Et voila : la derniere ligne qui correspond au dernier reste non-zéro donne notre réponse :
on a écrit le pged(a,b) comme une combinaison Z-linéaires de a et b. Je vois cet algorithme
(appelé [’algorithme de Bézout) comme l'algorithme de Euclide (la partie droite du "=")

renforcé par de 'administration ( (la partie gauche du "'=") .

8.9. Théoréme de Bézout et conséquences. Ces algorithmes donnent une preuve construc-
tive du théoréme important suivant de Bézout! En fait, le suivant est presque toujours le
cas : st on doit calculer quelque chose avec des entiers, l'algorithme de Bézout/Euclide joue

un role clé.

Théoréme 8.6 (Bézout). Soient n,m deuz entiers avec d = pged(n, m).
Alors il existe des entiers s,t tel que sn+tm = d.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que n et m sont des nombres
naturels. Sim =0, alors 1 -n+0-m=d,sin>0et —1-n4+0-m=d, sin <0. Etle
résultat est vrai.

Si m > 0 : chaque version de l'algorithme de Bézout-Euclide fonctionne pour calculer tels
s et t. 0

Exercice 8.1. On peut aussi donner une preuve par induction généreuse. Faire ca!

8.9.1. Variation en termes d’équations. Nous donnons une variation en terme d’existence de

solutions entieres des équations linéaires.

Théoréme 8.7. Soient a, b, c trois nombres entiers. Posons d = pged(a, b).
Considérons ’équation
aX +0Y =c.

Il est possible de résoudre cette équation avec des entiers (c.-da-d. de trouver deuz entiers x

et y tels que l'équation est satisfaite) si et seulement si d|c.
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Démonstration. Supposons deux entiers z,y existent tels que axz + by = ¢. On a d|a et d|b
donc aussi d|(ax + by) et nécessairement d|c.

Par contre, supposons d|c. Alors il existe un entier n tel que ¢ = dn. Par le théoreme de
Bézout ils existent deux entiers s,t tels que d = as + bt donc ¢ = dn = a(sn) + b(tn). Et on
voit que le pair x = sn et y = tn forme une solution de ’équation. 0

Remarque. En algebre linéaire on étudie la question si (et comment) on peut résoudre les
équations linéaires, si les coefficients et les solutions sont éléments d’un corps, par exemple
Q. Par exemple avec la méthode de Gauss il est essentiel qu’on peut diviser. Dans notre cas
nos coefficients et solutions doivent étre dans Z, qui n’est pas un corps (car on ne peut pas
diviser en général).

Pour notre équation on peut facilement trouver une solution dans QQ généralement. Par
exemple si a # 0, prends pour y un entier quelconque, et puis pour x = % Mais il faut

bien choisir y pour que x € Z aussi, et ¢a n’est pas toujours possible.

Remarque. Soient a, b, ¢ trois entiers. Posons d = pged(a, b). Considérons 'équation ax+by =
¢, et supposons d|c

(i) Le théoreme nous dit seulement qu’il y a une solution entiére. Mais la preuve nous
donne la suggestion comment trouver une solution particuliere :

Commencer par trouver deux nombres entiers n, m tels que an + bm = d, par I'algorithme
de Bézout/Euclide. Il existe un entier ¢ tel que gd = ¢. Donc a(qn) + b(gm) = qd = ¢, et on
peut prendre x = qn et y = gm.

(i) 11 y a d’autres solutions que la solution (z,y) trouvée dans (i). Il existe deux entiers
a et U tels que d'd = a et b/d = b, et xza' + yb' = 1 (donc pged(a,b) = 1, pourquoi ?). Soit
h € Z quelconque. Posons ' =z + V'h et vy =y — a’h. Alors

ar’ + by = a(x +0'h) +b(y — a'h) = ax + by + (a'db’'h — b'da'h) = ¢;

alors (2,1') est aussi une solution entiere de I’équation.

(iii) Nous allons montrer plus tard, qu’il n’y a pas d’autres solutions que ceux dans (ii) :

voir §5.10.1}

Ezemple 8.3. L’équation 1351z + 1064y = 29 n’a pas de solution entiére (c.-a-d. en entiers x
et y), car pged(1064,1351) = 7 ne divise pas 29.
Mais I’équation 13512+ 1064y = 21 a une solution entiere, car pged(1064, 1351) = 7 divise

21. Nous allons trouver une solution. Heureusement nous savons déja trouvé
(—63) - 1351 4+ 80 - 1064 = 7,
donc, en mulipliant par 3,
(—63-3)-1351+ (80-3)-1064 =7 -3 =21,

et la couple z = —189 et y = 240 est une solution.
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Pour trouver les autres solutions entiéres, remarquons que 1351 = 7 - 193 et que 1064 =
7 - 152. Comme nous avons vu, pour chaque entier h € Z le couple x = —189 + h - 152 et

= 240 — h - 193 est aussi une solution.

Par exemple, pour A = 1 on obtient : © = —37 et y = 47; et en effet

1351 - (—37) + 1064 - 47 = —49987 + 50008 = 21.

8.9.2. Conséquences modulo m. Souvent dans les mathématiques on doit résoudre des équa-
tions linéaires "modulo m". Le suivant est une version "modulo m" du th8.7

Théoréme 8.8. Fizons trois nombres entiers a,b,m et supposons m > 0. Considérons
I’équation
ar =,, b ou ax = b mod m.
Mettons d = pged(a,m). On peut trouver un entier x qui satisfait cette équation si et

seulement si d|b.

Démonstration. Supposons d’abord que pour = € Z on a ax = b( mod m). Alors m|(ax — b)
et il existe un entier ¢ tel que az —b = e¢m. On a que d|a et d|m et on conclut que d|(az —cm)
et d|b.

Par contre supposons d|b, donc il existe un entier ¢ tel que b = cd. Par le théoreme de
Bézout, th. [8.6] ils existent des entiers s, t tels que sa + tm = d; et donc aussi csa + ctm =
cd =b. Alors csa — b est divisible par m et

csa =,, b.

Alors x = cs satisfait 1’équation. ([l

Exemple 8.4. La preuve suggere méme une méthode pour trouver une solution. Considérons
I’équation
1351z = 21 mod 1064
peut-on résoudre modulo 1064 7 Heureusement, nous avons déja calculé que pged (1351, 1074) =
7, et 7 divise effectivement la partie droite 21 : une solution existe.
Pour trouver une solution, on commence par trouver s,t par la méthode de Bézout, tels
que s1351 + t1064 = 7. Ce que nous avons aussi déja fait !

(—63) - 1351 + 80 - 1064 = 7
donc en multipliant par 3 :
(=3-63)- 1351+ (3-80)-1064=3-7=21

et
(—3 . 63) - 1351 = 21 mod 1064

Donc z = —3 - 63 = —189 est une solution. Si on veut une solution positive on ajoute 1064,
c.-a-d., x = —189 + 1064 = 875 est aussi une solution.
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Par contre ’équation

13512 = 29 mod 1064

on ne peut pas résoudre, car 7 ne divise pas 29.

Corollaire 8.2. Soit m un entier positif, et a, b, ¢ des entiers. Si ac = bc mod m et pged(c, m) =

1, alors a = b mod m.

Démonstration. Voir [R, p.131, Th. 2]. Par Bézout, ils existent s et ¢ tels que sm—+tc = 1, donc

tc = 1 mod m. Donc si ac = bec mod m on a aussi atc = btc mod m et a = b mod m. O

Remarque. Si a, b, c sont trois entiers et ac = bc. On ne peut pas conclure que a = b, sauf si
on sait que ¢ # 0.

Soit m un entier positif, et a,b, ¢ des entiers. Si ac = bc mod m et pged(c,m) = 1, alors
a = bmod m. On a vraiment besoin de I’hypotheése que pged(c,m) = 1. Par exemple :
1-2=3-2mod 4 mais 1 # 3 mod 4 (et pged(2,4) =2 # 1).

8.10. Conséquences théoriques et pratiques. Sans doute vous "connaissez" la propriété
suivante important d'un nombre premier p : Si p divise un produit de deux nombres entiers,
alors p divise I'un ou 'autre (ou tous les deux). Mais il faut une preuve!

Aussi, vous savez probablement que chaque nombre naturel est le produit de nombres
premiers, et que ce produit est essentiellement unique.

Pour montrer ces résultats il faut utiliser le théoreme de Bézout!! Je ne connais aucune
autre méthode. Donc c’est déja une raison pourquoi ce théoreme est tres important et utile,

et mérite d’étre bien connu par vous.

Théoréme 8.9. (i) Soient a,b,c trois entiers tels que albe et pged(a,b) = 1. Alors alc.
(ii) Soit p un nombre premier tel que plbc. Alors plb ou plc.

Démonstration. (i) Voir aussi [R] p.130, lemme 1]. Par le théoréme de Bézout, th. [8.6] ils
existent deux entiers s,t tels que sa + tb = 1. Donc on a aussi sac + tbc = ¢. Par hypothese
il existe aussi un nombre entier u tel que au = bc. Donc en substituant on obtient ¢ =
sac + tau = (sc + tu)a, ce qui montre que alc.

(ii) Si le nombre premier p ne divise pas b alors le plus grand diviseur en commun est 1.

Donc I'hypothése de (i) est satisfaite et on peut conclure. 0
Avec plus de facteurs, c’est a vous de donner une preuve par induction de :

Corollaire 8.3. Sip est un nombre premier tel que p|(nins...ns), ou les n; sont des entiers.

Alors il existe un i, ou 1 <i < s, tel que p|n;.

Voir aussi [R], p.130, lemme 2].
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8.10.1. Solution générale de aX 4+ bY = c. Soient a, b, ¢ trois entiers. Posons d = pged(a, b),
et supposons d|c. Il y a donc trois entiers a/, I/, ¢ tels que a’d = a, V'd = b et ¢d = ¢. En
particulier pged(a’, ') = 1.

Supposons (z,y) et (2',y") sont deux couples de solutions de I'équation aX + bY = ¢,
c-a-d., axr + by = c et ax’ + by = c. Donc ax + by = ax’ + by, apres division par d,
ax+by=dadx"+ by Donc

a(z—a) =y —y)
On a d'|(d/(x — ') donc aussi o |(b/(y" — y)). La condition pged(a’,b’) = 1 est satisfaite,
donc le théoreme s’applique! Conclusion : o'|(y' — y), d’ou I'existence d'un entier n tel que
y —y =nd. Il suit que
a(x—a') =0y —y) =ban,
et (parce que a’ # 0) aussi (z — 2') = b/n.

Conclusion : y =y +na’, ' = x —nb'. Donc si (z,y) est une solution entiére particuliere
de 'équation aX + bY = ¢, alors (z — nb',y + nb') (o n € Z) est la solution générale de
I’équation aX + bY = c.

Si on cherche les solutions non-négatives : il faut commencer de trouver une solution
particuliére (x, y) par des entier, et puis déterminer les n € Z tels que simultanément z—nb" >
0ety+nb.

8.10.2. Factorisation unique. N’importe quel nombre naturel n > 1 s’écrit comme un produit
de nombres premiers, disons n = pips ... ps, comme nous avons déja montré avec une preuve
par induction généreuse. Aprés un réarrangement des facteurs, si nécessaire, on peut supposer
que

P1Sp2<p3<...<Ds.
Apres, l'expression devient unique, comme nous allons montrer. Voir aussi [R] p.105, th. 2
et p.130-131].

Théoreme 8.10. Soit n > 1 un nombre naturel. Sin = pips...ps et N = q1qs...q sont

deux factorisations de n comme produits de nombres premiers tels que p1 < ps < ... < ps,

et <@p<...<q. Alorss=tetpi =q, p2=¢q2,...,Ds = qs.

Démonstration. Commencons par remarquer que si n = pips...ps, alors chaque p; est un
diviseur de n. Et si p est un nombre premier, alors p n’a pas de diviseur > 1 sauf p. Donc
la seule factorisation premiere est trivialement : p = p. Nous allons montrer 'unicité de la
factorisation par induction généreuse.

Le début. Pour n = 2 il n’y a qu’une seule factorisation, car 2 est un nombre premier.

Soit n > 2 et supposons pour chaque 2 < m < n la factorisation premiere pour m est
unique. Si n+ 1 est premier, il y a une seule factorisation, comme déja remarqué. Supposons
n + 1 est composé et n+ 1 = p1pa...ps = q1q2 . ..q sont deux factorisations ordonnées.
Les p; et g; sont tous des nombres premiers qui divisent n. Soit p > 2 le plus petit nombre
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premier qui divise n. Alors p|pips . . . ps implique p = p; pour un 7, par cor Par minimalité
nécessairement p = p;. Et de méme fagon p = ¢;. Donc p; = ¢;. Nous avons supposé que
n—+ 1 n’est pas premier, donc si nous posons m =ps...ps = @z ... ¢, alors 2 < m < n. Donc
par I’hypothese d’induction, m a une seule factorization. C’est a dire py = q2, p3 = ¢q3... ..
Donc aussi les deux factorisations de n + 1 coincident.

Par induction généreuse on conclut que 'unicité de la factorisation premiere est vraie. [

Remarque. Soit n > 1 alors on peut aussi écrire

n = pi'ps* ... pse,
oup; < pp < ... < ps sont des nombres premiers et les a; des nombres naturels. Cette

décomposition devient unique, si on impose que chaque a; > 0.

8.10.3. Une autre maniere de calculer le pged et le ppem. En général, trouver une facto-
risation premiere est tres laborieux. Mais si on a déja factorisé n et m on peut facilement

calculer pged(n, m).

Théoréme 8.11. Supposons n = pi*p5*...p%, et m = plpl PP ol pr < po < ... < D,
lesa; > 0 et les b; > 0.
Alors

pged(n, m) = pi'ps ... ps,
et
ppem(n,m) = pips? ... pg,
ot ¢; est le minimum de {a;, b;} et d; est le mazimum de {a;,b;}.

Démonstration. Voir aussi [R], p. 110] Ce résultat suit de I'observation qu’un nombre naturel

r=pips*...pS divise n si et seulement si e; < aq, 2 < ag, ..., e5 < as. (Montrer ¢ga.) O
Exemple 8.5. Par exemple : On a
1064 = 2°-7"-19"-193°,
1351 = 2°.7".19°-193",
pged(1064,1351) = 2°.71.19°.193° =7,
ppem(1064,1351) = 2%.7'-19' . 193" = 205352,
205352 -7 = 1437464 = 1074 - 1351.
Corollaire 8.4. Sin et m sont positifs, alors
n-m = pged(n, m) - ppem(n, m)

Démonstration. Voir aussi [R], p. 111]. Ca suit du théoreme, car a; + b; = Min{a;, b;} +
Max{a;, b; }. O
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Donc pour calculer ppem(n, m) il suffit de calculer pged(n, m).

Remarque. Donné un nombre naturel n > 1, il est un travail laborieux de tester si n est un
nombre premier ou pas. Mais le théoréme suivant aide un peu.

Théoréme 8.12. Soit n > 1 un nombre naturel tel que p fn pour chaque nombre premier p
tel que p < \/n (ou p* < n). Alors n est un nombre premier.

Démonstration. Soit n = pyps...ps une factorisation, ou chaque p; est premier et par hy-
pothese p? > n. Nous allons présenter une preuve par contradiction. Supposons n n’est pas
premier, alors s > 2 et

n?® = pips...p2 >n° >n’

Que n? > n? est une contradiction. Donc on conclut que n est premier. 0

Exemple 8.6. Par exemple 193 est premier. Preuve : les nombres premiers < /193 sont
2,3,5,7,11 et 13 et aucun divise 193.

8.10.4. 1[I existe une infinité de nombres premiers. Nous allons présenter la fameuse preuve
par 'absurde d’Euclide du théoreme qu’ll existe une infinité de nombres premiers.

Théoreme 8.13. Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Supposons qu’il existe seulement un nombre fini, disons N, de nombres
premiers. Soient py, ps, ps, ..., PNy ces nombres premiers (parmi eux se trouvent bien str 2,

3,5, 7, 11.) Considérons le trés grand nombre

n=1+ (p1-p2-ps - PN-1-DPN).

Comme pour chaque nombre naturel, il existe un nombre premier p qui divise n.

Ce nombre premier p se trouve nécessairement sur la liste de tous les nombres premiers
plus haut : il existe un 1 <7 < N tel que p = p;. Mais n s’écrit comme 1 plus un p;-multiple ;
donc p; ne divise pas n, car il y aura un reste 1 apres division par p;.

Alors p divise n ET p = p; ne divise pas n. C’est absurde.

On conclut que I’hypothese qu’il existe seulement un nombre fini de nombres premiers est
fausse! Le théoreme est donc vrai, car c¢’est 'opposé de cette fausse hypothese. 0

Remarque. La preuve par I'absurde que v/2 n’est pas une fraction était aussi déja donnée
par Euclide (et autres avant lui), voir|[Rl ex. 15, p. 164].

8.11. Représenter un entier sur une autre base que 10. La division-avec-reste est
utilisée fortement dans les algorithmes d’FEuclide et Bézout. Mais elle est aussi a la base de
notre écriture des nombres entiers.

Nous avons I’habitude d’écrire les entiers en forme décimale. Par exemple, 12054 veut dire
4 unités + 5 dix + 0 cent + 2 mille + 1 dix-mille.

12054 =1-10*+2-103+0-10>+5-10' +4 - 10°.
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On peut aussi utiliser une base autre que 10, par exemple les bases 2 et 16 sont utilisées
en informatique. Voir [R] p. 121, 122].
Soit b > 0 la base choisie, alors on peut écrire n’importe quel nombre naturel n sur la

forme
n = [CsCo_1...C1C00 = Csb® 4+ o161 4.+ 1Bt + cob”,

et chaque "chiffre" ¢; est un nombre naturel plus petit que b.
Possiblement on voudrait inventer des notations pour les chiffres! Par exemple, on 'a fait
pour la base 16 : on utilise les 16 chiffres

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D, E

(A=10,B=11,C=12,D =13, E = 14, F = 15).
Par exemple N = [2AE0B];4 signifie dans notre notation décimale usuelle le nombre

N=2-16"4+10-16+14-16>+0- 16" + 11 - 16° = 175627.

8.11.1. L’algorithme. Comment écrire un nombre naturel N sur la base b > 17 Avec division-
avec-reste par b répété!

Par division avec reste il y a ¢y et ¢ tel que N = qob + ¢p, et 0 < ¢g < b.

Puis il y a q; et ¢; tel que ¢ = q10+¢1, et 0 < ¢y < b.

Puis il y a ¢o et ¢ tel que ¢ = g2b + o, et 0 < ¢y < b.

Puis il y a ¢3 et c3 tel que ¢o = g3b + ¢3, et 0 < ¢35 < b.

Et cetera. On arréte des que ¢; devient 0. Alors

N = [6303,1 Ce CICO]b-
Exemple, si b =16 et N = 357899.

357899 = 22368 -16 + 11
22368 = 1398-16+0
1398 = 87-16+6
87 = 5-16+7
5 = 0-16+5

Donc
357899 = [57608]16.

Ezemple 8.7. Soit b > 0 et n = [c4cs_1 . .. c1¢0]p. Alors b|n si et seulement si le dernier chiffre
co est 0. Sur base b = 7 le nombre n = [55563450]; = 4805661 est divisible par 7. Facile a
voir dans la représentation de base 7 (dernier chiffre est 0) mais pas si facile de voir en forme

décimale.
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8.11.2. La fonction "reste-modulo-m". Soit m > 0 et a un entier. Soit r le reste de a apres
division par m. C’est I'unique nombre naturel r tel que m|(a—r) et 0 < r < m. Donc associer
r a a est vraiment une fonction avec domaine Z et avec codomaine les nombres naturels entre
0 et m — 1. On devrait écrire quelque chose comme

Reste-apres-division-par-m(a) = r,
mais pour des raisons historiques on écrit (¢ mod m) = r, ou méme

r = a mod m,

voir aussi [RL p. 111]. Aussi mod est un bouton sur certaines calculatrices, qui calcule le
reste-modulo-m.

Malheureusement c¢a introduit possiblement une confusion avec la notation
r =a mod m

pour la relation d’équivalence r =,, a! Mais il y a des liens.
On ar =a mod m si et seulement si r=amodmet 0 <r<m.Eta=b mod m siet

seulement si (¢ mod m) = (b mod m).
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