
6. Induction mathématique

Les propriétés considérées essentielles de l’ensemble des nombres naturels N = {0, 1, 2, 3, . . . , n, n+
1, . . .} sont les suivantes :

(1) Chaque nombre naturel n a un unique successeur dans N, noté n + 1.

(2) Il existe un nombre naturel spécial, noté 0, et

(3) chaque nombre naturel n différent de 0 a un unique prédécesseur dans N, noté n − 1.
On a (n + 1) − 1 = n, pour tout n ∈ N et (n − 1) + 1 = n pour tout n ∈ N tel que
n 6= 0.

(4) Si E ⊆ N est un sous-ensemble de N tel que (i) 0 ∈ E et (ii) pour chaque
n ∈ E aussi n + 1 ∈ E, alors nécessairement E = N.

Le successeur de 0 s’appelle 1, le successeur de 1 s’appelle 2, et cétera. Le prédecesseur de
1 est 0, le prédécesseur de 2 est 1. Mais 0 n’a pas de prédécesseur dans N (l’entier −1 n’est
pas un nombre naturel).

Axiome 6.1. L’ensemble des nombres naturels N = {0, 1, 2, 3, . . . , n, n + 1, . . .} avec ces
propriétés essentielles existe.

Il est impossible de montrer la vérité de cet axiome (sans supposer quelque chose d’autre).
On l’accepte.

À partir de seulement ces propriétés essentielles nous pouvons déduire les autres propriétés
bien connues par vous. Dans la prochaine section nous allons montrer un peu comment on
le fait. Ce n’est pas dur, mais un peu laborieux.

Acceptons pour le moment encore ces propriétes élémentaires de N et Z bien-connues.
Concentrons maintenant sur la dernière propriété essentielle (4) mentionnée, car ça nous

permet d’utiliser induction dans les preuves et définitions. 10

Théorème 6.1 (Principe d’induction simple). Soit P (n) une fonction propositionnelle avec
univers de discours N. Supposons P (0) vraie et supposons aussi que pour chaque n ∈ N
l’implication P (n)→ P (n + 1) est vrai. Alors P (n) est vrai pour chaque n ∈ N.

En formule :
[P (0) ∧ (∀n (P (n)→ P (n + 1)))]→ [∀n P (n)]

Démonstration. Supposons l’hypothèse est vraie, c.-à-d., P (0) est vraie et pour chaque n ∈ N
l’implication P (n)→ P (n + 1) est aussi vrai. Posons E := {n ∈ N| P (n) est vrai} ⊆ N.

Par hypothèse P (0) est vrai, donc 0 ∈ E. Supposons n ∈ E, alors P (n) est vrai. Par notre
grande hypothèse, l’implication P (n) → P (n + 1) est vrai. Donc par la règle d’inférence
modus ponens il suit que P (n + 1) serait aussi vrai et que n + 1 ∈ E.

10. Voir [R, Ch. 3.2]
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Donc E ⊆ N est un sous-ensemble de N tel que (i) 0 ∈ E et (ii) si n ∈ E alors aussi
n + 1 ∈ E. Par la dernière propriété essentielle de N, que nous acceptons, il suit que E = N.

En autres mots, pour chaque n ∈ N la proposition P (n) est vraie ! �

6.1. Quelques exemples. 11

Lemme 6.1. Pour chaque nombre naturel n ≥ 0 on a

0 + 1 + 2 + 3 + . . . + n = n(n + 1)
2 .

Démonstration. Posons s(n) = ∑n
i=0 i et définissons la fonction propositionnelle

P (n) := ”s(n) = n(n + 1)
2 ”,

avec univers du discours N. Nous allons montrer par induction que P (n) est vraie pour
chaque n ∈ N. Ça montrera le lemme.

Début (n = 0) : P (0) = ”0 = 0(0+1)
2 ” est vraie, car les deux côtés sont 0.

Étape d’induction : Soit n ∈ N et supposons P (n) vraie, c.-à-d., 0 + 1 + 2 + 3 + . . . + n =
n(n+1)

2 . En ajoutant (n + 1) aux deux côtés on obtient :

0 + 1 + 2 + . . . + n + (n + 1) = n(n + 1)
2 + (n + 1)

= n(n + 1)
2 + 2(n + 1)

2

= (n + 2)(n + 1)
2

= [n + 1]([n + 1] + 1)
2

Nous avons montré que si P (n) vraie, alors aussi P (n + 1) vraie, alors que P (n)→ P (n + 1)
est vraie, et ça pour chaque n ∈ N.

Conclusion : Donc par le principe d’induction, on conclut que ∀n P (n) est vraie. �

Lemme 6.2. Pour chaque nombre naturel n on a
n∑

i=0
i2 = n(n + 1)(2n + 1)

6 .

Démonstration. Posons p(n) := ”
(
02 + 12 + 22 + 32 + . . . + n2 = n(n+1)(2n+1)

6

)
”. C’est une

fonction propositionnelle avec univers N. On va montrer par induction que P (n) vraie pour
chaque n ∈ N. Ça montrera le lemme.

Début (n = 0) : P (0) = ”02 = 0(0+1)(2·0+1)
6 ” est vraie (car les deux côtés donnent 0).

11. Voir [R, §3.2]
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Étape d"induction : Supposons P (n) est vraie pour un certain n ∈ N, c.-a-d.

12 + 22 + 32 + . . . + n2 = n(n + 1)(2n + 1)
6 .

Alors en ajoutant (n + 1)2 des deux côtés on obtient :

12 + 22 + . . . + n2 + (n + 1)2 = n(n + 1)(2n + 1)
6 + (n + 1)2

= (n + 1) ·
(

n(2n + 1)
6 + 6n + 6

6

)

= (n + 1) ·
(

2n2 + 7n + 6)
6

)

=
(

[n + 1]([n + 1] + 1)(2[n + 1] + 1))
6

)

Alors P (n + 1) est aussi vraie. Nous venons de montrer P (n) → P (n + 1) est vraie pour
chaque n ∈ N.

Conclusion : Par le principe d’induction on conclut ∀n P (n), P (n) vraie pour chaque
n ∈ N. �

6.2. Autres versions d’induction. Il y d’autres versions du principe d’induction simple. 12

Pour montrer l’étape d’induction on a le droit d’utiliser comme hypothèse d’induction que
P (a) soit vrai pour chaque a ≤ n, ce qui est plus généreuse que de seulement supposer que
P (n) soit vrai. Aussi l’induction peut débuter à un nombre entier négatif !

Théorème 6.2 (Principe d’induction généreuse). Soit a un nombre entier (positif, 0 ou
négatif) et P (n) une fonction propositionnelle avec l’univers de discours Z≥a = {n ∈ Z| n ≥
a}.
Supposons P (a) soit vrai et supposons aussi pour chaque n ≥ a, que la vérité de P (m)

pour chaque a ≤ m ≤ n impliquerait la vérité de P (n + 1), alors que

[P (a) ∧ P (a + 1) ∧ . . . ∧ P (n− 1) ∧ P (n)]→ P (n + 1).

Alors nécessairement P (n) est vrai pour chaque n ∈ Z≥a.

Démonstration. On va utiliser l’induction ordinaire avec l’aide d’une autre fonction propo-
sitionnelle Q(n) sur l’univers de discours N définie par :

Q(n) : pour chaque m tel que a ≤ m ≤ a + n on a que P (m) est vrai.

On va montrer par induction ordinaire que Q(n) est vrai pour chaque n ∈ N .
Début : On a Q(0) est vrai car P (m) est vrai pour chaque m tel que a ≤ m ≤ a+0, c.-à-d.

P (a) est vrai ; ce qui est un des hypothèse sur P .

12. Il est recommandé de visiter l’article suivant sur wikipédia : http://fr.wikipedia.org/wiki/
Raisonnement_par_recurrence.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Raisonnement_par_recurrence
http://fr.wikipedia.org/wiki/Raisonnement_par_recurrence
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Étape d’induction : Supposons n ≥ 0 et Q(n) soit vrai, c.-à-d., P (m) soit vrai pour chaque
a ≤ m ≤ a + n. Mais l’hypothèse sur la fonction P impliquerait que P (a + n + 1) soit vrai
aussi, donc pour chaque a ≤ m ≤ a + n + 1 on aurait que P (m) est vrai. Ou : Q(n) vrai
impliquerait que Q(n + 1) vrai aussi.

Par induction ordinaire on conclut que Q(n) est vrai pour chaque n ≥ 0. Donc pour
chaque a ≤ m ≤ a + n la proposition P (m) est vrai. En particulier P (n) est vrai pour
chaque n ≥ a. �

On utilise une autre version encore si on remarque que pour montrer P (n + 1) on a besoin
de pas seulement supposer P (n) mais aussi P (n− 1) et P (n− 2). Dans ce cas il faut vérifier
au début de l’induction les trois premiers cas !

Théorème 6.3. Soit a un nombre entier et P (n) une fonction propositionnelle avec l’univers
de discours Z≥a = {n ∈ Z|n ≥ a}.

Supposons P (a), P (a+1) et P (a+2) soient vraies et que pour chaque n ≥ a+2 (attention !),
la vérité de P (n), P (n−1) et P (n−2) impliquerait la vérité de P (n+1). Alors nécessairement
P (n) est vrai pour chaque n ≥ a.

Démonstration. Introduisons une autre fonction propositionnelle Q(n) = P (n)∧ P (n− 1)∧
P (n− 2) où n ≥ a + 2. C’est à dire, Q(n) est vrai si P (n), P (n− 1) et P (n− 2) sont tous
les trois vraies. On suppose n ≥ a + 2 pour guarantir que n− 2 ≥ a.

Début : Q(a + 2) est vrai car P (a), P (a + 1) et P (a + 2) sont vraies par hypothèse.
Supposons n ≥ a + 2 et Q(n) vraie, c.-à-d, P (n)∧P (n− 1)∧P (n− 2) vraie. Par hypothèse
[P (n) ∧ P (n− 1) ∧ P (n− 2)]→ P (n + 1) vraie, donc par modus ponens P (n + 1) vrai. On
conclut que Q(n) implique Q(n + 1) = P (n + 1) ∧ P (n) ∧ P (n− 1).

Par induction Q(n) est vraie pour chaque n ≥ a + 2. Donc P (n), P (n − 1) et P (n − 2)
sont vraies si n ≥ a + 2, et P (m) vrai pour chaque m ≥ a. �

De la même façon, si on remarque que pour montrer P (n+1) on a besoin de 2 (ou 4, 5, . . .)
étapes précédentes il faut vérifier les 2 (resp. 4, 5, . . .) premiers cas.

6.3. Exemple de preuve avec induction généreuse. Pour quels nombres naturel n

existe-t-il deux nombres naturels r et t tels que n = 4r + 5t.
Par inspection on voit que ça fonctionne au moins pour n = 0, 4, 5, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17

et pas pour n = 1, 2, 3, 6, 7, 11 et on ne vois pas tout de suite autres contre-exemples.
Alors une conjecture se pose : Pour chaque nombre naturel n ≥ 12 il existe deux nombres

naturels r et t tels que n = 4r + 5t.
Maintenant il faut montrer la conjecture.
Brouillon : Comment ? Idée : on a un genre de récurrence : si n − 4 = 4r1 + 5t1 alors

n = 4(r1 + 1) + 5t1. Donc si on peut supposer que c’est vraie pour n− 4 alors ce sera aussi
vraie pour n. Donc l’utilisation d’induction généreuse semble être appropriée.
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On peut commencer par n = 12, car on sait que c’est vraie. Soit n ≥ 12. Supposons vraie
pour 12 ≤ m ≤ n. Est ce que nous pouvons utiliser la récurrence trouvée pour montrer que
c’est aussi vraie pour n+1 ? Est-ce que par notre hypothèse d’induction généreuse c’est vraie
pour (n + 1)− 4 ? Seulement si 12 ≤ (n + 1)− 4 ≤ n, ou seulement si 15 ≤ n. Il faut faire à
la main les cas n = 13 et n = 14 et n = 15. Après ça marche. Fin brouillon.

Maintenant la version propre !

Démonstration. Posons P (n) :=" il existe deux nombres naturels r et s tels que n = 4r +5t."
On va montrer par induction que P (n) vraie pour n ≥ 12.

Début : P (12), P (13), P (14) et P (15) sont toutes vraies, car 12 = 4·3+5·0, 13 = 4·2+5·1,
14 = 4 · 1 + 5 · 2, 15 = 4 · 0 + 5 · 3.

Étape d’induction : Supposons n ≥ 15 et P (m) vraies pour tout 12 ≤ m ≤ n. On a
12 ≤ n − 3 ≤ n donc P (n − 3) est vraie par l’hypothèse généreuse, c.-à-d. il existe deux
nombres naturels r′ et s′ tels que n−3 = 4r′+5t′. Alors n+1 = 4(r′+1)+5t′. Donc P (n+1)
est aussi vraie.

Conclusion : Par induction généreuse P (n) est vraie pour chaque entier n ≥ 12. �

6.4. Nombres de Fibonacci. Nous pouvons aussi utiliser l’induction pour des définitions.
Posons F (0) := 0, F (1) := 1. Il existe une unique fonction F : N → N telle que pour n ≥ 2
on a F (n) = F (n− 1) + F (n− 2).

F (n) est appelé le n-ième nombre de Fibonacci.
Supposons n ≥ 1 et F (m) est définie pour 0 ≤ m ≤ n. Alors on définit F (n + 1) =

F (n) + F (n− 1). Ainsi F (n) est définie pour chaque n ∈ N.

F (1) = 1, F (2) = 1, F (3) = 2, F (4) = 3, F (5) = 5, F (6) = 8, F (7) = 13, F (8) = 21, F (9) = 34, . . .

(Vous voyez une formule pour F ?)
Cette définition est sans ambiguités : Supposons G : N → N est une autre fonction aussi

avec G(0) = 0, G(1) = 1 et G(n) = G(n− 1) + G(n− 2). Alors F = G.

Démonstration. Posons P (n) := ”F (n) = G(n)”. Montrons ∀n ∈ N P (n).
Début : P (0) et P (1) sont vraie.
Étape d’induction : Supposons n ≥ 1 et P (m) vraies pour 0 ≤ m ≤ n. En particulier

P (n) et P (n − 1) sont vraies. Donc F (n) = G(n) et F (n − 1) = G(n − 1). Il suit que
F (n + 1) = F (n) + F (n− 1) = G(n) + G(n− 1) = G(n + 1) et donc P (n + 1) vraie.

Conclusion : Par induction généreuse : P (n) vraie pour chaque n ∈ N, c.-à-d., F (n) = G(n)
pour chaque n ∈ N. D’où F = G comme fonctions. �

Lemme 6.3. F (n) < 2n pour chaque n ∈ N.

Démonstration. Preuve par induction que P (n) := ”F (n) < 2n” est vraie pour chaque n ∈ N.
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Début (n = 0 et n = 1) : F (0) = 0 et en effet 0 < 20 = 1 et P (0) est vraie. Et F (1) = 1
et en effet 1 < 21 = 2 et P (1) est vraie.

Étape d’induction généreuse : Soit n ≥ 1 et P (m) vraie pour chaque 0 ≤ m ≤ n. En
particulier F (n) < 2n et F (n− 1) < 2n−1. Donc F (n + 1) = F (n) + F (n− 1) < 2n + 2n−1 <

2n + 2n = 21 · 2n = 2n+1. Alors en effet P (n + 1) est impliqué par l’hypothèse d’induction.
Conclusion : Par le principe d’induction : P (n) est vraie pour chaque n ∈ N. �

6.5. La cardinalité de P (E). Nous voulons montrer par induction que |P (E)| = 2|E| pour
un ensemble fini E. L’idée est le suivant. Si x ∈ E et A ⊂ E alors il y a deux possibilités,
soit x ∈ A, soit x 6∈ A. Si x ∈ A alors A ∈ P (E\{x}) et on pourrait utiliser induction. Mais
si x 6∈ A ? On va d’abord montrer que le nombre de A ∈ P (E) tel que x ∈ A est égal au
nombre de A ∈ P (E) tel que x 6∈ A. Comment faire ça ? Par une bijection !

Ainsi, nous aurons besoin de quelques préparations.
Soit E un ensemble non-vide et fixons un élément x ∈ E. Divisons P (E), l’ensemble des

sous-ensembles de E, dans deux classes (sous-ensembles disjoints). Rappel A := E\A =
E − A, le complément de A ⊆ E. On remarque que x ∈ A si et seulement si x 6∈ A.

Définissons

C1 := {A ∈ P (E)| x∈A};

C2 := {A ∈ P (E)| x 6∈ A}

et les fonctions f1 : C1 → C2 et f2 : C2 → C1 par f1(A) = A et f2(A) = A.

Lemme 6.4. Les fonctions f1 et f2 sont bijectives.

Démonstration. Vérifions que f2 est une fonction : Si A ∈ C2, alors x 6∈ A et x ∈ A, donc
f2(A) = A ∈ C1, en effet. Similaire pour f1.

Par un résultat déjà montré il suffit de montrer que f1 ◦ f2 = 1C2 et f2 ◦ f1 = 1C1 .
Puis (f1 ◦ f2)(A) = f1(A) = A = A = 1C2(A) et (f2 ◦ f1)(A) = f2(A) = A = A = 1C1(A).

Donc en effet f1 ◦ f2 = 1C2 et f2 ◦ f1 = 1C1 . �

Corollaire 6.1. Si E est un ensemble fini, alors |C1| = |C2| et |P (E)| = 2|C1|.

Démonstration. On a C1∪C2 = P (E) et C1∩C2 = ∅. Alors |P (E)| = |C1|+|C2|−|C1∩C2| =
|C1|+ |C2|.

Nous avons montré que f2 : C2 → C1 est une fonction bijective ; donc si E est fini, alors
|C2| = |C1|. �

Lemme 6.5. La fonction

f3 : P (E\{x})→ C2

définie par f3(A) := A est bijective.
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Démonstration. Si A ∈ P (U\{x}) alors A est un sous-ensemble de E\{x}), alors A est un
sous-ensemble de E qui ne contient pas x, c.-à-d., un élément de C2. Et vice versa. Donc f3

est une fonction bijective. �

Corollaire 6.2. Si E est un ensemble fini, alors |P (E\{x})| = |C2|.

Conclusion des deux corollaires : Supposons E un ensemble fini et x ∈ E. Alors

|P (E)| = 2 · |P (E\{x})|.

Ce résultat sera utilisé dans la preuve du théorème :

Théorème 6.4. Soit E un ensemble de n éléments. Alors |P (E)| = 2n.

Démonstration. Soit P (n) :="Pour chaque ensemble fini U de n éléments, l’ensemble P (U)
a 2n éléments", avec univers du discours N.

Montrons P (n) pour chaque n ∈ N par induction.
Début (n = 0). E = ∅ est le seule ensemble avec 0 éléments et P (E) = {∅} a 20 = 1

élément. Donc en effet P (0) est vraie.
Étape d’induction : Soit n ∈ N et supposons P (n) vraie.
Soit E un ensemble avec n + 1 éléments. Choisissons un élément x ∈ E, alors E\{x} a n

éléments.
Par l’hypothèse d’induction |P (E\{x})| = 2n.
Par le résultat avant : |P (E)| = 2|P (E\{x})|. Donc |P (E)| = 2 · 2n = 2n+1. Nous avons

montré que P (n) implique P (n + 1).
Conclusion : Par induction le théorème est vrai. �

Remarque. Il y a aussi une preuve directe. Posons encore n = |E|. Rappelons que 2n est
aussi le nombre de fonctions de E dans {0, 1}. On va utiliser ça.

Pour chaque A ∈ P (E) définissons la fonction FA : E → {0, 1} par

FA(x) =

 1 si x ∈ A ;
0 si x 6∈ A.

Et puis définissons la fonction F : P (E)→ Fonctions (E, {0, 1}) par F (A) := FA.
Cette fonction F est bijective (montrer ça vous-même !), alors

|P (E)| = |Fonctions(E, {0, 1})| = 2n.

6.6. Modèle de preuve avec Induction (avec brouillon). Vous avez remarqué que
toutes les preuves par induction sont écrites selon un certain modèle. Ce qu’on voit est
seulement la partie propre. La préparation, la version brouillon, on ne voit que rarement.

Voici un modèle un peu plus complet pour montrer quelque chose par induction. Il y a
deux étapes. La première étape est brouillon, la deuxième est la version propre.
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Un débutant ne sépare pas suffisamment les deux étapes, il fait un mélange, ou pire encore :
soit il commence trop tôt sa version propre, soit il donne son brouillon à corriger !

(A) Partie brouillon : [Cette partie on ne voit pas dans les livres, mais c’est essentielle.]
(1) Lire bien le problème, faire quelques cas pour le mieux saisir. Se rappeler mentalement

des théorèmes qui semblent liés.
(2) Formuler comme fonction propositionnelle P (n) ce qu’on veut montrer, et à partir de

quoi, disons n0.
(3) Trouver une sorte de récurrence. Formuler cette récurrence, et à partir de quoi cette

récurrence fonctionne, disons n1. Quel type d’induction : simple ou généreuse ?
(4) Peut-être reformuler (à cause de la récurrence) ce qu’on veut montrer, et à partir de

quoi.
(5) Faire les cas entre n0 et n1.
(B) Version Propre : [C’est la partie qu’on voit dans les livres ; où on utilise les idées

obtenues en partie brouillon.]
(1) Préparation. Formuler explicitement la fonction propositionnelle P (n) qu’on va mon-

trer, et à partir de quel début, disons n0.
(2) Début de l’induction. Faire la preuve de P (n) des cas spéciaux des n entre n0 et n1.
(3) Étape d’induction. Supposer que n ≥ n1. Formuler l’hypothèse d’induction. Avec cette

hypothèse (et des théorèmes déjà montré) montrer l’étape d’induction en utilisant
la récurrence trouvée (et qui fonctionnerait (seulement) à partir de n1). Mentionner
explicitement les théorèmes utilisés !

(4) Conclusion. Par le principe d’induction nous avons montré P (n) vraie pour chaque
n ≥ n0.
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