Rappel Modugs Ponens : (p A (p — q)) = g, c.-a-d.
(p A\ (p— q)) — g est une proposition logique toujours vraie,
n'importe les propositions p et g.

Preuve par tableau :

p qlp—=q pAP—=q) [lPAF )]~ q
V V| V Vv v
V F| F F Vv
F V| Vv F Vv
F F| V F Vv
NV
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Preuve directe :

Supposons |I'hypothése soit vraie; c.-a-d., p et p — g sont
Ssupposés vraies.

p — q vraie veut dire par définition : soit (i) p est fausse, soit (ii)
p et g sont vraies. Un des deux cas.

Mais on a supposé p est vraie, donc c'est cas (ii). Ce qui implique
que g est vraie aussi.

Donc si I'hypothese est vraie, la conclusion est vraie aussi. Cette
implication est vraie. []
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(p A (p— q)) — g est une proposition logique toujours vraie,
n'importe les propositions p et g.

En particulier, si p est remplacé par une autre proposition logique,
et g aussi par une autre proposition logique alors |'implication reste
vraie.
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Exemple : remplace("p"/ partout dans la formule pat| a vV (r— sD
et@ partout par ¢ = 3. On obtient que la proposition logique
suivante est aussi automatiquement VRAIE :

(lav(r=s)r(gv(r=s)]—=lp=s))zlp—sl )

(attm's et [_];)
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Autre régles d'inférence souvgent utilisées :

(=g A (p — gq) = —p (modus tollens)

et

(p—=q)N(g—r)= (p— r) (syllogisme par hypothése)
—_—

—_— —

MAT1500 5 of 24



Preuve modus tollens en utilisant modus ponens
(pA(p—q))=q.

Faisons les substitutions p par —q et g par —p (on a le droit!) :
(=g A (=g = =p))(=) —p.

Puis utilisons I'équivalence logique

(g = —p)E)(p —=4)

nous obtenons modus tollens :

(~g A (p=9)© —p.

(Autre preuve par tableau!)
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Preuve algébrique de I'équivalence logique

@@ (E:‘r)/\(q—> r).
. S—""

pvg)—rl e o(pVa)V

pvag) =, —(pva)Vr(Carp—qe-pVa)
.

vr( Par De Morgan)
(—q Vv r) ( Par distr.)

@) (p=>r)A(g—r)(Carp—qgepVa)
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"S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi. Je ne vais pas nager cet
aprés-midi. Donc il ne fait pas beau."

Cette proposition composée (ou cet argument) est vraie par modus
tollens.

Mais je ne sais pas si "S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi"
est vraie ou fausse!!
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"S’il fait beau je vais nager cet aprés-midi. Si je vais nager cet
apres-midi, je dormirai bien ce soir. Donc s'il fait beau je dormirai
bien se soir."

Cette proposition composée (ou cet argument) est vraie, par

((p—=q)AN(g—r))= (p—r) (syllogisme par hypothese)
A‘W ¢
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On peut combiner des régles d'inférence et les équivalences
logiques :
SiP= Qet Q= R alors aussi P = R.

e

Et
P& Q@ sietseulementsi P= Qet Q= P.

—— —

Exemple :
[(pVvag) = rle(p=r)A(g—r)
pSS— '

implique la régle d'inférence

[(p=>r)A(g—=r)]=1[(pVaq)—r]
\__/\._______,

£
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Qu'est-ce que vous pensez :
"C'est certain que si quelqu'un fait beaucoup d' halteres il sera
fort. Vous étes fort. Donc vous devez avoir faites beaucoup des

haltéres. Non ?"

Non, ce n'est pas un argument acceptable.
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Une formule qui n'est pas une tautologie est appelée : contrevérité.

Par exemple :
P(p,q) :=[(p—>q)Aql = p

e ——————
n’est PAS une tautologie, donc une contrevérité, car si p est fausse

et g vraie, alors P est fausse.
Si on sait seulement que g est vraie, on ne sait pas encore si P est

vraie ou fausse! ‘
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Considérons :

"... ainsi on a montré que p implique g. Parce que on sait aussi
que g est vraie, on conclut que p est aussi vraie. "

cet argument n'est pas logiquement correct, évidemment.
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Considérons I'argument :

P :=" Si 32085 est divisible par 13, alors 32085 est divisible par
2 _ L i

13- = 169. Le nombre 32085 est divisible par 13. Par conséquent,

320852 est divisible par 169".

Analyse : posons(p)=" 2085)est divisible par 13", g :="32085 est
divisible par 132 = 169™ Alors P = [(p — q) A p] = q.

Donc P est vraie par modus ponens!

Cet argument P est valide, alors on peut conclure que 320852 est
divisible par 169.

Qu'est-ce que vous pensez ?
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Calculatrice : 32%85* — 6091403.69822....

He ?! On doit avoir fait une petite erreur quelque part!

En effet.
"Cet argument est valide, alors 320852 est divisible par 169"
est basée sur une contre-vérité

([(p—=aq)Apl —q)—q

(si c'est une tautologie et son hypothése P est vraie (ce qui est le
cas), alors par modus ponens, en effet g serait vraie aussi. Mais.....)
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Partie d'un argument :

"... bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla
bla bla bla supposons p vraie bla bla bla

Puis on donne encore plus d'arguments,

bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla

ce qui montre finalement que p_est.vraje.

Donc nous avons montré que p est vraie "
——

On suppose p est vraie pour montrer que p est vraie. Hmmm.
Raisonnement circulaire.
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Preuve par I'absurde ou Reductio ad absurdum

Une telle preuve peut étre basée sur la regle d'inférence :

[(=p = (g7 -)] D p

ou sur la regle

[(=p = @) A—ql&p
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Supposons on veut montrer qu’'une propositiorf p est vraie.

En supposant p est fausse, on montre une proposition auxiliaire
disons q. AIor;qu_eﬂ.p_; g est vraie.

Puis on montre (ou on sait déja) que son opposé —q est vraie.
Donc I'hypothése de la régle d'inférence est vraie T

[(:_p —>g)/\@ = p.

C'est une régle d'inférence, donc aussi la conclusion p est vraie.

—
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Soient A et B deux ensembles et F: A — B et G: B— A deux
fonctions telles que Go F = 14.

Considérons la proposition logique

p :="F est injective".

Preuve par I'absurde : Supposons p est faux, c.-a-d., F n'est pas
injective. Par définition d'injectivité, ils existent deux éléments
a1, ap de A telles que F(a1) = F(az), mais a; # ap. Parce que
GoF=1p0n a

a) = 1A(31) = G(F(al)) = G(F(ag)) = 1A(32) = an.

Donc sous I'hypotheése que p est fausse, on a montré la proposition

q :="ils existent aj, ap dans A tels que a; = ap et a; # a," est
vraie. Ce qui est absurde, car son opposé, —q, est vraie.
On conclut p est vraie. O
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Soit P une proposition en mathématiques.

Théoréme
P

Preuve par |'absurde typique.

Supposon st fausse. Puis (avec cette hypothése et avec de
I'aide de théorémes déja montrés) on montre une proposition
auxiliaire, disons g. Puis on montre directement (sans utiliser
I'hypothése que P est fausse) que g est fausse. Ce qui serait
absurde. -

On conclut : P est vraie. O
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Un cas spécial. Soient P et Q deux propositions en mathématiques.

(=)

Preuve par |'absurde typique.

Supposons'\P — @ )st fausse, c.-a-d., supposons P vraie et @
fausse. Puis (avec ces deux hypotheses et avec de I'aide de
théorémes déja montrés) on montre une proposition auxiliaire,
disons r. Puis on montre directement (sans utiliser I'hypothése que
P — Q@ est fausse) que r est fausse. Ce qui serait absurde.

On conclut : P — Q@ est vraie. Ol

Tomqpeeny P oo Qewme o
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Si on veut montrer P — Q il y a trois types de preuves typiques,

trois stratégies.

Preuve directe. Avec |'hypothése P on montre (avec de I'aide de

théorémes déja établis) Q.

Preuve indirecte. Avec I'hypothése —=Q on montre (avec de I'aide
=

de théoremes déja établis) —P.

Preuve par I'absurde. Avec les hypothése P et =Q on montre (avec

de I'aide de théorémes déja établis) une absurdité auxiliaire.
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Il'y a des liens entre la logique et la théorie des ensembles.

Soit A C U et B C U deux sous-ensembles.

Fixons un u € U et considérons :

p :::ffu e AN

g :="ue B"

Alors

pAg="ue A'N"ueB"="ueAetue B"="ue AN B" (par
définition de N.

Et

pVg="ueA"V"ueB"="ucAouue B"="uec AUB" (par
définition de U.
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