4. SOUS-GROUPES ET THEOREME DE LAGRANGE

4.1. Sous-groupes. Considérons le sous-ensemble de permutations
Vi:={(1),(1,2) 0 (3,4),(1,3) 0 (2,4),(1,4) 0 (2,3)}

de S,,. On voit que V4 a la propriété remarquable que la composition de deux de ses éléments est
encore un élément de V4. La méme chose pour les inverses. Alors (Vj, o) est soi-méme un groupe
et on dit que Vj est un sous-groupe de Sy. Ce groupe est appelé le quatre groupe de Klein® (c’est
isomorphe & (Fy,+)).

En général, on dit qu'un groupe (H, o) est un sous-groupe d'un groupe (G, *) si H C G et

hlohgzhl*hg

pour chaque hi et hog € H. Ici hy % ho a un sens, parce que H C G. Une autre maniere de dire la
méme chose est que (H, o) est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si ’application induite par
I’inclusion
HCG: h—h

est un homomorphisme de groupes.

Presque toujours on adopte les méme symboles pour les deux opérations (I'un sur H et 'autre
sur G). On écrit

H<G.

Par exemple ({1, —1},-) est un sous-groupe de (Q*,-), mais pas un sous-groupe de (Z, +).

Soit H < G un sous-groupe. A priori on a deux neutres (1 et 1¢) et a priori chaque h € H a
deux inverses (I'un dans le groupe H et l'autre dans le groupe GG). Heureusement, nous pouvons
montrer que les deux neutres sont le méme élément, et les deux inverses sont égaux aussi. Alors il
n’aura pas de confusion de parler du neutre ou de 'inverse d’un h.

Lemme 4.1. Soit (H,o) un sous-groupe de (G, *). Alors les neutres 1 de H et 1 de G coincident.
Chagque élément h € H a un inverse k € H dans le groupe (H,o) et un inverse y € G dans le groupe

(G, %). Ces deur inverses k et y coincident aussi.

Preuve. On a 1y = 1goly = 1y * 1y, parce que H < G. Soit x € G l'inverse de 1y dans le
groupe G, alors

lg=xzxlg=ox(Agx1ly)=(rx1g)*x1lyg =1g*x1y =1p,

parce que 1lg est le neutre de G. Donc les neutres coincident. Soit k& € H l'inverse de h € H, ¢a
veut dire que hok = koh = 1g. Donc on a aussi que h*xk = kxh = 1¢ et il suit que k est 'inverse
de h dans G.

Pour la preuve on peut aussi utiliser lemme 1.3. ]

Supposons H est un sous-ensemble d’un groupe G avec I'opération interne o. Il est naturel
de se demander si H avec la méme opération soit un sous-groupe. Pour ¢a il faut au moins que
H o H C H, ¢a veut dire hy o ho € H pour chaque hy, ho € H. Sinon, o n’est pas une opération
interne sur H. Si cela est le cas, I'associativité est immédiat et (H,o) est alors un demi-groupe. Si

3Felix Klein, mathématicien allemand, 1849-1925.
16



17

la cardinalité de H est finie et H n’est pas vide, (H,o) est automatiquement un groupe, comme

sera démontré dans ’exercice suivant.

Ezercice 4.1. Supposons H C G est un sous-ensemble non-vide de cardinalité finie d’'un groupe
quelconque (G, o), tel que H o H C H. Alors (H, o) est un sous-groupe de (G, o).

Mais si la cardinalité de H n’est pas finie, alors (H, o) n’est pas nécessairement un sous-groupe
si Ho H C H. Par exemple, si (G,0) = (R*, ") est le groupe multiplicatif des nombres réels et H
est le sous-ensemble de tous les nombres de valeur absolu plus grand que 1,

H={zeR; |z| >1}.
Alors il faut supposer plus.

Proposition 4.1. Soit H un sous-ensemble d’un groupe (G,o). Alors (H,o) est un sous-groupe de
(G, 0) si et seulement si H satisfait les trois propriétés suivantes.

(a) Pour chaque hy et he de H on a aussi hy o hy € H.

(b) Le neutre 1 de G est un élément de H, donc 1 € H.

(¢c) Pour chaque h € H, inverse de h dans G est aussi dans H, donc h™' € H.

Preuve. Un sous-groupe satisfait les trois propriétés. Supposons que H C G satisfait les propriétés.
Alors o définit une opération interne associative sur H, par (a), et parce que o est une opération
interne associative sur le groupe G. Le neutre 1¢ € H est aussi un neutre pour (H, o), parce que
lgoh = holg = h pour chaque h € H (par (b)). Et par (c) chaque h™! € H et hoh ™' =h~loh =
1¢, donc chaque élément h € H a un inverse dans (H, o). Donc (H, o) est un groupe, et donc un
sous-groupe de (G, o). O

Ezercice 4.2. Soit K un corps. L’ensemble de toutes les matrices n x n de coefficients dans K,
inversibles et triangulaires supérieures est noté B(n, K). On dénote I’ensemble des matrices diag-
onales inversibles par T'(n, K), et 'ensemble des matrices triangulaires supérieures et unitaires (la

seule valeur propre est 1 € K) par U(n, K). Montrer que
T(n,K)< B(n,K) <GL(n,K), U(n,K) < B(n,K) et U(n,K) < SL(n,K) < GL(n, K).

Parfois on dit que T'(n, K) est le sous-groupe (standard) de Cartan* et B(n,K) le sous-groupe
(standard) de BoreP de GL(n, K).

Montrer que ’ensemble O(n, K) de toutes les matrices X de dimension n x n a coefficients dans
K telles que X - X' = 1 est un sous-groupe de GL(n, K), appelé le groupe orthogonal.

Montrer que ’ensemble U(n) de toutes les matrices complexes X de dimension n x n telles
que X - X' =1 est un sous-groupe de GL(n,C), appelé le groupe unitaire. Ici, X est la matrice
conjuguée complexe, ¢a veut dire (X);; = X;;.

Il existe aussi un critere un peu plus court.

1Elie Cartan, mathématicien frangais, 1869-1951.

5Armand Borel, mathématicien suisse, 1923-2003.
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Ezercice 4.3. Soit H un sous-ensemble d'un groupe (G, o). Alors (H, o) est un sous-groupe de (G, o)
si et seulement si H a les deux propriétés suivantes.

(a) H # 0 (H n’est pas vide)

(b) Si z,y € H aussi xoy~ ! € H.

Un autre critere utile est que H C G est un sous-groupe si et seulement si H est 'image d’un
homomorphisme dans G. Ca suit de la proposition suivante.

Proposition 4.2. L’image Im ¢ d’un homomorphisme de groupes ¢ : K — G est un sous-groupe
de G et le noyau Ker ¢ est un sous-groupe de K.

Un sous-ensemble H C G d’un groupe G est un sous-groupe de G si et seulement si il existe un
homomorphisme de groupes ¢ : K — G telle que H = ¢(K).

Preuve. Nous allons utiliser le critere précédant. Clairement Im ¢ n’est pas vide. Supposons z,y €
Im ¢, alors il existent a,b € K tels que ¢(a) = z et ¢(b) =y, alors

zyt = d(a)g(0) "' = d(a)p(b™!) = dlaob™!) € Im¢.
(on a utilisé Lemme 1.3.) Donc Im ¢ est un sous-groupe de G. La preuve que Ker¢ < K est
analogue. La deuxiéme partie est évidente (n’est-ce pas?) O

Ezercice 4.4. Chaque monomorphisme ¢ : H — G induit un isomorphisme entre H et le sous-
groupe ¢(H) de G.

Ezemples 4.1. L’ensemble de matrices n X n de permutation est un sous-groupe de GL(n,R), parce
que c’est l'image de L : S, — GL(n,R).

L’ensemble SL(n, K') de toutes les matrices de coefficients dans un corps K et de déterminant
1 est un sous-groupe de GL(n, K), parce que c’est le noyau de ’'homomorphisme det : GL(n, K)
— K.

Le groupe alterné Alt,, est un sous-groupe de S, parce que c’est le noyau de ’homomorphisme
signe sg.

Ezxercice 4.5. Montrer que le centre
Z(G):={g€G; Vx € G: gxr =xg}
est un sous-groupe de G utilisant le morphisme conjugaison ¢ : G — AutG.

Lemme 4.2. Soit G un groupe. Alors Uintersection d’une famille quelconque de sous-groupes de

G est aussi un sous-groupe de G.

Preuve. Cette intersection n’est pas vide, parce que 14 est dans chaque sous-groupe de G. Soient z
et y dans l'intersection, donc zy~' € H pour chaque sous-groupe H de la famille de sous-groupes.

1

Donc zy~" est dans l'intersection. Il suit que l'intersection est un sous-groupe de G. ([l

Ezemples 4.2. En particulier, si H < G et K < G aussi (HNK) < G. On a aussi que si H < K
et K <G alors H < G.

Alors SO(n, K) = SL(n,K) N O(n, K) est un sous-groupe de GL(n, K), de SL(n, K) et de
O(n, K). Et SU(n) := SL(n,C) N U(n) est un sous-groupe de GL(n,C), de SL(n,C) et de U(n).
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Ezxercice 4.6. Montrer que

cos¢p —sing
sing cos¢

so<2,R>={< >;¢eR}

et
SU(2) = {( i w); zZ,w eC,szHwy? =1}
w z

Calculer SU(n)NU (n,C) et SO(n,R)NB(n,R). Calculer les centres de GL(n,C), SU(n), U(n,C),
C, et D,,.

Il existe une maniere facile a produire des sous-groupes du groupe orthogonal. Soit F' C R", par
exemple un cube ou un tétraedre dans R3. Alors

{9 € O(n,R); g(F) C F}

est un sous-groupe de O(3,R). Ce sont des exemples de groupes de symétries.

4.2. Sous-groupe engendré par un sous-ensemble. On peut définir des sous-groupes de G
par générateurs. Soit S C G un sous-ensemble d’un groupe. Le sous-groupe de G engendré par
S est défini comme étant le plus petit sous-groupe de G contenant S. Plus précisément, c’est
Iintersection de tous les sous-groupes K < G contenant S comme sous-ensemble. On écrit < S >
pour ce sous-groupe. Les éléments de S sont des générateurs de H dans le sens suivant. Chaque
élément = de < S > s’écrit comme

X = 8182 Sn,

oun € Zxg et s; ou s; L' e 8 pour chaque i. Le produit vide est par définition le neutre de G.

Preuve. Soit
K = {8182 -8y, €G; ne ZZO et vlgignsi ou 8;1 S S}

On a que K est un sous-groupe de G, parce que 1¢ € K (le produit vide), K - K C K et I'inverse

;1 . 32_131_1 de s189---s, est aussi dans K. Evidemment S C K. Soit H un sous-groupe de G

S
contenant S. Alors chaque expression s159--- s, est dans H et donc K C H. Il suit que K est
exactement l'intersection de tous les sous-groupes de G contenant .S et le plus petit sous-groupe de

G contenant S. ]

Ezemples 4.3. Soit S = {(1,2),(2,3),(3,4),...,(n—1,n)} C S,. Alors < S >= S, parce que
chaque permutation est un produit de 2-cycles de la forme (i,7 + 1). On a que

<{(12)(34), (13)(24)} >= V4
dans Sy.

Ezercice 4.7. Soit S 'ensemble des produits de pairs de 2-cycles (pas nécessairement disjoints) dans
Sn. Montrer que < S >= Alt,,. Montrer que Alt,, est aussi le sous-groupe engendré par I’ensemble
de tous les 3-cycles.
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Ezercice 4.8. Soit K un corps. Pour k € K et 0 < 4,5 < n soit E;;(k) la matrice n x n élémentaire
définie par E;j(k)rr := 1 (si 1 < r < n), Ejj(k)ij ==k et E;j(k)rs :=0sir # s et (r,s) # (i,]).
Montrer que U(n, K) est le sous-groupe de GL(n, K) engendré par toutes les matrices élémentaires
Ei;i(k) ou i < j. Montrer que SL(n, K) est le sous-groupe de GL(n, K) engendré par toutes les
matrices élémentaires E;;(k). (Utiliser I'algorithme de Gauss de I’algebre linéaire.)

Ezercice 4.9. Le sous-groupe engendré par S C G est abélien si et seulement si st = ts pour chaque
s,t € 8.

Ezemple 4.4. Les sous-groupes de (Z,+) sont les
nZ :={nm; m € Z}
pour n € Zx>q. Par exemple 15Z N 187 N 10Z = 90Z.
Preuve. Ce sont vraiment des sous-groupes. Soit H # {0} un sous-groupe. Soit n le plus petit
entier positif dans H, et supposons que nZ # H, alors il existe un m € H qui n’est pas divisible

par n. Par division avec reste ils existent des entiers 7, s tels que m = sn +r, ou 0 < r < n. Mais

—sn € H (pourquoi?), donc r € H qui est plus petit que n. Contradiction. Donc nZ = H. ]
Ezercice 4.10. Montrer que aZ N bZ = ppem(a,b)Z et < aZ U bZ >= pged(a, b)Z.

FEzercice 4.11. Soit a € G, alors le sous-groupe < a >:=< {a} > est isomorphe a (Z,+) si | < a >
| = oo et isomorphe & C), (le groupe cyclique d’ordre n) si | < a > | = n < co. Montrer que si
| <a>|=mn < oo alors n est le plus petit entier n tel que a” = 1.

4.3. Sous-groupe dérivé. Soit G un groupe et soient x,y € G deux éléments. Le commutateur
de la paire (z,y) est I’élément

[z,y] == zyzly ' € G.
Alors zy = [z, ylyz et [z,y][y,x] = 1. Soit S I'ensemble de tous les commutateurs

S = {[z,y]; =,y € G}.

En général S n’est pas un sous-groupe de G. Le sous-groupe de G engendré par S est dénoté par
[G,G] ou G’ et appelé le sous-groupe dérivé de G.

Puis on peut définir G” := (G'), G®) := G" et cetera.

On dit qu’un groupe est résoluble si G = 1 pour n assez grand.

GDOG2G" >G® o>aM =1.

Ezercice 4.12. Soit K un corps. Montrer que chaque sous-groupe H de B(n, K) est résoluble.
Indice : Calculer B(n, K)" et B(n, K)".

On va montrer plus loin que le sous-groupe dérivé est l'intersection des noyaux de tous les
homomorphismes de G vers un groupe abélien. On montre déja

Lemme 4.3. Pour chaque homomorphisme ¢ : G — A, ot A est abélien on a que G' C Ker ¢.

Preuve. On a ¢([x,y]) = ¢(zyr—ty™1) = ¢(2)o(y)o(x) Lo(y) ! = 14, parce que I'opération interne
de A est commutative. Donc S C Ker ¢, impliquant que G =< S >C Ker ¢, parce que Ker ¢ est
un sous-groupe de G. O



21

Ezercice 4.13. Soit G = Alty et A = C5 =< p >. Soit application ¢ : G — A défini par ¢(z) =1
six e Vy; et

?((1,2,3) = ((1,4,2)) = ¢((1,3,4)) = p;
$((1,3,2) = ¢((1,2,4)) = ¢((1,4,3)) = p*.
Vérifier que ¢ est un homomorphisme. Conclure que Vj O [Altg, Alty].

Maintenant un résultat classique de Galois.

Proposition 4.3. On a (i) [Sy, Sn] = Alty, (i) [Alt,, Alt,] = {1} si 1 <n < 3; [Alts, Alts] = Vi
et [Alty,, Alt,] = Alt, sin > 5.

Preuve. Pour (i), on a que [Sp, Sy] C Alt, parce que Alt,, est le noyau d’'un homomorphisme vers
un group abélien. Si n = 2 la proposition est claire, alors on peut supposer que n > 3. Soient
1 <4,j,k < n trois entiers différents. Alors le trois-cycle (7,7, k) € [Sp, Sn] est un commutateur,
parce que
[(,5), (i, k)] = (i) © (i, k) o (4, ) © (i, k) = (i, 4, k).

Donc le sous-groupe engendré par tous les 3-cycles est contenu dans [S,, S,]. Mais ce sous-groupe
est Alt,,. Donc Alt,, < S/, donc (i).

(ii) Pour n = 3 c’est clair, parce que Altg est cyclique d’ordre 3 donc abélien.

Pour n =4. On a

[(1,2,3),(1,2,4)] = (1,2) o (3,4)

et de fagon analogue pour les deux autres produits disjoints de deux 2-cycles. Donc Vy C [Alty, Alty].
Dans la derniere exercice on a vu que Vy est le noyau d’'un homomorphisme vers un groupe abélien,
d’ou I’égalité.
Pour n >5o0n a
(1,2,3) =[(1,2,4),(1,3,5)]

et de facon analogue tous les autres 3-cycles sont des commutateurs dans Alt,. Mais Alt, est
engendré par les 3-cycles, donc [Alt,, Alt,] = Alt,, . O

Corollaire 4.1. Alors S,, est résoluble si et seulement si n < 4.

Remarque. Les solutions de I’équation quadratique 22 + bz + ¢ = 0 sont données par la formule

—b+ Vb2 — 4c

T=—
Une telle formule a été trouvée aussi pour les équations de degré trois et quatre dans le 16-ieme
siecle. Mais pour plusieurs siecles on n’était pas capable de trouver des formules semblables pour
des degrés plus élevés. Premierement c’étaient Abel® et Ruffini qui montraient qu’il n’en existent
pas (Abel quand il avait 19 ans, la preuve de Ruffini était douteuse) ! Un peu plus tard Galois’
montrait aussi que c’est impossible d’en trouver. Il trouvait une relation profonde entre la théorie

des équations et la théorie des groupes. Le point clé était que I’équation général de degré n est

6Niels Henrik Abel, mathématicien norvégien, 1802-1829.
TEvariste Galois, étudiant de 1’école normale, 1811-1832.
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résoluble par des radicaux si et seulement si S, est résoluble (donc par le corollaire si et seulement
sin <4).

Les coefficients de 1’équation 2" 4 bz~ + ... sont des combinaisons des racines z1, s, ... qui
ne dépendent pas de l'ordre des solutions (comme la somme ou la produit de toutes les solutions),
donc invariants par toutes les permutations des solutions. D’out apparait le groupe symétrique dans
la théorie des équations.

4.4. Théoreme de Cayley. On peut interpréter chaque groupe comme un sous-groupe de per-
mutations. C’est un résultat classique de Cayley®.

Proposition 4.4. Chaque groupe (G,x*) est isomorphe a un sous-groupe du groupe symétrique Sg.
Preuve. A chaque g € G on associe la bijection Ty : G — G (pas un homomorphisme de groupes !)
définie par
Ty(x) :=gxx
pour x € G. On a T, o T}, = Ty, parce que
(Ty o Th)(z) = Ty(Th(x)) = Ty(h x x) = g * (h* x) = (9% h) * & = Tyup(x)
pour chaque z € G. L’application inverse de Ty est T;-1. Donc I'application
T:G — Sg avec T(g) =Ty
est un homomorphisme de groupes. Pour montrer que 1" est un monomorphisme il suffit de montrer
que le noyau est trivial. Supposons donc que g € KerT', alors T, = 1, donc
gxx=Ty(x) =1(x) =z,

pour chaque ¢ € G. Donc g = 1¢ et le noyau est trivial. Donc 7' est un monomorphisme et G est

isomorphe au sous-groupe
{Ty;9 € G} < Sg.
O
4.5. Théoréme de Lagrange. Soit H < G un sous-groupe d'un groupe (G, o). Pour g € G on
définit le sous-ensemble g o H, le translaté a gauche de H par g, comme

goH:={goh; he H},

et de fagon analogue H o g, le translaté a droite de H par g. Evidemment goH = (goh)o H
comme sous-ensembles de G, pour chaque h € H.

Pour H < G un sous-groupe d’un groupe (G, o) on désigne par G/H ("G modulo H”) I’ensemble
des translatés a gauche de H par les éléments de G. Alors on peut interpréter g o H soit comme
sous-ensemble de G, soit comme élément de G/H. 1l faut bien comprendre la différence !!

Il y a une application surjective naturelle

vip: G — G/H; vy(g) :==go H.
Bien stir, ici g o H est vu comme un élément de G/H, pas comme un sous-ensemble de G.

8 Arthur Cayley, mathématicien anglais, 1821-1895.
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Cette application n’est pas un homomorphisme de groupes, par la simple raison qu’on n’a pas
défini une opération interne sur 'ensemble G/H. Si g o H et k o H sont considérés comme sous-

ensembles de GG, on peut définir un autre sous-ensemble de G :
goHokoH :={gohjokohy; hi,ho € H}.

Mais, en général cet ensemble est la réunion de plusieurs translatés a gauche par des éléments de

G (montrer ¢a).

Lemme 4.4. Soit H < G un sous-groupe d’un groupe (G,o). Alors chaque élément de G est
contenu dans un seul translaté a gauche de H, et dans un seul translaté a droite. Si deux translatés
a gauche de H sont différents alors leur intersection est vide. Il y a une bijection entre H et le

translaté g o H.

Preuve. Soit g € G, alors g = golg € go H, donc g est contenu dans le translaté go H. Supposons
que g est aussi contenu dans z o H pour z € G. Alors il existe un h € H tel que g = x o h, alors
goH = (xoh)o H=2xo0H, donc les deux translatés coincident. La bijection est h — g o h avec

l'inverse x € go H — g ' o . g

Le nombre d’éléments O(G) dans un groupe G s’appelle 'ordre de G. L’ordre O(g) d’un élément

g € GG est 'ordre du sous-groupe engendré par g, ou
O(g) :==0(< g>).

Si H < G, le nombre de translatés a gauche différents de H s’appelle ['indice de H dans G et se
dénote (G : H) ou O(G/H).

Théoréme 4.1 (Théoreme de Lagrange).  Soient H < K et K < G des sous-groupes. Alors
(G:H)=(G:K)(K:H).

En particulier
O(G)=(G:K) -O(K)
et si O(G) < 00, alors O(K) est un diviseur de O(G).
Si g € G, alors O(g) est un diviseur de O(G).

Preuve. On a que H est aussi un sous-groupe de G et le groupe G est la réunion disjointe de ses
différents translatés a gauche de H, par le lemme précédent. Chaque translaté a gauche gH est en
bijection avec H, donc a la méme cardinalité que H et on voit que O(G) = (G : H) - O(H).

Soient zH et yK deux translatés. Si 'intersection n’est pas vide, alors zH C yK et il y a une
bijection entre K/H (les translatés a gauche de H contenus dans K) et les translatés a gauche de
H contenus dans yK par 'application kH — ykH. Donc chaque translaté a gauche de K contient
(K : H) translatés a gauche de H. Alors (G: H) = (G : K)(K : H).

Les autres affirmations suivent de cette formule. g

Remarque. On pourrait définir un sous-monoide N d’un monoide (M, o) (d’une fagon évidente), et
le translaté a gauche m o N. Mais ’analogue du théoréme ne serait plus valide. C’est ¢a peut-étre
la plus grande différence entre la théorie des monoides et la théorie des groupes !

9Joseph Louis Lagrange, mathématicien frangais, 1736-1813.
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Ezercice 4.14. Soit G un groupe tel que O(G) est un nombre premier p. Alors G est isomorphe &
C) et est engendré par chaque élément qui n’est pas le neutre. C) est le seul groupe (fini ou non)
(& isomorphisme pres) ayant seulement deux sous-groupes différents.

Ezercice 4.15. Soit G un groupe fini et soit g € G. On a que O(g) est le plus petit nombre entier
m tel que ¢™ = 1. Si ¢" = 1, alors r est divisible par O(g). On a que ¢°© = 1. Pour chaque i on
a que O(g') divise O(g).

Ezxercice 4.16. Soit G un groupe, z,y € G d’ordre fini tels que zy = yx. Soit m le plus petit
commun multiple de O(z) et O(y); n le plus grand commun diviseur de O(z) et O(y) et a :== m/n.
Montrer que a divise O(zy) et O(zy) divise m. Trouver un exemple ou a # O(zy) = m et un

exemple ou a = O(zy) # m.

Ezercice 4.17. Soit A un groupe abélien fini. Soit m le plus grand ordre d’un élément de A (appelé
Pexposant de A). Montrer que pour chaque a € A on a que O(a) divise m.

Nous allons utiliser le dernier exercice pour montrer que chaque sous-groupe fini du groupe

multiplicatif d’un corps est toujours abélien.

Proposition 4.5. Chaque sous-groupe fini H du groupe multiplicatif K> d’un corps K est cyclique,
alors il existe un élément h € H tel que H =< h >. Donc pour chaque élément k de H il existe un
n € Z>q tel que k = h"

Preuve. Soit m < O(H) le plus grand ordre d’un élément de H. Alors par 'exercice précédent
I'ordre de chacun des éléments de H est un diviseur de m. Donc chaque h € H est une solution
de ’équation T™ — 1 = 0, alors cette équation de degré m a au moins O(H) solutions. Mais
par Proposition 3.1 une équation de degré m a au maximum m solutions dans K. On conclut
que m = O(H). Ca veut dire qu’il existe un élément k € H d’ordre O(H), alors H =< k > est
isomorphe au groupe cyclique d’ordre O(H ). O

FEzercice 4.18. Soit n un nombre naturel, alors Z/Z,, est un monoide avec la multiplication dfinie
dans le petit cours arithmétique. Posons Z/nZ* pour le groupe des classes inversible. Si ¢(n)
dénote le nombre des entiers entre 0 et n qui sont relativement premier avec n, montrer que Z/nZ*
a ¢(n) éléments. Par le théoreme de Lagrange on a donc que m?™ = 1 dans le groupe Z) . Montrer

maintenant :

Théoréme 4.2 (Fermat-Euler). 10 Pour chaque pair de nombres entiers relativement premiers n

et m on a que le reste de m®™ aprés division par n est 1.

En particulier, soit n = 1000000. On a que m > 0 est relativement premier avec n si et seulement
si son dernier chiffre est 1,3,7 ou 9, donc ¢(n) = 400000. Le théoreme dit dans ce cas que sim > 0

400000

a comme dernier chiffre 1,3,7 or 9, alors les six derniers chiffres de m — 1 sont tous 0.

Ezercice 4.19. Soit p un nombre premier. Montrer que (Z/pZ*,.) est un groupe cyclique d’ordre
p — 1. Donc il existe un nombre m tel que pour chaque 0 < r < p il existe un exposant a tel que le
reste de m® par division par p est r. (Indice : (Z/pZ,+,.) est un corps.)

10pjerre de Fermat, avocat et conseiller municipal francais et mathématicien amateur, 1601-1665. Leonhard Euler,

mathématicien suisse, 1707-1783.
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4.6. Le groupe (Z/p"Z)*. ' Soit p un nombre premier. Si n > 2, alors Z/p"Z n’est plus un
corps et on ne peut plus conclure que le groupe multiplicatif (Z/p"Z)* est cyclique. En effet le
groupe

n’est pas cyclique. Mais

(2)92)" =<2>={2"=1, 2 =8,2'=7 2 =5}

Proposition 4.6. Soit p un nombre premier impair etk > 1. Alors le groupe 7”ri,ultz'plz'catz'f(Z/ka)X

est cyclique d’ordre p* — pF=1.

En plus, si la classe de b € 7 est un générateur de (Z/p*Z)*, alors sa classe modulo p* est aussi

un générateur de (Z/p*Z)* pour chaque k > 2.

Pour la preuve nous aurons besoin d’un lemme. On utilise la notation que

plla <= p'la et p! Ja.

Lemme 4.5. Soit p un nombre premier, a € Z et k > 1. Si p =2 on suppose que k > 2.

(i) Si p*||(a — 1) alors p*+1||(a? — 1).

(ii) Sip # 2, on a p¥|| <(1 L 1).

(iii) On a 2F||(52 7 —1).
Preuve. (i) Par hypothese, il existe un entier b, tel que a — 1 = bp”* et p fb. Alors

P f p—1 D
a? = (1+ bp") ;(Z)p +pp+iz;ip+p

Si2<i<p-—1onap| (f) (parce que p est premier) et

1+ ki>14+2k=k+(k+1)>k+2,

[ ANIY
pk+2’ <Z> blpkl.

Aussi k(p — 1) > 2 (ici on utilise que k > 2 si p =2), donc kp > k + 2 et

donc

pk+2| bppkp.
La conclusion est qu’il existe un ¢ € Z tel que
aP =1+ bpF+ 4 eph+2,

Donc a? — 1 = p**1(b+ cp) et p**+2 J(aP — 1), parce que sinon p divise b+ cp et b, ce qui n’est pas
le cas. Alors p**1|| (a? —1).
(ii) et (iii) sont des conséquences de (i). O

HUpas de matiere examen !
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Preuve de Proposition 4.6. Soit a € Z, alors a + p*Z € (Z/p*7Z)* si et seulement si p fa. Donc
l'ordre de (Z/p*Z)* est pF — pF=1.

Le cas ot k = 1 est montré dans la derniére exercice. Soit b € Z, tel que b+ pZ € (Z/pZ)* est
un générateur de (Z/pZ)*; donc son ordre est p— 1. Soit d I'ordre de b+ p2Z dans (Z/p?Z)*, alors
par Lagrange d|p(p — 1) = O((Z/p?*Z)*). On a b = 1 mod p?, et certainement b = 1 mod p et
(b+pZ)% = (1+pZ) dans (Z/pZ)*, donc (p—1)|d (par exercice 4.15). Alors il y a deux possibilités :
d=(p—1)oud=p(p—1), parce que p est premier.

Sid= (p—1), considérons b- (1 + p). Modulo p cet élément b- (1 + p) reste un générateur de
(Z/pZ)*, donc par 'argument donné avant, ’ordre de b- (1 + p) + p*Z est soit (p— 1), soit p(p — 1).
Mais par le lemme (14 p)? =1 mod p?, donc si (b(1+ p))P~! =1 mod p? on aurait

(1+p)=0G1+p) " (1+p) ="' (1+pP=1-1=1 mod p’,
ce qui est une contradiction. Donc en remplagant b par b(1 + p) si nécessaire, on peut supposer que
pl|(BP~ = 1)

et la classe de b est un générateur de (Z/p>Z)*.
Nous montrons par induction sur k que b+p*Z est un générateur de (Z/p*Z)*. Par construction,
c’est déja le cas si k = 1,2. Soit d I'ordre de b+ p*Z dans (Z/p*Z)*, alors

=1 modp*=1t?=1 modp L

Il suit que d est divisible par I'ordre de b+ p*~17Z dans (Z/p*~'Z)*, ce qui est p*~2(p — 1), par
I’hypothese d’induction. Donc on a soit d = p*~1(p — 1) (et donc b + p¥Z est un générateur), soit
d = p*~2(p — 1). Mais le deuxiéme cas est impossible, car cela implique que pk\(bpkﬂ(p_l) —1), ce
qui est en contradiction avec le lemme, qui dit que pk_lH(bpk_Q(p_l) —1). O

Remarque. On montre de facon analogue que le groupe (Z/2*Z)* d’ordre 2¥~1 est engendré par les
classes de —1 (d’ordre 2) et de 5 (d’ordre 28=2). Ici k > 3. Est-ce que vous étes capable de montrer
ca en utilisant le (iii) du lemme ?

Et en utilisant ces résultats on montre que le groupe multiplicatif (Z/nZ)* est cyclique si n n’est
pas divisible par 8, et engendré par exactement deux générateurs si n est un 8-multiple.

Ce sont des faits utilisés dans la théorie des nombres.
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