Rappel :

La contraposée de p — q estpar définition la proposition (=q) — (—p).
(faute d'écriture du manug{ p. 7 Yne laissez-vous pas distraire).

La reciproque de p — g est par définition la proposition g — p.

Montré :
la proposition p — g et sa contraposée sont logiquement équivalentes :

Et
p <> q est vraie si et seulement p — g et sa reciproque sont vraies :

(P ag)e ((p—q)A(g—p))
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Qu’est-ce que vous en pensez :

g — p est une sorte d'opposé de p — g (sa réciproque)
et
I'opposé de (g — p) est =(q — p)

et donc
p — q est la méme chose que =(q — p).
Ou, dans la langue de la semaine passée ble que

(p—q) < —(q— p).

Raisonable ? Logique ?
——
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Vous avez des doutes ?

Vérifions : .
(P[] p=ala—=p —(qd=p)][(a—=p c)~(q—0p)
v -V / F v{?
V F||F Vv F v
F v \v F Vv Vv
FFl W | v F (F)

NON, c'est une contre-vérité !

Il faut aiguiser le sens critique.

En effet : g — p n'est pas I'opposé de p — q.
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Qu’est-ce que vous en pensez :

E:"... on a déja montré que p implique q.... alors g est vraie et ......

P : "Non, on n'a pas le droit"

E : "Mais, en supposant que p est vraie j'ai montré que g est vraie,
n'est-ce pas? Alors g est vraie, non?"

P : "Non!"
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On a p — g est vraie si p est fausse. Donc ¢ca montre :
("0=1") — "Dieu existe".

Il suit que "Dieu existe" ?!
Non.

Il suit que "Dieu n'existe pas" 7!
Non.
O - 31
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est une raisonnement logique, basée sur la tautologie :

(pA(p—q))—q

(c.-a-d, toujours vraie, n'importe p et q).
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(p A (p— q)) — g est une proposition logique toujours vraie, n'importe

les propositions p et q.

Preuve par tableau :

p qalp—=q pAP—q) |lpA(P=29l—4q
V V| V Vv V
V F| F F Vv
F V| Vv F Vv
F F| V F Y
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Une preuve directe :
Supposons I'hypothése est vraie; c.—é—d.@ et{ p — g/sont supposés vraies.
{0

p — qyraie veut dire par définition : so p aux, soit@ petqg

sont vraies. Un des deux cas.
Mais on a supposé p est vraie, donc c'e Ce qui implique
pp p - q plique q

est(¢ hUSSI.
DontsI'hypothése est vraie, la conclusion est vraie aussi. Cet implication
est vraie.
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(p A (p— q)) — g est une proposition logique toujours vraie, n'importe
les propositions p et q.

En particulier, g#p)est remplacé par une autre proposition logique, e@
aussi par une alftfe proposition logique alors I'implication reste vraie.
B e —

Exemple : remplace("pTpartout dans la formule parg V (r — s
et("g" bartout par n obtient

la proposition logique automatiquement VRAIE :

(lgv(r=91A(gVv(r—=s)]—Ip—sl)—Ip—s]

cm— —

(attention aux ()'s et []'s). ( )
z 7
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Regles d’inférence

Si P et Q sont deux formules logiques telles qué P—Q )est une
tautologie, on dit que c'est une regle d'inférence et oreéctit
P=Q

alors si P est vraie alors AUTOMATIQUEMENT aussi @ est vraie.
Mais si P est fausse, nous ne pouvons rien conclure a propos Q.

Par exemple, proposition logique :

( (PA(P—q)=q )

une regle d’inférence appelée classiquement mod S.
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[£29

Considérons P :="S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi. Il fait beau.

. N R  ——
e vais nager cet apreés-midi."

raie ou Fausse?

Analyse.

Posons :

p :="il fait beau"

g :=" je vais nager cet aprés-midi".
Donc :
p — q = "S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi."

@ =1p =TT d

Est-ce que "il fait beau" 7 est-ce que " je vais nager cet aprés-midi" 7 est
ce que "" S'il fait beau je vais nager ce T ? Qui sait.

N'importe, au moins il est certain q P est vraie parjmodus ponens!!
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Regles d'inférence déja utilisés correctement par vous tous les jours :

p=(pVq)

(PAG)=p

(pV.a)A(=p) = q.
N — -
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Un peu d’attention, mais bien "connues" aussi :

(pA(p— q)) = g (modus ponens) /—
et

(=g A (p — q) = —p (modus tollens) ‘
et

(p—q)AN(q— r)= (p—r) (syllogisme par hypothése) =—

e e 1



O OrCr—=qy = 9P
—
Pour montrer modus tollens, commencons avec modus ponens

(A (p—q) =
mﬁ%nfpar —g Xt g par ~pYon a le droit!) : :9
(

q
1]
(=g A (g — —p)) = —p:
Puis utilisons I'équivalence logique
(=g — -p) = (p—9)
nous obtenons modus tollens :

(—gA(p—q)=—p.

-_—

q > '?'\kt"\)
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(B> A=

"S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi. Je ne vais pas nager cet
aprés-midi. Donc il ne fait pas beau."

Cette proposition composée (ou cet argument) est\/RAIE ppr modus
tollens.

Mais je ne sais pas si "S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi" est vraie
ou fausse!!

"S’il fait beau je vais nager cet aprés-midi. Si je vais nager cet aprés-midi,

je dormirai bien ce soir. Donc s'il fait beau je dormirai bien se soir."
Cette proposition composée (ou cet argument) est vraie.

(Poay ~ @0y =6
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On peut combiner des réegles d'inférence et les équivalences logiques :

SiP= Qet Q= R alors aussi P = R.

_.--""'"..-,._._———\‘-—_--"-

Et
P < Q@ si et seulementsi P= Q et Q = P.
—

Exemple :

(pva) = el r)alg—r)

implique la réegle d'inférgnce N

[(p

r)A(q—r)]=[(p|V q) — 1]
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Preuve algébrique de I'équivalence logique

(pva)=re(p—r)Alg—r)

p@q):/ﬁ V] q) \/O Car—>q<:>ﬂp\/q

—q) V r ( Par De Morgan)
& (ﬂr)/; —qyr) (Pardlstr)
& (p—=r)AN(g—r)(Carp—=qgEDVE
T i

-_—
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Une formule qui n'est pas une tautologie est appelée : contrevérité.

Par exemple :
P(p.q) :=[(p > q)Ngl = p

n’est PAS une tautologie, donc une contrevérité, car si p est fausse et g
vraie, alors P est fausse.

Si on sait seulement que g est vraie, on ne sait pas encore si P est vraie ou
fausse ! Considérons :

"... ainsi on a montré que p implique g. Parce que on sait aussi que g est
vraie, on conclut que p est aussi vraie. "

cet argument n'est pas logiquement correct.
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(p — q) A\ g] — p)est une contrevérité, donc

"C'est certain que si quelqu’un fait beaucoup des haltéres il sera fort. Vous
étes fort. Donc vous devez avoir faites beaucoup des haltéres. Non 7"

n'est pas un argument acceptable.
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Autre contrevérité "utilisée" souvent :

P:ﬂgp—ﬂl)Aﬁpl—Hq)

"C'est certain que si quelqu'un fait beaucoup des haltéres il sera fort. Vous
ne faites pas beaucoup des haltéres. Donc vous ne serez pas fort!"

n'est pas acceptable comme argument.

(v—)\)x 19 — ""
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Considérons I'argument :

P :=" Si 32085 est divisible par 13, alors 320852 est divisible par

132 = 169. Le nombre 32085 est divisible par 13. Par conséquent, 320852
est divisible par 169".

Analyse : posons p ="32085 est divisible par 13", g :="320852 est divisibl
wu' Alors P = [(p — q) A p] — g. Donc P est vraie par
modus ponens ! -

Cet argument P est valide, donc 320852 est divisible par 169 7!
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609140%9822....

erreur ! En effet.

"Cet argument est valide, donc 320852 est divisible par 169"
est basée sur une contre-vérité

p
((p—=a)Apl 2> a)—q
-

(si c'est une tautologie et son hypothése P est vraie (ce qui est le cas),

alors par modus ponens, en effet g serait vraie aussi. Mais.....)
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Partie d'un argument :

"... Supposons p. Puis on donne des arguments qui montre finalement que

p est vraie. Donc p est vraie."
_

On suppose p est vraie pour montrer que p est vraie. Hmmm.
Raisonnement circulaire.
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Preuve par I'absurde ou Reductio ad absurdum

Une telle preuve est basée sur une autre regle d'inférence :

Y[(ﬁp — q) A q] 6 )

Pour montrer cette régle. Commencons avec modus ponens
[(—g — p) A ~q] = p, et utilisons (—qg — p) < (-p — q).
| S — —

@—,-)I\)A\\ "‘5“‘

(?M O |

A o~ P
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Supposons on veut montrer qu'une proposi
En supposant p est fausse, on montre une proposition auxiliaire disons q.
Alors que ~P)— g est vraie. T—
Mais on sait que son oppos§(=q )est vraie.

Donc I'hypothese de la regle d'inférence est vraie :

[(=p — q) A ﬁq@p-

C'est une régle d'inférence, donc aussi la conclusion p &t Waie.
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Soient A et B deux ensembles et F : A — B et G: B — A deux fonctions
telles que GoF =14 + Hh — B
Considérons la proposition logique

p :="F est injective".
__::P—
Preuve par I'absurde : Supposons p est faux, c.-a-d., F n'est pas injective.

Par définition d'injectivité, ils existent deux éléments a, a, de A telles que
F(a1) = F(a2), mais a; # ay. Parce que Go F =14 on a
—————— — -‘-...____

2 =1a(a1) = 6(Fa1)) = G6(E(22)) = 1a(22) = 22.

Donc sous I'hypothése que p est fausse, on a montré la proposition

q :="ils existent a1, a, dans A tels que a; = a, et a1 # a>" est vraie. Ce
qui est absurde, car son opposé, —q, est vraie.

On conclut p est vraie. O
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Soit P une proposition en mathématiques.

Théoreme
P

Preuve par |'absurde typique.

Supposons P est ngsse. Puis (avec cette hypothése et avec de I'aide de
théoréemes déja montrés) on montre une proposition auxiliaire, disons q.
Puis on montre directement (sans utiliser I'hypothése que P est fausse)
que q est fausse. Ce qui serait absurde.

On conclut : P est vraie.
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Un cas spécial. Soient P et Q deux propositions en mathématiques.

Théoreme
P—Q

Preuve par |'absurde typique.

Supposons P — @ est fausse, c.-a-d., supposons P vraie et @ fausse. Puis
(avec ces deux hypothéses et avec de I'aide de théorémes déja montrés) on
montre une proposition auxiliaire, disons r. Puis on montre directement
(sans utiliser I'hypothése que P — Q est fausse) que r est fausse. Ce qui
serait absurde.

On conclut : P — Q estraie. O

’
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Si on veut montrer P — @ il y a trois types de preuves typiques, trois
stratégies.

Preuve directe. Avec I'h pothe@n montre (avec de |'aide de
théorémes déja etablls@

Preuve indirecte. Avec pothes —|Q on montre (avec de |'aide de
théoremes déja déja établis) A P.

Preuve par I'absurde. Avec les hypothése P et =Q on montre (avec de
I'aide de théorémes déja établis) une absurdité auxiliaire.

+in
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Preuve vides.

Supposons on doit montrer P — Q.
Si on sait que P est faux ou si @ est vraie : il n'y a plus rien a faire!
L'implication est vraie.
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Si on doit montrer (p V q) — r, il suffit de montrer cas par cas p — r et
q—r.

Par exemple. Soit n un nombre naturel.

P ="Si n n'est pas divisible par 3 alors n> — 1 est divisible par 3"

p ="il existe un nombre naturel m tel que n =3m+ 1"

g ="il existe un nombre naturel m tel que n = 3m + 2"

r="n%> — 1 est divisible par 3"

P=(pVaq)—r

Preuve de P est cas-par-cas :

Preuve de p — r : On a que

n?>—1=03Bm+1)2-1=9m?+6m = 3(3m? + 2m) est un 3-multiple.
Preuve de ¢ — r : On a que
n?—1=03Bm+2)2-1=9m>+12m+3 =3(3m? + 4m + 1) est un
3-multiple.
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Soit p(u) une fonction propositionnelle avec univers de discours U. Et ¢
une proposition logique.
Distr :

(PLV@)A(p2Va)e (pLAP2)Vaq

Vulp(u) v q] & [Vu p(u)] v q.

Vu [p(u) A gl & [Vu p(u)] A q

Julp(u) V q] < [Fu p(u)] V q

(3u p(u)) = q = Yulp(u) — ql.
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