Rappel :
La contraposée de p — q est par définition la proposition
(—q) = (—=p).

@du manugl p. 7 \ne laissez-vous pas distraire).
La réciproque de p — g est pardéfinition la proposition g — p.
Montré :

la proposition p — g et sa contraposée sont logiquement
équivalentes :

(p— q)@)(ﬁq — p).

Et
p <> q est vraie si?_ﬁgulement p — g et sa reciproque sont vraies :
N
\(p ¢ q) % ((p— 9) A (g p))
—_— e

AN
\‘\-\.
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Qu’est-ce que vous en pensez :

g — p est une sorte d'opposé de p — g (sa réciproque)
et —_— -

I'opposé de (g — p) est =(q — p)

et donc o

p — q est la méme chose que —(q — p).

Ou, dans la langue de la semaine passée, ca semble que

(p—q) = —~(q— p)'@

Raisonable 7 [ogique ]
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Vous avez des doutes ?

T

Vérifions :
p q
V V
vV _F
.\E‘_/_)vﬁ.r"
F F

NON, c'est une contre-vérité !

Il faut aiguiser le sen
En effet : g — p n'es

opposé de p — q.



Qu'est-ce que vous en pensez :
E:"... on a déja montré que p implique q.... alors g est vraie et
P : "Non, on n'a pas le droit"

E : "Mais, en supposant que p est vraie j'ai montré que g est vraie,
n'est-ce pas? Alors g est vraie, non?"

P : "Non !, seulement ef supposant p vrai,) mais si p est faux?!"
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IR EY

("0=1") — "Dieu existe".

Bon. N

Il suit donc que {Dieu existe"@

Non. - -
Il suit que "Dieu n'existe pas™!
Non. S
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" on sait que p est vraig¢’et)que ca implique g, donst vraie
P T

n —

vraie.... alors g est vrai et ......
sont des raisonnements logiquement corrects, basée sur la
tautologie modus ponens :

" on a déja montré que p implique g, et on a montré que p est

(pA(p— aq)\=/q

(c.-a-d, toujours vraie, n'importe p et q).
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Considérons P :="S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi. Il fait

beau. Donc je vais nager cet aprés-midi." 3
Vraie ou Fausse? CLP 2 i) A @

Analyse. — 9
Posons :

p :="il fait beau" \/
g :=" je vais nager cet aprés-midi".

Donc :

p — g = "S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi."
P=1[(p—q)Ap]—gq.

Donc P est vraie par modus ponens!!

Est-ce que "il fait beau" 7 est-ce que " je vais nager cet
aprés-midi" 7 est ce que "" S'il fait beau je vais nager cet
aprés-midi" ? Qui sait. Mais P est vraie.
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Rappel : (p A (p — q)) — g est une proposition logique toujours
vraie, n'importe les propositions p et g.

Preuve par tableau :

f,,r
\[pA( p—>q N—aD

p qlp—q pA(p—q)
V V| V %
V_F F
W ()
F F| V F

\

\/%’
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R
[P A (\“’W)Xﬂ 1

Une preuve directe : l— — )

Supposons I'hypothése est vraie; c.—é—d.@tl@sont supposés
yraies.

@Nraie veut dire par définition : soit (i{@est fausse, soit (ii)
(pet @)sont vraies. Un des deux cas.
Mais on a supposé_p et vraie, donc c'est cas (ii). Ce qui implique
que@stlr_a_i_e__gisi. T
Donc’sri_l'_h_y@Ee_Esic_\ﬁraie, la conclision/est.vraie aussi. Cet
implication est vraie. []
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(p A (p— q)) — g est une proposition logique toujours vraie,
n'importe les propositions p et g.

En particulier, s@est remplacé par une autre proposition logique,
e@aussi par une autre proposition logique alors |'implication reste
vraie.
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Exemple : remplace "p" partout dans la formule par| qV gr — s)l

et "g" partout paf p — s.)On obtient que la proposition logique
suivante est aussi automatiquement VRAIE :

(laV (r—= s AlqV(r =)= lp=sh=)lp— sl

Une autre régle d'inférence (mais pas intéressante) :

(lav(r= A (av(r=s)]=[o=sRS)lp sl

(attention aux ()'s et []'s).
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Preuve de
(E9r—a)

Commengons par modus ponens

-._;C_B?{' hodus tollens),

|

(P () 9)) = q.

Faisons partout les substltutlonOpar@zt@ parm (on ale

droit!) :

(ta.n (Fq = ) = —p.
Puis utilisons |'équivalence logique

((:q — —pYeAp — q)

nous obtenons modus tollens :
((ﬁq A(p—q)) = —p. \] O
_\,.#

\ . —_—
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«7 "S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi. Je ne vais pas nager cet
aprés-midi. Donc il ne fait pas beau."
Cette proposition composée (ou cet argument) est vraie par modus
tollens.
Mais je ne sais pas si "S'il fait beau je vais nager cet aprés-midi"

est vraie ou fausse!!
( > '\\ N ﬂ) - 7 t

— \Jv&

MAT1500 13 of 36



"S’il fait beau je vais nager cet aprés-midi. Si je vais nager cet
apres-midi, je dormirai bien ce soir. Donc s'il fait beau je dormirai
bien se soir."

Cette proposition composée (ou cet argument) est vraie, par

((p—=q)AN(g—r))= (p—r) (syllogisme par hypothese)

—_—
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On peut combiner des régles d'inférence et les équivalences

logiques :
SiP= Qet Q= R alors aussi P = R. —
Et

Mfl et seulement si P = Q et Q = P. —

Exemple : P
" lpVa) — A=) > A (g 1)

implique la régle d'inférence

b= YA lg = (=)l Va) — 1]

— — _—
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s

/ﬁe;/e Igébrique de I'équivalence logique

\ [(pVa)—=rle(p—r)A (q%r)j

|r |

(
(@ (=pV 1)B(=qV.r) (Par distr.

p—r /Q(q—)r

& W(Car (p— )< (=pV q))
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Qu'est-ce que vous pensez :

"C'est certain que si quelqu'un fait beaucoup des halteres il sera
fort. Vous étes fort. Donc vous devez avoir faites beaucoup des
haltéres. Non ?"

Non, ce n'est pas un argument acceptable.

(P=a)yr 1) — P

”Q e e o
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Une formule qui n'est pas une tautologie est appelée : contrevérité.

Par exemple : )
P(p,q) = [(p—q)Agl = p

n'est PAS une tautologie, donc une contrevérité, car si p est fausse
et g vraie, alors P est fausse.
Si on sait seulement que g est vraie, on ne sait pas encore si P est
vraie ou fausse! Considérons :

. ainsi on a montré que p implique g. Parce que on sait aussi

que g est vraie, on conclut que p est aussi vraie.

cet argument n'est pas logiquement correct, évidemment.
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Qu’est-ce que vous pensez :

"C’est certain que si quelqu’'un fait beaucoup des haltéres il sera
fort. Vous ne faites pas beaucoup des haltéres. Donc vous ne serez
pas fort!"

"L'argument" est basée sur une autre contrevérité "utilisée"
souvent :

P:=[(p—q)A-p] = —q

Donc ce n'est pas acceptable comme argument.
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Considérons I'argument :

=" Si 32085 est divisible par 13, alors 320852 est divisible par
132 — 169. Le nombre 32085 est divisible par 1 par 13. Par conséquent,
320852 est divisible par. 169" - ﬂ\fﬁ?\f

Analyse : posons p :f__"‘32085 est divisible par 13% g :="32085 est
divisible par 13% = 169". Alord P =
Donc P est vraie par modus ponens!

Cet argument P est valide, alors on peut conclure que 320852 est
divisible par 169.

Qu'est-ce que vous pensez ?

MAT1500 20 of 36



Calculatrice {2208 £ 6091403.69822....

He ?! On doit aveir fait une petite erreur quelque part!

En effet.
"Cet argument est valide, alors 32085 est divisible par 169"
est basée sur une contre-vérité | s pnlc

([(p = a) APl — g %@

(si c'est une tautologie et son hypothése P est vraie (ce qui est le
cas), alors par modus ponens, en effet g serait vraie aussi. Mais.....)
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Partie d'un argument :

"... bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla
bla bla bla supposons(p vraie\bla bla bla

Puis on donne encore plus d'arguments,

bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla

ce qui montre finalement que p est vraie.

Donc nous avons montré que p est vraig\l"

On suppose p est vraie pour montrer que p est vraie. Hmmm.
Raisonnement circulaire.
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Preuve par I'absurde ou Reductio ad absurdum

Une telle preuve peut étre basée sur la regle d'inférence :

s P
~p— (gA—q)] =(p |

ou sur la regle

[(ep—=a)A—dl=p

-
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Supposons on veut montrer qu'une propositio@st vraie.

En supposant p est fausse, on montre une proposition auxiliaire
disons g Alors que | P — qest vraie.

Puis on montre (ou on sait déja) que son opposé @ est vraie.
Donc I'hypothése de la régle d'inférence est vraie :

— —/ '/_\-.\.
[(=p = q) A —q] =(p)

C'est une régle d'inférence, donc aussi la conclusion p est vraie.
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Soienté et B deux ensembleset F: A— Bet G: B— A deux
fonctions telles que Go F = 14.

Considérons la proposition Togique (G ARG U
P )="F est injective". &
jeetive

Preuve par I'absurde : Supposons p est faux, c.-a-d., F n'est pas
injective. Par définition d'injectivité, ils existent deux éléments
a1, a» de A telles que F(al) F(a2), mais a3 # ay. Parce que
GoF=1yon -

/’.
(8_1} 1a(a1) = G(F(g)) = G(F(a2)) = 1a(a2) =@,.)
Donc sous I'hypothése que p est fausse, on a montré la proposition

="ils existent aj, a> dans A tels que a; = a» et a; # 25" est

vraie. Ce qui est absurde, car son opposé, —q, est vraie.
On conclut p est vraie. O
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Soit P yne proposition en mathématiques.

héoreme
P

Preuve par'absurde typique.

Supposong P est fausse. Puis (avec cette hypothése et avec de
I'aide de théorémes déja montrés) on montre une proposition
auxiliaire, disons@ Puis on montre directement (sans utiliser
I'hypothése que P est fausse) que@}st fausse. Ce qui serait
absurde.

On conclut : P est vraie: O
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Un cas spécial. Soient P et Q deux propositions en mathématiques.

Théoreme

Preuve par I'absurde typique.

Supposons@st fausse, c.-a-d., supposons__F_’__\ﬂrii_e et Q
fausse. Puis (avec ces deux hypotheses et avec de I'aide de
théorémes déja montrés) on montre une proposition auxiliaire,
disons r. Puis on montre directement (sans utiliser I'hypothése que

P — @ est fausse) que r_est fausse. Ce qui serait absurde.
On conclut : P — @ est vraie.

MAT1500 27 of 36



Si on veut montrer(P - Q )’I y a trois types de preuves typiques,

trois stratégies.

Preuve directe. Avec |'hypothése P on montre (avec de I'aide de
LN TS s .

théorémes déja établis) Q.

Preuve indirecte. Avec I'hypothése —=Q on montre (avec de I'aide

de théorémes déja établis) —P.

Preuve par |'absurde. Avec les hypothése P et =Q on montre (avec

de I'aide de théorémes déja établis) une absurdité auxiliaire.
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Il'y a des liens entre la logique et la théorie des ensembles.

Soit A C U et B C U deux sous-ensembles.
Fixons un(u)€ U et considérons :
/:93' ="uec A"
qg:="ue B".
Alors

pAg="ucA'N"ueB"="ucAetuc B"="uc AnB" (par
définition de N. .

Et

pVag="uc A”@'u eB"="ueAouueB"="ue AUB" (par
définition de U.
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Montrer :
ANB=AUB
Preuve : Fixons u € U en utilise les notations p et g. \s N
Par définition de complément : ¢ “‘Q\\
\

—p="ug A" ="uc A"
-~qg="u ¢ B" ="uc B".

Et (—p) V (—q)="u e AUB".
Aussi

-(pAq)="uec ANB"

Par De Morgan :\(=p) V (=q) < —=(p A q).
Donc "u € AU B s et seulement si "o € AN B".

Donc nous avons montré que AN B = AU B. O
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Soit p(u) une fonction propositionnelle avec univers de discours U.
p: U — { propositions logiques}. =
———— T ——

'S
@:: {u € U] p(U) est vraie}
@:: {u € U| p(U) est fausse}
OnaU=UyU U/:‘ et UvﬂUF {Q_I
Donc 'UV. ':_U. si et seulement 5i~.,UE = 0.
Par définition : . -
Vu plu) §i et seulement siiU\/ = U ki et seulement si(U;: =0.)
—(Vu p(u))|si et seulement si Uy # U si et seulement si Ug # 0.
x?%p—(ﬂlﬁi et seulement si, Uy # 0 si et seulement si Up # U.
Vu —p(u) si et seulement si Ur = U si et seulement si‘L’ll\_/__:__Q;J

Ju op(u) si et seulement si Ur # 0 si et seulement si Uy # Uy
Conclusion : J—

N R
~(Vu p(u)) = Ju =p(u) et =(3u p(u)] & VYu ~p(u)
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Nous avons déja discuté certains preuves typiques. Il y en a
d'autres :
Preuve vides

Supposons on doit montrer P — Q.
Si on sait que P est faux ou si @ est vraie : il n'y a plus rien a
faire! L'implication est vraie.
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Preuves cas-par-cas

Exemple : Soit U := {2,4,6,8,10,12,14,16, 18} I'univers de
discours de

p(u) :="u est la somme de trois carrés parfaits".

Montrer la proposition

Vu p(u)

Preuve cas par cas :
2=041+14=0+0+46=1+1+48=0+4+4
10=0+1+49,12=4+4+4,14=1+4+9,16 =0+ 0+ 16,
18=0+9+09. O
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On veut montrer P+ Q7

Il suffit de montrer cas par cas que P — Q et @ — P.

On veut montrer (pV q) — r?

Il suffit de montrer cas par cas que p — r et g — r.
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Soit n un nombre naturel fixé. A montrer :
"Si n n'est pas divisible par 3 alors n®> — 1 est divisible par 3".

Preuve :
Posons p; :="il existe un nombre naturel m tel que n =3m+ 1";
po :="il existe un nombre naturel m tel que n =3m+ 2";

En math. au cegep (ou avant) on a montré que :

"n n’est pas divisible par 3" si et seulement si p; V p>.

Posons r :="n? — 1 est divisible par 3".

I suffit de montrer : (p1 V p2) — r ou de montrer p; — r et

P2 — r.

Preuve cas-par-cas :

Preuve de p; — r : On a que
n?—1=0Bm+1)2—-1=9m?+6m=3(3m? +2m) est un
3-multiple.

Preuve de pp — r : On a que
n”?—1=0Bm+2)?-1=9m>+12m+3 =33m? +4m+ 1) est
un 3-multiple. L
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Soit p(u) une fonction propositionnelle avec domaine de discours
U.

Rappelons : "Vu p(u)" est fausse si et seulement s'il existe au
moins un u tel que p(u) est fausse.

Traduction :

~(Vu p(v)) < Ju (=p(u))

Et "Ju p(u)" est fausse si et seulement si pour chaque u on a que
p(u) est fausse.
Traduction :

~(3u p(v)) & Vu (=p(u))
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