Feuille d’Exercices IX

Processus Stochastiques

Exercice 1. Reprendre ’exemple du remplacement de la voiture mais supposer maintenant que la longévité de la
voiture est donnée par une loi exponentielle de parametre A\. Montrer que quel que soit A ou B, le meilleur T' = oc.
Pourquoi cela n’est pas surprenant ?

Exercice 2. Une docteure travaille aux urgences. Des urgences arrivent comme un processus de Poisson d’intensité
% par heure. La docteure ne peut que dormir si au moins 36 minutes (.6 heures) se sont passées depuis la derniére
urgence.

Par exemple, si une urgence se passe a 2h00 et une autre a 2h32 alors elle ne pourra que dormir apres au moins
3h08 ¢’il n’y a pas d’autres urgences avant.

1. Calculer la fraction de temps limite ou la docteure dort. On construira un processus de renouvellement
composé.

2. Au i-éme renouvellement, la docteure dort un temps d; et est réveillée pendant un temps r;. Calculer E [r;].

Exercice 3. On consideére une chaine de Markov en temps discret sur {0,1} et matrice de transition

0.8 0.2
P= [0.4 0.6} '
On commence la chaine en 1 et soient 77, T5, ... les temps de retours successifs de la chaine en 0, en particulier

T: > 1. On définit alors
N; = Nombre de retours a I’état 0 jusqu’au temps ¢.

1. Montrer que N; est un processus de renouvellement.

2. Calculer la limite presque siire de %

Exercice 4. Soit N un processus de renouvellement. Soit (¢;);>1 les temps d’inter-arrivées. On suppose que les t;
sont i.i.d et ont une densité f;.

1. Montrer que pour tout x >0ett >z on a

E [Nt‘tl = Jf] =E [Nt—x} + 1.

2. Montrer que
t
EIN] =Pt <t)+ / [Ny _.] fy(z)dz.
0

3. En écrivant E[Ny] = > -, P(N; > n) et en décrivant I'événement {N; > n} d’une autre fagon, retrouver
I’équation ci-dessus.

Exercice 5. On considére un processus de renouvellement ou la distribution des temps d’inter-arrivées est discrete
i.e.
P(t; =k)=pr avec Zpk =1 et E[t]= kak = pu < 0.
k>1 k=1
1. On définit I’age et le temps résiduel de la fagon suivante. On définit, avec T; les temps de renouvellement,

Vn:{ 1 sine{0,11,Ts,...},

= 1 —_ < = = 1 — > =
0 sinon, A, =min{n—m, m<n, V,, =1}, Z, =min{m—n,m>1,V, =1}

Donner un exemple des quinze premiers n € {0,1,...,15} de ces processus.



. Avec 'exemple que vous avez donné ci-dessus, expliquer pourquoi on a

lim lZ]P(Am:i): lim lZIP(Zm:z‘).
m=1 m=1

n—oo N n—0oo 1N,

Ainsi, en moyenne, A et Z ont la méme distribution.

. Montrer que (Z,)n>0 est une chaine de Markov et donner ses probabilités de transition.

4. Montrer que si il y a une infinité de k tels que p > 0 alors la chalne est irréductible. On supposera étre dans

ce cas.

. Montrer que si pged{k, pr > 0} = 1 alors la chaines est apériodique. On supposera étre dans ce cas.

6. Montrer que la mesure définie par ur = P (¢; > k) est une mesure stationnaire. Montrer que la chaine Z est

récurrente positive.

. En déduire la distribution limite de Z.
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