Feuille d’Exercices VI

Processus Stochastiques

Exercice 1. On a vu que si une chaine de Markov P est irréductible, apériodique et récurrente positive alors
n
Py —

1. Donner un exemple de chaine de Markov irréductible et récurrente positive (mais périodique) tel que PJ% ne
converge pas.

2. Montrer que si une suite a,, — a lorsque n — oo alors + Y opg ay — o

n n— oo

3. En déduire que si on enleve 'hypothese d’apériodicité alors on a tout de méme,
1 n
I
n & J n—oo
Exercice 2. On considére la marche aléatoire symétrique X donnée par

X, = ZYk

avec Y7, Y5 ... une famille de variables aléatoires i.i.d a valeurs dans Z.

1. Montrer que c’est une chaine de Markov.

2. On suppose que Y} est distribuée de la fagon suivante

Dessiner le graphe de X et donner sa matrice de transition.

3. Montrer que pour tout ¢ € N.

2n

2n+1 2
Pu‘n+ =0 et Pz’in:<n

)p"(l -p)".

4. En utilisant le fait que

montrer que X est récurrente si et seulement si p = %
5. Montrer que la chalne est irréductible, quelle est sa période?

k
6. Montrer que la mesure p définie par pour tout k € Z, up = (1%7) est réversible pour X et ainsi est
stationnaire.
7. Montrer que la mesure v, = 1 est stationnaire.

8. En déduire que la chaine X avec p = % est récurente nulle.

Exercice 3. On définit la chaine de Markov sur S = N* = {1,2,...} donnée par la matrice de transition
Por =pk,  Prgs1 = ar

avec 0 < pr,qr < let gz =1 — pg.

1. Dessiner le graphe de P.

2. Montrer que la chaine est irréductible et apériodique.



3. Calculer
P <Igl>1111{Xk =1}>n

Xo=1).

Montrer que la chaine est transiente si et seulement si lim,, o szl qr > 0.
Montrer, en passant sous forme exponentielle, que lim,, .o HZ=1 qx > 0 <= Ziozl pr < +oo.

Ainsi, que se passe-t-il quand p, = k%rl ou py = m

AR

Dans le cas pr, = calculer exactement

1
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P min{X; =1
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Exercice 4. Soit X unec chaine de Markov définie sur S = {0, 1,2, 3} par la matrice de transition

et retrouver la conclusion de la question précédente.
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1. Donner le graphe associé.
2. Est-ce que la chaine est irréductible?

3. On note X%2 la chaine de Markov retreinte aux états 0 et 2. Pourquoi la chaine admet-elle une unique
probabilité stationnaire? Déterminer la.

4. De méme pour X3 la chaine restreinte aux états 1 et 3.
5. Déduire deux distributions stationnaires 7 et p pour la chaine initiale P.

6. Soit A € [0,1], montrer que Aw + (1 — A)u est une distribution stationnaire pour P. En déduire que P admet
une infinité de ditributions stationnaires.

George David Birkhoff John von Neumann
(1884-1944) (1903-1957)



