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1. CHAINES DE MARKOV EN TEMPS DISCRET

1.1 Premieres définitions

On commence par définir un processus stochastique de maniere générale.

“ DerNITION 1.1 *
Un processus stochastique est une famille de variable aléatoires a valeurs dans un méme espace S :

{Xt . Q — S}teI.

S est appelé 1'espace des états du processus. Lorsque I est dénombrable, on parle de processus en temps

discret.

Dans ce chapitre, et pour parler de chaines, nous nous concentrerons sur S étant fini ou inifini dénom-
brable.

Par exemple, Si Xp,... sont des variables aléatoires indépendants alors le {X,},>1 est un processus
stochastique. Par exenple, X; peut correspondre au résultat d'une piece X; € {P,F}. Un exemple plus inté-
ressant vient lorsqu’il y a dépendance entre les éléments du processus.

Pour ce faire prenons un nouvel exemple, un jeu de pari o1 a chaque mise : on gagne $1 avec probabilité 0, 4,
on perd $1 avec probabilité 0, 6.
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On arréte alors de jouer lorsqu’on a atteint soit $N ou $0 ot1 N est une cible fixée a 'avance. On considere
alors le processus suivant
Xy, @ fortune au temps 7.

Nous pouvons alors calculer certaines probabiilités, par exemple pour i, € {1,...,N—1},

0,4 sij=in+1,
IP(Xn+1 :]|Xn :l‘n,Xn,1 :l‘nfl,...,X():l'()) = 0.6 Sij:in—l,
0 sinon.

Si i, = 0 alors nous avons
P (Xpq1=j1Xu =0,Xy—1 =ip-1,...,X0=0) = Lj—g = 1,
etdemémesii;, = N,
P (Xps1 = jIXu =N, X1 =iy-1,..., X0 =0) = Ljen = 1j,..

Dans ce calcul, on remarque quelque chose d’important : 1état futur X, 1 ne dépend que du présent i, = X,
mais pas du passé (X;,_1, ..., Xp). On dit que ce processus est de Markov ou markovien. C’est notre premier
exemple de chaine de Markov.

“ DerNITION 1.2
Une chaine de Markov & temps discret est une suite de variables aéatoires {X,, : () — S} a valeurs dans
un méme espace d’états S telle que

P (Xn-i-l = in+1|Xn =in, ..., Xo = iO) P (Xn-i-l = in+1|xn = in) .

On appelle cette probabilité la probabilité de transition de i, vers i, 1.

OBSERVATION . Lorsque les probabilités de transition ne dépendent pas du temps 7, on dit que la chaine
est homogene. On restera dans ce cas la dans ces notes.

On voit que
Pij =P (X1 = jIXu = i)

donnent les regles completes de notre jeu. En réécrivant nos probabilités calculées précedemment,
Ppo=1 Pnn=1, Pi/iJrl =04, Pi,ifl =0,6 pouri S {1,.. N - 1}.

On peut alors écrire cela sous forme d’une matrice, par exemple si N = 3,

W N = o
o
L
()Y
o
(=)
N
N

Cette matrice est appelée la matrice de transition en un pas de la chaine de Markow.

“ DEFINITION 1.3 “*

Soit X = {Xy },>0 une chaine de Markov. On définit la matrice de transition en un pas P de X par
Pij =P (Xyr1 = jlXn =1).

On note que sil’espace des états est infini dénombrable alors nous n’avons pas une “matrices” a propre-
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ment parlé mais on utiliserons tout de méme ce terme.
On peut aussi représenter la chaine de Markov sous forme graphique, en prenant ’exemple de la ruine
du joueur avec N = 3.

1 1
& 0/4 &
0,6 < >‘—<0,6 : > 0,4

EXEMPLE 1. On considere la chaine d’Ehrenfest : m particules d’un gaz sont divisées entre deux compar-
timents fermés A et B avec un trou entre la cloison des deux compartiments. A chaque instant, un seul
passage entre compartiment ne peut se produire et chaque particule a une chance égale a toute autre de
changer de compartiments. On définit alors X, le nombre de particules dans le compartiment A aprés n
passages. L'espace des états de la chaine est donc S = {0, ..., m}.

Est-elle une chaine de Markov ? Pour connaitre X,,; 1, devons-nous ne savoir que X, ? Vérifions-le :

. . ) . m—i
]P<Xn+1 :Z+1|Xn =1, X1 =1y-1, .-, X0 :Zo) = .

m

De méme, .
. . . . i
P(Xy1=1i—1Xp =04,Xy_1 =ip_1,..., X0 =1p) = poet
On remarque donc que cela ne dépend que de i et donc seulement que de X;,. On peut écrire cela sous forme
de matrice de transition, on a

m—i i
Piip1=——, Pii1=_
qui donne par exemple pour m = 4,
01 .0 0 O
1 3
7 0 7 00
P=1]0 } o 1 o0
00 3 0 %
0 0 0 1 0]
Et sous forme de graphe
3 1 1
4 2 1

0=—=0=—=0=—=0==0)

Dans ces deux exemples, on a définit la matrice de transition depuis la définition de la chaine. En fait, toute

L [eN]

FNT,
NI—

matrice de transition définit une chaine
a , a
DEFINITION 1.4

Une matrice de transition P € R"*" pour n € N* U {+0c0} est une matrice dont les coefficients suivent
— Pj; > 0 pour tout i,j € {1,...,n}.
— 27:1 P;j = 1pourtouti € {1,...,n}.

La matrice de transition et la distribution de la condition initiale Xy déterminent completement la chaine.
En effet,

P Xy = in, Xy—1 = ip_1,...Xo = ip) = P (Xp = in|Xy—1 = in_1,...,Xo = i0) P (Xy—1 = i—1,...,Xo = ip)
=P Xy = in[Xy-1 =14-1) P (X1 = iy-1,..., X0 = i)
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= Pin—l,i11]P (Xn—l - il’l—lr e /XO = 10)
- P PiVle/in—] Plo ll]P (XO - 10) .

In—1/n

“ DEFINITION 1.5: Matrice de transition en pas m
Soit X = {X; }» une chaine de Markov. ON définit la matrice de transition en n pas P de X par

P =P (X, = j|Xo = i)

On remarque que I'on a aussi

et aussi

“ THEOREME 1.6: Equation de Chapman-Kolmogorov =
Pour toutk € {0,...,n},

=) Pz@ n g que 'on peut écrire  P(") = pk)p(n=K),
les

En particulier,

p) — pn,

Démonstration. L'idée de la preuve est de conditionner a un instant intermédiaire. Pour k € {0,...n},ona

m m
PXy=jXo=i)=)Y PXy=jXe={Xo=1) = Z Xn =jlXe =6,Xog=i)P (Xg = £|Xg =) .
(=1 (=1

On utilise maintenant la propriété de Markov et la définition de la matrice de transition en k pas et on a
(n) 3 () _ y p(nk)p(k
P :Z Xy =j|Xe =0)P 2 Xp—k = jIXo=0) P} ZKZOP@- Pig"-
On reconnait ainsi un produit de matrices que 'on peut réécrire
P — p)pln—k)
Et par re¢urrence, puisque P(!) = P par définition, on a que si P*~1) = P"~1 alors

P = plr=Dp(l) = pr=1p = p",

EXEMPLE 2. On rappelle la matrice de transition de la ruine du joueur avec N = 3,

g
I

S O Ulw =

O ulw O o

o o vin O

—onn O O



Processus Stochastiques 1 Chaines de Markov en temps discret

On peut alors calculer facilement la matrice de transition a deux pas,

1 0 0 0
3 6 4
p_|5 5 0 =
9 6 2
5 0 5 3
0 0 0 1

On peut continuer, si on calcule la matrices apres 20 tirages, on obtient

1 0 0 0

079 6x1077 0 0.21

0.47 0 6x1077 0.53
0 0 0 1

P2 ~

On remarque donc qu’il n'y a que tres peu de chance de continuer a jouer apres 20 tirages! En fait, on verra
plus tard méme

1 0 0 O
15 4
lim P = | D 00 1
n—oo 9 10
v 00 1
0 0 0 1

EXEMPLE 3. Regardons un exemples plus simple a deux états. Supposons que le temps qu’il fasse demain
de dépende qu’aujourd’hui. On considere deux états %t and @ end définissant

L%, : 1l faut beau au jour n,

&, : 1l fait nuage au jour .

On se donne les données suivantes :

P (8 41]50) = 0.8, P(@,1]5%,) =02,
P (35,11 |@) = 04, P&, |@,)=0.6.

On définit la variable aléatoire X, = 14, et on voit que X, est une chaine de Markov sur I'espace d’états

08 02 114 1
P= = - .
04 0.6 512 3

On est Mercredi et il fait beau, calculons la probabilité qu’il fasse beau Dimanche. On cherche donc

{0,1} avec la matrice de transition

P(Xy = 0[Xp = 0) = Pj
et le calcul donne

p2:l 18 7 P4:P2P2:i 422 203'
14 117 625 |406 219

Ainsi,
422

On peut généraliser le calcul que I’on vient de faire au cas général des chaines a deux états. On considere
la matrice de transition générale pour 0 < a,b <1,

_1—a a
P=1 v 1-0|
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Pour calculer P”, on va diagonaliser P. En effet, on rappelle que si on peut écrire
P=UAU "' alors P"=UA"U"
On calcule donc les valeurs propres de P,
detP—A)=(1—a—A)(1—-b—A)—ab=A>—-(2—-a—bA+(1—a—b)=0.

On calcule le discriminant
A=2-a—b?*—4(1—-a—b)=(a+b)?

qui nous donne les deux valeurs propres
AM=1 et Ap=1—(a+D).

On cherche maintenant les vecteurs propres associés. Pour A; = 1, on résout

L —a a up|
. R

1
qui nous donne u; = u1. On peut donc prendre i1} = L] .Pour Ay =1— (a+1b), onrésout

P—AD)F=0 < [Z Z] [1’1]:0

qui nous donne av, = —bv;. On peut donc prendre 1, = l ab] . On peut alors écrire
U:la,/\:l 0 ,Uflzlba
1 =b 0 1—(a+D) a+b |1 -1
Finalement,
1 1 a1 0 b a
a+b |1 —b| [0 1—(a+b)| |1 -1
qui nous donne
a1 1 a1 0 b a
Ca+b |1 —b| |0 1—(a+Db)"| |1 —1

Sila chaine n’est pas triviale,i.e a + b # 2 et a + b # 0, on peut alors calculer la limite

1 0(|b a| 1 b a
0 0| |1 —=1| a+bl|b al’

Les lignes de P deviennent identiques lorsque n devient grand. Plus le temps s’écoule, plus la chaine oublie

1 a
1 —-b

lim P" = 1
n—00 a+b

son état initial. On remarque aussi que ces lignes limites sont particuliéres pour P car on a

[b ”]1? 1ib:a}rb[b ”}'

1
a+b

[b a}P:aﬁ—b

C’est un vecteur propre a gauche associé a la valeur propre 1. On verra plus tard que ce vecteur a une
signification importante. On remarque qu’il n’y a pas toujours une limite, par exemple sia = b = 1, alors

P= [0 1] et ceci nous donne P" = { I sinestpair,

1 0 P sin estimpair.
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etiln’y a pas de limite lorsque n — co.

1.2 Conditionnement a un pas

Reprenons 1’exemple de la ruine du joueur. On définit X;, la fortune du joueur au temps n et on rappelle

les transitions
Pin1=p, Puur1=p pourtoutl <n<N; et Pyo=Pyn=1
Calculons la probabilté de ruine, c’est-a-dire
u;=PR[Xo=1i) avec R={3In>0,X, =0}

On connait déja plusieurs valeurs car #y = 1 et uy = 0. On va obtenir une formule de récurrence en
conditionnant sur le premier pas. En effetm pour 1 <i <N -1,

u; =

P(R|Xo = i)
=P
P

(
(R Xg=1,X; =i+ 1)P(Xy = 1'+1‘X0 =) +PR|Xg=4X;=i—1)P(X; =i—1|Xp = 1)
(RIX; =i+ 1)p + PRIX; =i~ 1)(1 — p)

= pujy1 +quiq

avec la notation g := 1 — p. Maintenant, on peut réécrire cette relation de récurrence sous la forme

q
Uj = pujp +qui—1 = Ui — U = E(”i —Uj_q).

q i
Ujp] — U = (P) (11 — up)

k-1 SWAN
we =Y (uipq —u;) +ug =Y (p) (u1 — ug) + uo.

i=0 i=0

Ceci nous donne ainsi que
et finalement

On utilise maintenant le fait que uy = 1 et que un = 0 pour obtenir 17 car

N-1 q i
uN_O_Z(ﬁ) (Ml—l)—f-l(—)ul:l—Ni
i=0

P17
o _
= =
N~

Finalement, on obtient
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on obtient le résultat final, comme % = lest équivalenta p = %,
k . 1
1-g sip=3,

R
S0

On remarque ainsi que si N — oo, c’est-a-dire que le joueur n’a pas de limite de fortune, on obtient

sip # 3.

1 sipg%,

(%)k sip > %

Si le jeu est en notre faveur, on a une probabilité strictement positive de ne jamais étre ruiné! On peut aussi

U =

utiliser le conditionnement a un pas pour déterminer la durée moyenne d’une partie de jeu. Pour simplifier
les calculs, on considere le cas ot p = % On définit

v; = E [Durée d'unjeu|Xp =i] = E {miﬂr\}{xn =0ouX, =N}Xp =1if.
ne

En particulier, vp = vy = 0. On utilise le méme raisonnement que précédemment en conditionnant a un

pas. Pour 1 <i < N — 1, on obtient
1 1
Vi = ovVi-i+ SvVipn + 1

Il ne faut pas oublier le +1 car on compte le pas effectué. On réécrit cette relation de récurrence sous la forme

Vigl = Vi = Vi — Vi1 — 2= Vi1 — Vi = (v — 1) — 2i = v — 2i.

Ainsi
k-1 k-1
ve =) (Vi1 —vi) +Fvo =) (1 —2i) = kvy —k(k—1).
i=0 i=0

Pour trouver v1, on utilise la condition vy = 0,
0=wvN :Nvl—N(N—l) =11 =N-1.

Finalement, on obtient
v =k(N—1) —k(k—1) = k(N —k).

La symétrie entre k et N — k est logique car le jeu est équitable. On remarque que la durée moyenne est

N

maximale lorsque k = 7, c’est-a-dire lorsque le joueur commence avec la moitié de la fortune totale. On

remarque aussi que Vg < +oco pour tout 1 < k < N — 1. Le temps moyen est toujours fini!

EXEMPLE 4. On lance une piéce jusqu’a obtenir FFE. Calculons le nombre moyen de lancers pour obtenir ce
motif. On va construire une chaine de markov adaptée. On définit les états suivants :

S = {XXP, XPF, PFF, FFF}

dont on garde l'ordre pour construire la matrice de transition. On a alors

e
Il

O NI NI=NI—=

S O O NI

S O NR O

= Ne OO
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On remarque que I’état FFF est absorbant car on arréte le jeu une fois qu’on a eu ce lancer. On définit
7 =E [Nombre de lancers supplémentaires pour atteindre FFF|Etat i} .

On a bien sur tppr = 0. En conditionnant a un pas, on obtient les relations de récurrence

1 1
TXXP = 5 TXXP + 5 TxPF + 1,

2 2
1
TXPF = 5 TXXP + > TPFF +1,

1 1
TPFF = 5 TXXP + 5 TFFF +1

On peut résoudre facilement ce systéme linéaire et on trouve
™xp = 14, xpr =12, Tppr = 8.

Si on part du premier lancer, on regarde donc Txxp = 14. En moyenne, il faut donc 14 lancers pour obtenir
FFE. Si on nveoit pas que I'on doit choisir Txxp, on peut aussi conditionner sur les trois premiers lancers et
ona

T*3—|—1T —|—1T + -1 —|—1T =14
= 5 XXP T+ 7 TXPE + g TPFF + g TFFF =

ot1 on a utilisé 1

= g.
Que se passe-t-il si on regarde le motif PFF? On construit la chaine de Markov avec les états

P(XXP) — % P (XPF) — i P(PFF) — P(FFF)

S = {XXP, XPF, PFF, FFF}
et la méme matrice de transition que précédemment. On définit
7 =E [Nombre de lancers supplémentaires pour atteindre PFF|Etat i] .

On a bien sur TI/)FF = 0. En conditionnant & un pas, on obtient les relations de récurrence

/ o 1, 1, 1
Txxp = 5 Txxe + 5 xer + 1
2 2
/ _ 4 _"_ ) _"_ 1
TXPF = 5 Txxp T 5 TpFr T 4/
2 2
1
/ / /
TREF = 5 Oxxp + 5 TFrF 1 1
2 2
On peut résoudre facilement ce systéme linéaire et on trouve

! _ / _ ! _
xxp =6, Txpp =4 Tgpr = 8.

En partant du premier lancer, on regarde donc Tzrr = 8 ou en conditionnat sur les 3 premiers lancers,

T’—3+11' +1r —i—lr —1—11' =8
- 8 FFF 2 XXP 4 XPF 8 PFF — ©O.

On voit donc que I'on met moins de temps en moyenne pour obtenir le motif PFF que le motif FFE. Les répé-
titions dans le motif allongent le temps moyen pour obtenir ce motif. On pourra faire le méme raisonnement
pour le motif PFP et on obtient un nombre moyen de lancers égal a 10.

1.3 Classification des états

Nous allons maintenant donner plusieurs définitions et propriétés pour classifier les états d’une chaine
de Markow.
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a . - 2 . a
DEFINITION 1.7: Etats récurrents et transients
Un état i est récurrent pour une chaine de Markov X si

fii == P (retour en i|départdei) =P (In > 1, X;, = i|Xg =i) = 1.

S’il n’est pas récurrent, il est dit fransient, i.e f;; < 1.

EXEMPLE 5. Regardons la chaine de Markov décrit par le graphe suivant

O=—=o0=o=

1
2

N—

L’état 2 est-il récurrent ou transient? On commence par écrire
fo=P(@En>21,X,=2Xg=2)=1-P(Vn >1,X, #2|Xo =2).

Or, pour ne pas revenir en 2, il faut a chaque fois aller en 1 puis en 0 et rester entre ces deux états. Ainsi,

]P(Vn}l,Xn;é2|X0:2):H(;><1) =0.
k=1

On en déduit que fy» = 1 et donc que l'état 2 est récurrent. Si on prend maintenant la chaine de Markov

suivante
1
2
OSSR O==0=t
1
3 1
2 2
alors on voit que maintenant
1.1 3
f22:1—IP(Vn>1,Xn#2|X0:2)<1—§x521<1

puisque pour ne pas revenir en 2, on peut aller en 1 puis en 0 et rester en 0. Ainsi, I'état 2 est transient dans
cette chaine de Markov.

a , 2 P a
DEFINITION 1.8: Etats récurrent nuls
Un état récurrent est dit récurrent nul si

Ui = E [mian = i|X0 = l:| = H-00.

n=1

Sip; < +o0, il est dit récurrent positif.

EXEMPLE 6. Si on considere la chaine de Markov a deux états suivantes
1

2
1 1
v (o —(1 >
1
2

alors par le méme raisonne que précédent, on trouve que les deux états sont récurrents. Calculons mainte-

nant yp. On a

1

car pour revenir en 0, il faut a chaque fois rester en 0. Ainsi,
ad 1
po = Zlnxz—n:2<+oo
n=

10
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ol1 on a utilisé le fait que

n 1& n 1 . 1<d x ) 1
Proitam=a(ale) -1(& - s, 2
o 2 =l 2<dx )x% 2\dxl-x/ 1 2(1—x)>

n=1 \x:%

Ainsi I’état 0 est récurrent positif. Par symétrie, I'état 1 est aussi récurrent positif.
Si on considére maintenant une forme de la ruine du joueur donnée par la chaine de Markov suivante,

1 1 1 1
2 2 2 2
%C@) (1] (2) (@ e
1 1
2 2

1 1
2 2

NI—=

NI—

alors on a vu que foo = 1, i.e I'état 0 est récurrent. Calculons maintenant y en utilisant le conditionnement

aunpas.Ona

1 1 .
o =1+ FH0 + §IE) [rnn;{l{xn = 0}‘X1 = 1}
que l'on peut réécrire en utilisant la stationarité de la chaine,

—24F |min{X, =0
po =2+ [1;{12151{71 }

X =1]

224+E [min{Xn =0ouX, =N}
n=0

x0_1]
=241 =241x(N-1)=N+1

Mais ceci est vrai pour tout N > 1, en prenant N — oo, on trouve que py = +oo. Ainsi, 'état 0 est récurrent
nul.
a " i gpay B
DEFINITION 1.9: Période d’un état
La période d'un état i est donnée par

d(i) = pged{n > 1, Pgl-") > 0}

avec d(i) = 0 pour pged @. Un état i est dit périodique si d(i) > 1 et apériodique sinon.
EXEMPLE 7. Considérons la chaine de Markov suivante

0=—=0=—=0=—=0

1
2

N[—=

N—

On remarque que 1’on ne peut pas revenir en 2 avec un nombre impair de pas, ainsi d(2) = 2 et I'état est
donc périodique.
Si on considére la chaine de Markov suivante

1
2
1 1
1 : )~@Dz
1
2

alors on peut revenir en 1 avec un nombre pair ou impair de pas, ainsi d(1) = 1 et 1’état est apériodique.

“ DerNITION 1.10
Un état récurrent positif apériodique est dit ergodique.

On ne peut pas toujours faire ces classifications a la main, nous allons maintenant voir des criteres pour

classifier les états.

11
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“ THEOREME 1.11: Criteres de classification

2 . 2 . . n
Un état i est récurrent si et seulement si ) > Pl(i ) = too.

Démonstration. On commence par écrire

Y P = Y P, = ilXg = i) = Y B [1x,i[Xo = i] = B [N{Xo = i]

n>1 n>1 n>1

otton a défini N; = ), > 1x,—; le nombre de retours en i apres le temps 0. On utilise maintenant le fait que
E[N;[Xo = i] = Y4>1 P(N; > k|Xo = i) et on écrit & I'aide de la formule des probabilités totales,

P(N; > kXg=1) =) P(N; 2 k[Xo=10Xy #i,Xp #1,...,. X =1)P(Xq #0,Xo #14,...,Xp = 1)

21
[ 0
=) P ) Ixi>k-1X,=i]f;
1 j=+1

otll on a défini fl.(iz) = P(Xy # i,Xp #i,...,Xy = i) et on a utilisé la propriété de Markov pour obtenir la
derniére égalité. On remarque que par stationarité, on obtient alors

—+o0
P(N; > KXo =) = } | P (Z]lxj—i>k—1
=1

021

o i) £ = fiP (N 2 k—1]Xo = ).

et par récurrence, on trouve
P(N; > k|Xo = i) = f5.

Finalement, cela nous donne

(n) _ k) oo sifi=1,
P = - g
RS oy {ff i

n=1 k>1

et on voit donc que 7 est récurrent si et seulement si } > P = 4o, O

ii
On remarque que cela nous donne aussi que i est transient si et seulement si )~ Pl(i") < +o0 et en par-
ticulier si 7 est transient alors on a nécessairement Pfl.") — 0 lorsque n — oo mais on verra que la réciproque
n’est pas vraie en général. On a un autre critére pour montrer qu’un état est transient. Si il est possible d’aller
de i a j avec une probabilité strictement positive mais qu’il n’est pas certain de revenir de j a i, alors i est

transient.
“ THEOREME 1.12: Critére pour état transient n
Sifij =P (3n>1,Xy, =j|[Xo=1) >0et f;; <1alorsi est transient.

Démonstration. Soit K = min{k > 1,PE;<) > 0}. On sait qu'il existe ji, ..., jxk—1 € S tels que

Pij Py -+ Pj4j >0

et de plus jy # j pour tout 1 < k < K — 1 par définition de K. On a alors
1= fii = Pij, Pjyj - - Pj_yj(1 = fji) > 0
et fi; < 1 ce qui montre que i est transient. O
“ DEFINITION 1.13: Relation d’équivalence -
(n)

Deux états communiquent, noté i <> j, si j est accessible par i, i.e il existe un n > 0 tel que P; y 0, etsi

i est accessible par j, i.e il existe un m > 0 tel que P](;") > 0. Cela définit une relation d’équivalence.

12
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En effet,ona P@ = 1ldonci « i (réflexivité). Sii <+ j alors il existe n,m > 0 tels que Pl(]m > 0et P](lm >0

donc j < i (symétrie). Enfin, sii <+ k et i <+ j alors il existe n,m > 0 tels que P( " > 0 et P](Zm )> et par la
propriété de Chapman-Kolmogorov,

(ntm) 5 p(m)p(n)
) )

Comme on a une relation d’équivalence sur l'espace des états S, on peut faire une partition sur les classes
d’équivalence.

EXEMPLE 8. On consideére la chaine de Markov suivante
g D e N\

2 (5 —

|

—
6
. / . /

On voit que l'on a 4 classes d’équivalence : {1,5}, {2}, {6} et {3,4,7}.

“ DEFINITION 1.14: Sous-ensemble fermé
Un sous-ensemble A C S est dit fermé si

VZGA,V]%A,PUIO

Par exemple, on voit que dans 1’exemple précédent, les classes d’équivalence {1,5} et {3,4,7} sont des
sous-ensembles fermés tandis que {2} et {6} ne le sont pas mais {3, 4, 6,7} est un sous-ensemble fermé. On
remarque que A = S et @ sont toujours des sous-ensembles fermés.

“ DEFINITION 1.15: Chaine irréductible
Un sous-ennsemble A C S fermé est dit irréductible si pour tout i,j € A alors i <+ j. Une chaine qui ne
comporte qu’une seule classe d’équivalence est dite irréductible, c’est-a-dire que pour touti,j € S,i <> j
i.e S est irréductible.

La relation d’équivalence permet de classifier les états d"une chaine de Markov. En effet, on a le théoréeme
suivant.
a . N . A 2 . a
THEOREME 1.16: Relations dans une méme classe d’équivalence
Sii ¢ jalors
— i est récurrent si et seulement si j est récurrent.

— ietjontla méme période.

Démonstration. i < j signifie qu'il existe n,m > 0 tels que Pl(].") > 0et P](.;") > 0. On utilise la propriété de
Chapman-Kolmogorov pour écrire

(n+m-+k) (n) (k) (m)
P; > Py Py b

ii

et en sommant sur k > 1, on trouve

Yo pUrh) P(n)P( "y plk
7/

k>1 k>1
Ainsi, si j est récurrent, i.e } y> P(k) = +o00, alors i est récurrent.

Si P](.]I-C) > 0 alors on a P(n+m+k) > 0 par le raisonnement ci-dessus. Ainsi, par définition de d(i) =

pged{n > 1, PEZ- N 0}, onad(i)|(n +m + k). Mais on a P( > P;JI()P](]IF) > 0 et ainsi d(i)|n + m + 2k. En

13
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soustrayant, on trouve que d(i)|(n + m + 2k) — (n + m + k) = k. Puisque P](.]@ > 0 par hypothese, on obtient
d(j) > d(i). En inversant les roles de i et j, on trouve 1'égalité. O

“ THforEME1.17 *
Si i est récurrent alors

fi = 1 sii<j,
K 0 sinon.
Démonstration. On va montrer que f;;(1 — fj;) = 0. En effet, si on a cette formule et si i <+ j alors f;; > 0 par
définition et ainsi fj; = 1 mais si i est récurrent, nous savons que j est récurrent et donc f;; = 1 par symétrie.
Siin’est pas accessible par j alors f;; = 0 et ainsi f;; = 0 et de méme si j n’est pas accessible par i alors f;; = 0
par définition.
Supposons que i # j et que f;; > 0, on a donc un chemin entre i et j. On note n = min{k > 1,PE]I-<) > 0}

et on choisit ji,...,j,—1 € Stels que

Piji Pjy -+ Pjyj > 0.

On a alors
g =P Xy # i, Xa E gy X1 # i, X = jIXo = 1) > Py, Py Py i > 0.
On a maintenant, comme i est récurrent
0 = P (ne jamais retournereni|Xyg =i) =1— f;; > g,(]»n)(l — fii)

(n)

etainsi f;; = 1 car 8ij >0 On a donc bien montré que

fij(1 = fji) = 0.
O
“ TuforEME 1.18 “
Sii et j sont dans la méme classe d’équivalence et i est récurrent alors fi; = fi; pour toutk € S.
Démonstration. Comme i < j, on sait que j est récurrent par le résultat précédent . Soit k € S alors on a
frj = P (Visite future en j passant par i[Xo = k) > fyifij = fui-
Par symétrie entre i et j, on obtient que fy; = fi;. O

“ THEOREME 1.19 *
Si C est un sous-ensemble fermée irréductible finie alors tous les états de C sont récurrents.

Démonstration. On sait que siiestrécurrenteti <+ j alors j est récurrent. Il suffit donc de prouver qu’il exsite
au moins un état récurrent. On a déja prouvé que

P (Nj > k[Xo = i) = fP (N; = k=1%o = j) = fijff "

avec N; le nombre de visites en j et ainsi

) ) B f
E[NjXo=i] =} P(N; > kiXo=1) =fy }_ fi ' = _l]f”-
k>1 k>1 71

Si tous les états sont transients alors pour tout j € C, on a fj; < 1 et ainsi E[N;|Xy = i] < co pour tout

14
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i € C. Or comme C est fermé, pour touti € C,on a Zjec P?]- =1 et ainsi
+0o +00
_ n o __ n __ 3 _ 4
too=1) Y Pi=) ) Pi=) E[NjXo=i] <co
n=1jeC jeCn=1 jeC
ce qui est absurde! Donc au moins un des états n’est pas transient et est donc récurrent. O

On peut donc classifier les états d'une chaine de Markov a un nombre fini d’états de la fagon suivante.

“ THEOREME 1.20: Classification des états
Si le cardinal de S est fini alors S peut étre écrit comme 1'union disjointe

S=TUR U --UR

avec T contenant tous les états transients et R; sont des sous-ensembles fermés irréductibles d’états

récurrents.

Démonstration. On définit I’ensemble
T={ieS JjeS,i—jetjAi}

alors on sait que les états dans T sont transients.

Soit i € S\ T, alors on définit la classe d’équivalence C; = {j € S, i — j}. Comme j ¢ T, nous savons
que pour tout j € C;, j — i. On peut vérifier que C; est fermé, en effet pourj € C;etk ¢ C;alorsonai — jet
i 7+ k.SiPj > 0 alors nous avons j — k mais ceci est impossible par transitivité car i — j et j — k implique
que i — k. Ainsi, ceci est impossible et Py = 0 et C; est fermé.

Vérifions maintenant que C; est irréductible. Soient j,k € C; alorsonaj <> i etk <> i doncj < k. On
sait donc par le résultat précédent que tous les états sont récurrents car c’est un ensemble fermé irréductible
fini et on définit Ry = C;. On continue alors le processus, si S\ (T UC;) = @& alors on a fini. Sinon on prend
j €S\ (tUC;) et on crée de la méme fagon C;. O

1.4 Distribution stationnaire

On peut se demander ce qu'il se passe si nous ne commencions pas par un état fixé mais par un état
initial aléatoire. Par la formule des probabilités totales, si on écritS = {1,2,...},

PO = ) = TP = P (X = X0 = i) = L POy = )P
i€s ies

Si on dénote 7t = (711, 712, ... ) € [0,1]° le vecteur ligne avec 7r; = P(Xo = i) alors on remarque que
P(Xy =) = (npl(j”)) |
]
on considere le produit d"un vecteur ligne par une matrice de taille correspondante (possiblement infinie).

EXEMPLE 9. On considere la chaine de Markov de la météo donnée par

p_ 08 0.2
04 06
alors si on commence avec la distribution 7 = (0.3,0.7) i.e. on commence avec 30% de chance d’étre 3t et
70% de chance d’étre @ alors aprés un pas, on obtient

08 02

7P — {0.3 0.7} l0-4 0

] - [0.3 X 0.8 + 0.7 x 0.4 0.48} - [0.52 0.48} :

15
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Ainsi, apres un pas de la marche, on a maintenant 52% de chance d’étre %t et 48% de chance d’étre @.

“ DEFINITION 1.21: Mesure et Distribution Stationnaire “

7 € R* est appelée mesure stationnaire si on a 1’égalité
P = 7.

De plus, c’est une distribution stationnaire sil’on a

27'[]:1

jes

On remarque que I'on a
mP" = gPP" = gP" = =1

L’idée est de voir que si on met 1 kg de sable sur les états avec sur chaque état i € S, 71; kg de sables (on peut
par la normalisation ) ;g 71; = 1) alors faire un pas de la marche consiste a bouger une fraction P;; de I'état
i vers l'état j. Si apres faire cette démarche, on obtient la méme division de sable sur chaque état, on a une

distribution stationnaire!

EXEMPLE 10. Pour la chaine de la météo, ceci consiste a chercher 7 tel que

=[] 08 02 [ )

Ceci nous donne un systéeme linéaire de deux équations a deux inconnues

{ 0.87 + 0.477, - o
1 — 2-

0.2771+).67T2 = 70y

On rajoute la condition de normalisation 711 + 712 = 1 et on obtient finalement

n:[% g].

Ainsi, si on commence avec P(%t) = % et (@) = 1 alors on aura toujours ces probabilités apres n’importe

quel nombre de pas de la chaine.

Une question naturel est de savoir si on peut toujours faire cela. A-t-on toujours existence de cette distri-
bution stationnaire et unicité comme c’était le cas dans I'exemple préécedent. Lorsque la chaine a un espace
d’état fini, c’est en fait un résultat d’algebre linéaire donné par le théoréme suivant.

“ THEOREME 1.22: Existence de la distribution stationnaire pour #S < oo n

Supposons que #5 < 4o et P est une chaine irréductible alors il y a une unique solution a P = 7 et
Yjes7j =1letonar; > 0 pourtouti €S.

Démonstration. Dénotons n = #S. Soit I la matrice identité de taille n alors on sait que

1 1 1
Pl:|=|!| << (P-I)|:| =0.
1 1 1

Ainsi nous avons que Rang(P —I) < n — 1 i.e la matrice P — I n’est pas inversible. Comme une matrice a
le méme rang que sa transposée nous avons que Rang((P —1)") < n — 1. Ainsi par définition, il existe un
vecteur u € Ker((P—1)T) avec u # 0, c’est-a dire

P-1)"u=0<=u'(P-1)=0<=u'P=u'.

16
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En dénotant T = u "

, nous pouvons la normaliser pour avoir ) ;-5 71; = 1 puisque que 'espace des états est
fini. En revanche, nous ne savons pas que les entrées de 7t € [0, 1] puisque 1'on pourrait avoir des entrées
positives et négatives. Il nous reste donc a voir que 7r; > 0 pour tout i € S et que la distribution stationnaire
est unique.

Pour le premier point, nous définissons Q = %(I + P) qui est une matrice de transition ot a chaque pas
on fait un pas de la marche X ou on reste sur le méme état avec probabilité % On remarque que l'on a aussi

nQ = %(n+7rP) = %(TT‘F ) = Tt.

Puisque P est une chaine irréductible, il existe un chemin entre j et i pour tout i, j € S. De plus, nous pouvons
choisir ce chemin d’étre de longueur plus petite que n — 1 puisque I'on a n états (si le chemin est de longueur

> n alors on est forcément passé deux fois par le méme état et on peut donc raccourcir le chemin). Ainsi

nous avons

Qi '>0 vijes.

Supposons que les entrées de 77 n’ont pas toutes le méme signe alors nous avons

|| = Z ”jQ;zfl

jes

10on—1
< L Im1Q;
j€s
ot I'inégalité est stricte car on a des annulations entre les termes de signe différents. Ainsi en sommant sur

Ylml <Y Y ImlQi !t =Y Iml Qi = Y Iml

ieS ieSjeS jeS ieS jeSs

i, nous avons

en utilisant le fait que Q" ! est une matrice de transition, ce qui donne une contradiction. Donc toutes les
entrées de 7 ont le méme signe et on peut les supposer positives. Il ne nous reste plus qu’a voir que les

entrées ne peuvent pas étre nulles mais on a
-1
Tt = Z NJQZ >0
jes

car Q?fl > 0 et 7r; > 0 et ne peuvent pas tous étre nuls. Donc nous avons l’existence d’une distribution
stationnaire telle que 7r; > 0 pour toutI € S.

Nous n’avons plus qu’a prouver 1'unicité de la distribution stationnaire. Si nous avions Rang(P —1I) <
n — 2 alors nous aurions 2 solutions 7 et y que 1’on peut choisir orthogonales (7T, yt) = Y ;cg 7T;pt; = 0. Mais
nous avons prouvé que 71; et y; doivent étre strictement positives pour tout i € S donc cela est impossible.

Ainsi il existe une unique distribution stationnaire 7t et nous avons pour tout i € S, 7r; > 0.
O

Commencons par voir des cas particuliers importants ot le calcul de la distribution stationnaire est facile.

“ DEFINITION 1.23: Matrice bistochastique m
P est une matrice bistochastique si

VieS, ) Py=1etVjeS ) P;=1
jE€S i€S

“ THEOREME 1.24: Distribution stationnaire pour matrice bistochastique =

Si P est une matrice bistochastique sur n états alors 7; = % pour tout i € S (la distribution uniforme) est

la distribution stationnaire.
Démonstration. On a 1 1 1
(7P)j =) 7Py =) ~Py= ) Pj=- =m

i€eS ieS i€eS
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EXEMPLE 11. On considere la chaine de Markov suivante

1 1 1 1
2 2 2 2
! C@ @ (2 —(3) (@D }
1 1 1 1
2 2 2 2
alors on remarque que la matrice de transition est
11 -
7 2 000
1 1
5 0 5 00
P=10 1 0 % 0
00 1 01}
0 0 0 3 3]

qui est une matrice bistochastique. Ainsi la distribution stationnaire est la distribution uniforme

_ {1 1 1 1 1
”—[55335

Une propriété plus générale est la notion de mesure réversible. On verra que toutes les mesures réver-
sibles sont stationnaires mais la réciproque n’est pas vraie en général.

“ DEFINITION 1.25: Mesure réversible
7T est une mesure réversible pour P si pour tout i,j € S,

niPij = 7'[ij1'.

a . N P . 9 9 -a
THEOREME 1.26: Mesure réversible et mesure stationnaire

Une mesure réversible pour P est toujours une mesure stationnaire pour P. La réciproque est fausse.

Démonstration. Prouvons que 7tP = 7. En effet, on a

(nP)j =} 7Py = ) miPji = 7; ) Pji = 7
ieS ieS ieS

car P est une matrice de transition. O

EXEMPLE 12. Considérons la chaine de Markov suivante

vi— Sw M=
SN
giIN vl O

On remarque que la matrice est bistochastique donc la distribution stationnaire est 7 = [% % %] . Cepen-

dant, on remarque que
P st L L 3 b
32 6710 3 10
et ainsi 77 n’est pas une mesure réversible. En fait, si on cherche une mesure réversible, on commence par
chercher

0=mPi3 =m3P31 = m3=0

18
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et ensuite
7'[2P23 = 7T3P32 =0=m =0

mais du coup pi; = 1 car 7t doit étre une distribution mais on aurait ’équation
1
Py = o =mPn =0
etiln’y a donc pas de mesure réversible.

EXEMPLE 13. Regardons un exemple ot on peut trouver une mesure réversible, on considere 1'urne d’Eh-
renfest avec N = 3 boules. L'espace des états est S = {0,1,2,3} ou l'état i correspond au fait qu’il y a i boules
dans la premiére urne. La matrice de transition est

o O W O
S wNn O —
—_ O W O

(e (@]

O W=

Cherchons une mesure réversible 77. On a les équations

moPo1 = Py = m = 37y,
mP1p = mPy = m = m = 3my,

1
Py = m3P3p = 13 = 3702 = T7p.

Comme on a la normalisation Z?:o 77; = 1 on trouve

1
7T()+37T0+37T0—|—7'[0:87'[0:1:>7T0:§

et ainsi
T=1s 8 8 %} :
Nous allons maintenant voir des propriétés d’existence et d'unicité des distribution stationnaires pour
certaines chaines de Markov.
“ TutorREME 1.27 ©

Soit X une chaine de Markov irréductible et récurrente alors pour i € S, la mesure u(/) définie par

. 400
u! = n;)IP (Xu=j, Ti>nXo =) avec T;=min{X, =i}

=

est une mesure stationnaire et on a 0 < y](i) < +oo pour tout j € S.

Démonstration. Soiti € S, alors si k # i,on a
; (i) [ 4 ) .
(P = Y 1 Pa =3 Y P (X = j, Ty > nfXo = ) P (Xys1 = k[Xu = j)
jes j€Sn=0

—+o0
=Y Y PXyy1 =k T; > n|Xg = 1) P (Xyy1 = k|Xy =, T; > n,Xo = i)
n=0jes

ot on a utilisé la propriété de Markov pour la derniére égalité. Par la formule des probabilités totales, on a

) +o00 +o00
WP =Y Y PXy=jXo1 =k T, >nXg=1)= Y Y P Xy = j,Xus1 =k Ti >n+1[Xo = i)
n=0;jes n=0jes
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+oo

= Y P (X1 =k T; > n 41X = i)
n=0

— Pl;(cl) P (Xo=kT;>0[Xo=1) = ”1(:)

car k # i. Si k = i, avec le méme raisonnement,

) +c0 +o00
(P = Y P Xy =i, Ti>nXo=1) = Y Y P(Xy =/, Ti =n+1|Xo =)
n=0 n=0jeS

S : (i
=Y P(Ti=n+1X=i)=1=p".

i
n=0

(0
]

(i)

Il reste & voir que 0 < p;” < +oc0 pour tout j € S. On a clairement p;* = 1 < +oc0. Pour j # i,ona

! =1= Y wB > Py
kes

(0

]

a fij = 1 et ainsi il existe un chemin de i a j sans repasser par i donc P(X; = j, T; > n|Xp = i) > 0 pour au

Comme X est irréductible, il existe n tel que P;.’i > 0O etainsi pt;’ < +00. De plus, comme X est récurrent, on

. (i
moins un 7 et ainsi ;4](. > 0. O

Il faut faire attention que le théoréme précédent nous donne l'existence de mesures stationnaires et non
pas de distribution stationnaire. En particulier, il n’est pas nécéssairement possible de normaliser ces mesures.
Nous pouvons maintenant voir ce corollaire qui donne l'existence de la distribution stationnaire pour les

chaines irréductibles et récurrentes positives.

COROLLAIRE 1.28. Soit X une chaine de Markov irréductible et récurrente positivei.e E [T;|Xp = i] < oo
alors la chaine admet une distribution stationnaire.

Démonstration. On a pour i € S que y](.i)
normaliser pour obtenir une distribution. En effet, on a

est une mesure stationnaire. On doit juste vérifier que I'on peut la

Y A, =i T,
jes

. oo [
Zy]@ =) Y E[lx,—jrsnXo=i] = ) E

jes jeSn=0 =0

—+o00
X = i} =Y E[lr-n|Xo =]
n=0

— E[TiXo = i].

Comme la chaine de Markov est récurrente positive, on a E [T;|Xp = i] < oo et on peut donc définir, pour
i€s,
(i)
b ETXe =i
O

A priori, le théoréme précédent nous donne I’existence de plusieurs distributions stationnaires puisque
nous pouvons construire ) pour tout i € S. Nous allons maintenant voir 1'unicité de la distribution sta-
tionnaire

“ TuforREME 1.29 “
Soit X une chaine de Markov irréductible. Si X admet une distribution stationnaire 7t alors

1
S =1
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Démonstration. Pour tout n € IN, nous savons que

1 18
ﬂiZEkZ:lﬂizakzl(ﬂP )i

car 7t est une distribution stationnaire. Par définition de P¥, on a

1 , 1
==Y P(Xg=iXg~m)==-E
nk:1 n

n
Z lek:i
k=1

Xp ~ ﬂ] = %E [Ni(n)[Xo ~ 7]

avec N;(n) = Y}_; Ix,—; le nombre de visites de I’état i jusqu’au temps 7. On voit que les temps de retour
dans I'état i forment une suite de variables aléatoires i.i.d. notées (7;);>1 avec T, = Tl(k) — Tfkil) ol Tl(k) est

(0)

le temps du k-ieme retour dans I'état i et T, = 0 par la propriété de Markov. Par la loi des grands nombres,

on a donc .
1 .
%ngz — o Ela] =E[TiX =1].

En dénotant R(k) = Z'lle Ty le temps du k-iéme retour dans I'état i, on a par définition
R(N;(n)) < n < R(N;(n) +1).

et ainsi

R(Ni(n)) _ n < R(N;(n) +1)  R(N;(n) +1) N;(n) +1
N;(n)  ~ Nj(n) N;i(n)  Nj(n)+1 Ni(n) °

Par la loi des grands nombres, on a

R(Ni(n)> p-s. . R(Ni(n) + 1) p.s. .
~ - o BTiXe = E[T;|Xo =
Ni(m)  noe DTXo =il et =T e BITiXo = 1]
et de plus, on a clairement NI’\E'ELJ)A % 1. Ainsi, par le théoreme des gendarmes, on a
n p.s. .
N;(n) e ETiXo = 1]
et donc
N;(n) 1

n n—oo B [Ti|X0 = l] '
En utilisant le théoréme de convergence dominée, on a

— lim LRIN o N;(n) _ 1

n—oo 1

De I'existence et l'unicité de la distribution stationnaire, on peut déduire le théoreme suivant.

“ THEOREME 1.30
Une chaine de Markov X irréductible admet une distribution stationnaire si et seulement si elle est
récurrente positive.

Démonstration. On a déja vu que si X est irréductible et récurrente positive alors elle admet une distribution
stationnaire. Réciproquement, supposons que X admet une distribution stationnaire 7r. Par le théoréeme

précédent, on a pour touti € S,
1

TR TXy = 1]

si 7r; > 0 alors on a IE [T;|Xo = i] < o et ainsi 7 est un état récurrent positif. Il reste a voir qu’on ne peut pas
avoir d’état récurrent nul. En effet, si j est un état récurrent nul, on a I [T;|Xo = j| = +o0 et ainsi 7; = 0. 11
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existe nécessairement un état i € Savec 71; > 0 car ) ;g 71; = 1 et par irréductibilité, pour tout i € S, il existe
n tel que P?j > 0 et ainsi
0=rm;= ZniP;} > P >0
i€S
ce qui est une contradiction. Ainsi tous les états sont récurrents positifs et la chaine est récurrente positive.
O

On remarque qu’on a vu qu'une chaine de Markov irréductible sur un espace d’état fini admet toujours
une distribution stationnaire et est donc récurrente positive. Nous pouvons résumer les résultats précédents
dans le théoréme suivant.

“ THEOREME 1.31: Existence et unicité de la distribution stationnaire
Une chaine de Markov X irréductible admet une distribution stationnaire si et seulement si elle est

récurrente positive. Dans ce cas on a la formule

1

= — T = 1 X =1
= Eg =g Ve T = min{Xs =i}

et ainsi la distribution stationnaire est unique.

Un des résultats les plus importants est le théoréeme de convergence vers la distribution stationnaire. Il
nous dit que peu importe la distribution initiale, la chaine de Markov converge vers la distribution station-
naire lorsque le nombre de pas tend vers l'infini.

“ THEOREME 1.32: Convergence vers la distribution stationnaire m
Soit X une chaine irréductible, apériodique et admettant une distribution stationnaire 7t alors
Pl — m;.
J pooo

Avant de prouver ce théoréme, nous allons avoir besoin d"un lemme technique que nous donnons sans
preuve.

LEMME 1.33. Soit X une chaine de Markov, sii € S a pour période 1 alors il existe ny € IN tel que pour
tout n > ng, Pi; > 0.

Preuve du Théoreme 1.32. La preuve de ce théoréeme est basée sur la construction d’une chaine de Markov
couplée. Soit S I'espace des états de X. On définit une matrice de transition sur S x S par

Qi) k1) = PikPji-

On considere la chaine de Markov (Y;),>0 sur S x S avec la matrice de transition Q. Montrons tout d’abord
que Q est irréductible et apériodique. Soient (i, j) et (k,1) dans S x S. Comme P est irréductible, il existe 1
et ny tels que P?k] > 0et P;.llz > 0 et de plus il existe m tel que pour tout r > m, Pj; > Oet P?l > 0 car P est
apériodique. Ainsi
nytnp+m __ pnitnyt+mpntny+m nyphy+mphyphy+m
Qipwy = Lik Py Z2 Py Py PPy >0

et donc Q est irréductible. De plus, comme P est apériodique, il existe m tel que pour tout r > m, Pj; > 0.
Ainsi, pour n > m,on a

Qi) = il > 0

et donc Q est apériodique.
Nous allons maintenant prouver que les deux coordonnées de Y, se rencontrent presque stirement. C’est-

(2)

T . L. i
a-dire que si nous écrivons Y, = (Y,(1 ), Y;;’), nous avons

P (Eln >0, YV = Y,(f)) =P(T<o)=1 avec T= min{YSll) = Y,(f)}.

n=0
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On voit que la distribution y(; ;) = 77,77 est une distribution stationnaire pour Q car

Q= X HipQijpwn = Y PP = = pi-
(i,j)€SxS (i,j)eSxS

Comme Q est irréductible, par le Théoréme 1.31, la chaine de Markov Y est récurrente positive. En particu-
lier, les états {(i,i), i € S} sont récurrents positifs et on a

P (rigg{Yn =(i,i)} < oo) =P (I;\;H{Ygl) =YP = i} < oo) =1

On finit donc par dire que

T< min{YSll) =YP? = i} <oo
n=0

presque stirement et donc

P (T < o) = 1.

Regardons maintenant que les deux coordonnées de Y,, ont la méme distribution sur I'événement {T < n}.
En effet, pour toutj € S, on a

]P(Y£}>=]',T<n): i ]P(Y,&”:j‘yﬁﬁzi,sz)]P(Ym :i,T:m)

(2)

oll on a utilisé la propriété de Markov pour la deuxieme égalité et le fait que Y,(J ) = Y, sur I'événement
{T = m} pour la troisieme égalité. Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théoréme. En effet,
pour touti € S,

(Y =) P (Y =) <P (Y =5 T>n) +B (Y =T > n)
et en sommant
glﬂ’ (W =) =P (¥ =) <2p(T>m).
j€

Si on suppose que Y(()l) =iet Yéz) ~ 7T, 0na Y,(12) ~ 7T car 7t est une distribution stationnaire. Ainsi,

X

jes

P;;—nj‘gzP(T>n)—>o

n—o00

car P(T < o0) = 1 et ainsi on a la convergence voulue
Pl —— ;.
J poeo

O

EXEMPLE 14. Urnes d’Ehrenfest paresseuse : Considérons une chaine de Markov sur l'espace d’états S =
{0,1,...,20}, de probabilités de transition :
1

P(kK) =5, Plkk+1)=

ZOTEk pourk <20, P(kk—1)=

k
20 pour k > 0

N —
N =
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Cette chaine est irréductible et apériodique. On peut vérifier que la distribution stationnaire est

(k) =22 <2k0>,

qui est la loi Binomiale (20, %) .

FIGURE 1 - Simulation de la chaine de Markov des urnes d’Ehrenfest paresseuse avec 20 boules, en partant de I'état 10.
On observe la convergence vers la distribution stationnaire (en rouge).

2. CHAINES DE MARKOV EN TEMPS CONTINU

En temps discret, on rappelle que la propriété de Markov peut s’écrire comme
P (Xy+1 =j1Xn =1, X1 = ip—1,..., X0 = dp) = P (Xyp1 = j|Xu =10).

On peut généraliser cela en temps continu

“ DEFINITION 2.1: Chaine de Markov en temps continu -
Soit X = (X¢)s=0 un processus stochastique & valeurs dans un espace d’états dénombrable S. On dit que
X est une chaine de Markov en temps continu si pour touts, t1, tp, ..., t;, t > O et pour tout i, j, ip, .. .,in €
S,
P (Xiys = j|1Xs =0, Xp, =1, ..., Xpy = M) =P (Xegs = j|Xs = 1) .

On peut, tout comme dans le cas en temps discret, introduire les probabilités de transition en temps
continu, pour touti,j € Sett > 0,
pi(i j) =P (Xe = j|Xo = i) .

Nous avons aussi la propriété de Chapman-Kolmogorov qui s’écrit de la méme maniére qu’en temps discret.

“ THEOREME 2.2: Propriété de Chapman-Kolmogorov en temps continu A
Soit X une chaine de Markov en temps continu, pour tout i, j € S et pour tout s, t > 0,

Pras(i ) = kZSPS(i/k)Pt(k/j)-

Démonstration. La preuve est similaire a celle en temps discret, on a

pras(i ) =P Xews = jIXo = 1) = ), P (Xews = jIXs =k, Xo =) P (Xs = k|Xo = i)
keS

= Z P (Xt1s = j|Xs = k) ps(i, k)
kes
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=Y pi(k,j)ps(i k).

kes

O

On peut se demander comment décrire la chaine a partir des probabilités de transition p;. Pour cela, on
introduit la notion de générateur infinitésimal.

“ DEFINITION 2.3: Générateur infinitésimal
Soit X une chaine de Markov en temps continu avec probabilités de transition p;(i, j). Le générateur
infinitésimal de X est la matrice Q = (Q;;); jes définie par

Qi = lim P10~ Ny
l] -

t—0+ t

pour touti,j € S.

La quantité Q;; représente le taux de transition de 1’état i vers I’état j. En particulier, si on définit A; =
Y4 Qijy cela correspond au taux de sortie de 1’état i. Ainsisi A; = 0,1’état i est absorbant et si A; > 0 alors on

peut définir r;; = % qui correspond a la probabilité de transition de l'état i vers I'état j conditionnellement
au fait que la chaine quitte 1’état i. On remarque que par définition, on a pour touti € S,

Qi = —Ai=—) Qj
J#i

Les sommes des lignes de Q sont donc nulles.

2.1 Construction des chaines de Markov en temps continu

Supposons qu'il n’y ait pas d’états absorbants, c’est-a-dire que pour touti € S, A; > 0. Nous allons
construire une chaine de Markov en temps continu a partir de son générateur infinitésimal Q.

Pour cela, on consideére une chaine de Markov en temps discret (Y,),>0 avec la matrice de transition
R = (rij)ijes ourij = %’ pour i # jetr; = 0.Y vanous donner le “trajet” de la chaine de Markov en temps
continu X.

On considere aussi une suite de variables aléatoires exponentielles (7;),>1 indépendantes et de para-
metre 1 et indépendantes de la chaine (Y,),>0. On rappelle que T ~ Exp(1) a pour fonction de densité
fr(t) = e~ "> et pour fonction de répartition Fr(t) = (1 — e~ *)1;>0.

On construit la chaine de la fagon suivante :

— At = 0 on commence en Xy = Yp. On reste dans 'état X pendant un temps t; = % ~ Exp(Ay,)-
0

— At = t;, on saute dans l’état Xt; = Y1. On reste ensuite dans 1’état X;, pendant un temps t; = %
f1

— Autemps t + tp, on saute dans I'état Xy, 1, = Y» et ainsi de suite.

Cela ressemble au cas discret mais a la place de sauter a chaque entier, on attend un temps aléatoire expo-
nentiel. On peut formellement définir les temps de saut T,, par

T,=) %
k=1

)‘ka1

et ainsi pour tout ¢ > 0, on définit
Xi=Y, siT,<t< Tn+1-

On peut vérifier que X est bien une chaine de Markov en temps continu avec générateur infinitésimal Q.

En général, on nous donne le générateur infinitésimal Q et on construit la chaine de Markov en temps
continu X de la fagon présentée ci-dessus. On peut se demander comment retrouver les probabiilités de
transition p; (i, j) a partir de Q. Pour cela, on utilise les équations de Kolmogorov.
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Y g | —
Yy foroeo —
Exp(Ay, )
YZ ........................ ............ 1 . -
YO EXP(AYZ)
Exp(Ay,) ; ; .
Ty T T, !

FIGURE 2 - Illustration de la construction d’une chaine de Markov a temps continu a partir d’une chaine en temps
discret et de variables exponentielles.

“ THEOREME 2.4: Equations de Kolmogorov m
Soit X une chaine de Markov en temps continu avec générateur infinitésimal Q et probabilités de tran-
sition p;(i, j). Pour touti,j € Sett > 0,0ona

tpt i,j) =Y pe(i k) )Qx; ou %Pt =P;Q (Equation progressive de Kolmogorov)
kes
et

T pt i,j) =) Qupi(k,j) ou gPt QP; (Equation rétrograde de Kolmogorov).
kes

Démonstration. On commence par la premiére équation. Par la propriété de Chapman-Kolmogorov, on a
pour touts,t > 0,

peas(i ) = pi(i,j) = Y pe (i k)ps(k, ) — pe(i, ) = ) pe (i, k) ps(k, j) + (ps(, j) — 1) pe (i, ).
kes k#j

Ainsi cela nous donne

d . i, i, k,j , y
i) = 1im puas(o)) = piinf) _ 5~ i (hrnp( J))+11 P(]]) L)

s—0t S kZj —0* S s—0F
=Y (i, k)Qx; + Qjjpe (i, f)
=
=) (i, k)Qj = PQ

kes
La deuxiéme équation se prouve de la méme maniére en dérivant par rapport a t et en regardant d’abord
pr+s(irj) = ps(i,)- =

Ces équations permettent de retrouver les probabilités de transition a partir du générateur infinitésimal
Q. En effet, si on note Py = I la matrice identité, la solution des équations de Kolmogorov est donnée par

00 n n
Pt — etQ — Z ( Q) .
n=0 n!
En effet, cela se compare aux solutions d’équations différentielles linéaires car si f(t) = af(t) alors les

solutions sont données par f(t) = f(0)e™. Pour calculer 'exponentielle de matrice, il est facile de le faire
lorsque la matrice Q est diagonalisable. En effet, si Q = PDP ! avec D diagonale, ona Q" = PD"P~! et ainsi

etQ — PetDP71

et e'D est facile a calculer car c’est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont donnés par
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e'ti ot les A; sont les valeurs propres de Q,

e)‘l 0
fQ=pP|: . |PL

0 e)\n

Mous pouvons nous demander pourquoi les temps entre chaque saut est exponentiel. La raison principale
est la propriété de manque de mémoire de la loi exponentielle.

PROPOSITION 2.5. Soit T ~ Exp(A) une variable aléatoire exponentielle de parametre A > 0. Pour tout
s,t >0,ona
P(T >s+tT>t) =P(T > s).

Démonstration. On calcule

P(T>s+1t) e Msth)
P(T>s+tHT>t) = EP(T;;)): py =e M =P(T>s).

O

Ainsi avoir des temps de séjour exponentiels et une chaine de Markov en temps discret pour les sauts
permet d’avoir une chaine de Markov en temps continu grace a la propriété de manque de mémoire. En
effet, si on est dans l'état i depuis un temps t et que le temps de séjour est exponentiel de parametre A;, la
probabilité de rester encore un temps s dans 1’état i est

P(T; > tg+s|T; > tp) = P(T; > s) = e s,

Ainsi, la chaine n’a pas de mémoire du temps déja passé dans I'état i et le temps de séjour restant est toujours
exponentiel de parametre A;. Cela permet de définir une chaine de Markov en temps continu.

On peut se demander pourquoi nous retrouvons les mémes probabilités de transition si on considere
une chaine de Markov en temps continu construite & partir d’'une chaine en temps discret avec des temps
de séjour exponentiels. Mais on a

P(Xy=ilXg=1) =P (t; >h) =e M =1—-ANh+o(h) =1+Q;h+o(h).
De méme, on a

PXp=jXo=i)2Pt <hti+th>hY=jXo=i) =Pty <hty>hY =jX=1i)
= (1 — e*A’h)e_Afhrij = I’i]')\ih + O(h)

On obtient donc la formule générale
pi(i,j) = 6ij + Qjh +o(h).

On peut en fait voir que cette inégalité est une égalité. On peut voir que tous les termes sont positifs et la
somme sur j de chaque c6té donne 1. Donc tous les termes doivent étre égaux et on a bien

pi(i,j) = i + Qjjh +o(h).

Ainsi, on retrouve bien les mémes probabilités de transition a 1'ordre / puisque que 1'on peut écrire

prentin) = X pilik)putho ) = T peid) (8-+ Qe +o(h)
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et ainsi

d
G = P:Q

i, ) — i/ . :
Pin( ])h pe(i,j) :épt(z,k)qij+o(1) =

et on retrouve bien I'équation progressive de Kolmogorov qui a une solution unique avec la condition Py = L.

EXEMPLE 15. On considére deux machines fonctionnant de maniére indépendante. Chacune des machines
peut étre en état de fonctionnement (F) ou en état de panne (P). Lorsqu’une machine est en état de fonc-
tionnement, elle tombe en panne au taux y > 0 et lorsqu’elle est en état de panne, elle est réparée au taux
v > 0. Mais attention, il n'y a qu'un réparateur et peut donc réparer qu'une machine a la fois. On note X; le
nombre de machines en état de fonctionnement au temps t. Le processus (X¢);>o est une chaine de Markov
en temps continu avec espace d’états S = {0,1,2}.

— Si Xy = 2, les deux machines fonctionnent. La premiere machine tombe en panne au taux y et la
deuxiéme aussi au taux y. Le taux de sortie de 1’état 2 est donc A, = 2y et la probabilité d’aller de
I'état 2 a I'état 1 est rp; = %—Z = 1. Ainsi, on a Qy1 = 2 et Qy» = —2u. On peut le voir par le calcul

P (min(Ty, Tp) > t) = P (Ty > £, To > t) = P(Ty > H)P(Tp > t) = e Me M = e 24,

— Si X¢ = 1, une machine fonctionne et 1’autre est en panne. La machine en fonctionnement tombe en
panne au taux y et la machine en panne est réparée au taux v. Le taux de sortie de I'état 1 est donc

A1 = pu +v. La probabilité d’aller de I'état 1 & I'état 0 est r;p = # et la probabilité d’aller de 1’état 1
v

alétat2estrp = e Ainsi, ona Qo = ¢, Q2 = vetQy; = —(¢ +v). On peut le voir par le calcul

suivant, si Ty ~ Exp(yu) est le temps de la panne de la machine en fonctionnement et T, ~ Exp(v) est
le temps de réparation de la machine en panne, on a

o0 [e9)
e =P(Ti<To) = [ P(Ta>Ofr(0dt = [ e Vet = -t
12 (Ty 2) ) (T2 > t)fr, (1) 0 H ntv
— Si X¢ = 0, les deux machines sont en panne. Une des machines est en train d’étre réparée au taux v
pendant que l'autre reste en panne. Ainsi on attend un temps ~ Exp(v) avant de passer de I'état 0 a
I'état 1. Le taux de sortie de 1'état 0 est donc Ag = v et la probabilité d’aller de I'état 0 a I'état 1 est
ro1 = 1. Ainsi,ona Qy = v et Qp = —v.

On obtient finalement la matrice de transition et le générateur infinitésimal

0 1 0 —y v 0
R= |45 0 5] et Q=|p —(u+v) v
0 1 0 0 2u —2u

On peut continuer en regardant maintenant S; = IE [Temps avant 0|Xy = i] pour i € {0,1,2}. On a claire-
ment Sy = 0 et en utilisant la propriété de Markov, on peut conditionner “a un pas”, qui consiste a regarder
le premier changement d’état, on obtient pour i = 1,

S =F [gg{xt = 0}|Xo = 1} —E [tl + Inf X = 0}{Xo = 1] —E[H[Xo=1]+E ngtfl{Xt =0}|Xo =1

ot t; ~ Exp( + v) est le temps avant le premier changement d’état. En utilisant la propriété de Markov au
temps t1, on a, avec Y la cchaine de Markov en temps discret associée,

1
_V—|—1/

S +E Egtf){xt = 0}|Xp = o] P(Y; =0[Yo=1)+E {gg{xt = 0}|Xo = 2] P(Y; =2|Yo =1)

qui nous donne I'équation

1 B g v 181/

S = +5
1 “l/l—l—l/

+ ¥ .
R TR T T T N T
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N

FIGURE 3 - Simulation of X; for y = % andv = 3.

De la méme maniere, pour i = 2,

1
Sy = ﬂ + 5.

On obtient donc le systéme linéaire

Sop=0

1

Sl - m + SZ“LL%

Sy = g +51
dont la solution est 2yt Bt

prv prv
= = —b t =
So=0, S 22 Sy 22

2.2 Processus de Poisson

Les processus de Poisson est un exemple de chaine de Markov en temps continu tres utilisé en pratique.
C’est un processus de comptage qui compte le nombre d’événements arrivant dans un intervalle de temps.
On peut le définir de la maniére suivante.

“ DEFINITION 2.6: Processus de Poisson “
Soient (Ty),>1 1.i.d T; ~ Exp(A) pour un A > 0. Le processus de Poisson de parameétre A est le processus
(N¢)¢=0 défini par

n
N =max{n > 0|T; <t} avec T;= Z‘q
i=1

L’idée est de voir 7; comme l'arrivée de clients dans un magasin. Ainsi T, est 'arrivée du n-ieme client
et N; est le nombre de clients arrivés avant le temps t. N est appelé Processus de Poisson car le nombre
d’arrivées dans un intervalle de temps suit une loi de Poisson.

PROPOSITION 2.7. Soit (N¢);>0 un processus de Poisson de parametre A > 0. Pour tout t > O etk € IN,
ona

(AD)*
i

P(N; =k) =e M

i.e. Ny ~ Poisson(At).

Démonstration. Si Ny = n alors T, < t < T,41. Ainsi, on a nécessairement 7,11 > f — T;. On peut donc
écrire, comme T,,41 est indépendant de T},

P(N; =n) = /Ot P (1,41 >s—t) fr,(s)ds = /Ot e*)‘(t*s)an (s)ds.
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On rappelle alors la densité d'une somme de variables exponentielles indépendantes, qui suit une loi I',

Y _a (As)" !
Tn= ;Ti ~T(n,A),  fr,(s) = Ae Wﬂs%-

On obtient donc

b _ /\S)” 1 _ Al . _ (/\t)n
_ _ At—s) /\s( _ At / n—1 At
IP(Nt—n)—/Oe Ae 7( 1)!ds—e 7( 1 0s ds=e o

O

Pour un processus de Poisson, la “matrice” (elle est de taille infinie comme les I'espace des états est IN) de
transition de la chaine de Markov a temps discret associée ainsi que la générateur infinitésimal sont données

par

010 0 A A 0 0
0010 - 0 A A 0
R=10 001 et Q=19 o _i A

3 e, —
- Exp(d)
2 b, —
Exp(A)
1 ........................ ——
Exp(A)
OZ
Exp(A) : _ : ; .
Lo T T, !

FIGURE 4 - Processus de Poisson de parametre A.

LEMME 2.8. Soit (N)>0 un processus de Poisson de parametre A > 0. Pour tout s > 0 {N¢ys — N¢ }>0
est un processus de Poisson de parametre A indépendant de {Ny, }o<u<-

Démonstration. Soits > 0, alorsilexisten € Ntelque T, <s < T, 1. Ainsi,onat,41 =T,4+1 — Ty >s—T,.
Par conséquent, on peut écrire

P (Tyy1 >5—Tp+ T >5—Ty) =P (T > 1) =e M,

Dong, le premier temps de séjour de notre nouveau processus est aussi un temps exponentiel de parametre
A. Par récurrence, on peut montrer que tous les temps de séjour sont exponentiels de parametre A et indé-
pendants des temps de séjour avant s. Ainsi, le processus {N;s — N;};>0 est un processus de Poisson de
parametre A indépendant de {Ny, }o<u<t- O

Cela nous donne comme conséquence que les processus de Poisson ont des accroissements indépen-
dants
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LEMME 2.9. Soit (N¢);>0 un processus de Poisson de parameétre A > 0. Pour tout0 < tg < t; < --- < ty,
les variables aléatoires N, — Ny, N, — Ny, ..., Ny, — N;, _, sont indépendantes.

En fait ceci nous donne une nouvelle caractérisation des processus de Poisson.

“ TutorREME 2.10 “
Soit (N¢)¢>0 est un processus de Poisson de parametre A si et seulement si

— Np = 0 presque stirement,

— (N¢)>0 a des accroissements indépendants,

— pour touts, t > 0, Ny1s — Ny ~ Poisson(As).

Démonstration. Nous avons déja montré la premiere implication. Pour la réciproque, on peut voir que les
temps entre chaque saut sont exponentiels de parametre A. En effet, on a

P(T; > t) = P(N; = 0) = e M,
Ainsi, T1 = 11 ~ Exp(A). De méme, on peut voir que

P(t, = T, — Ty > t|T; = s) = P(Pas d’arrivée dans (s,s + t]|T; = s)
=P(Ns4+ —Ns =0|N, =0pouru <s, Ny =1)
=P(Ngt —Ng =0) =e M.
Ainsi, » ~ Exp(A) et indépendant de 7y. Par récurrence, on peut montrer que tous les temps de séjour

sont exponentiels de parametre A et indépendants. Ainsi, (N¢);>( est un processus de Poisson de parametre
A O

On remarque que la premiére définition du processus de Poisson nous donnait un processus de comp-
tage et on voyait donc facilement que la probabilité de sauter de deux unités ou plus dans un petit
intervalle de temps était nulle. Dans la deuxiéme définition, on n’a pas cette propriété. Cependant,
on peut voir que la probabilité de sauter de deux unités ou plus dans un petit intervalle de temps est
nulle. En effet, pour touti > 0,

n
P (Ht > 0,Ni —Npi- > 2) <P (Hk (S {1,. ..,n},Ng — N1y = 2) < Z (Poi (f) > 2)
g E k=1
At

9 Al 2
et comme P <P01 (%) > 2) = (1 —e n — %e_Wt> ~ (;\2 lorsque n — oo, on a

n 2
lim ) P (Poi (M) > z) = lim n(Atg =0.
B=02 = n n—oo  2n

Ainsi, on retrouve bien que la probabilité de sauter de deux unités ou plus dans un petit intervalle de

temps est nulle.

Une propriété tres importante des processus de Poisson est la propriété de superposition.
“ THEOREME 2.11: Superposition des processus de Poisson m

Soient (Ngi) )i=0,i =1,...,n des processus de Poisson indépendants de parametres A; > 0. Le processus
(N¢)¢=0 défini par

n o
N; = Z NEI)
i=1

est un processus de Poisson de parametre A =} ; A;.
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Démonstration. 1l est clair que Ny = 0 presque stirement. De plus, comme les processus (Ngl) )t=0 ont des ac-
croissements indépendants et sont indépendants entre eux, le processus (N;);>o a aussi des accroissements
indépendants. Il reste & montrer que pour tout s, t > 0, Nis — Ny ~ Poisson(As). En effet, on a

P(Nis—Ne=K) = ¥ P(NEL-NY =k, N =N = k)
ky+-4kn=k

- Y [Ie(ML N k)

ky+e oty =ki=1

I Z 1_[ —/\is()\is)ki
= e
! k;!

ki +-+ky=ki=1 1

—As n

e k! k;:
S VI T = =) (AL

I W ST CIRER N E % R
:e—)\s()\s)k

k!

ot la dernieére égalité vient de la formule du multinomial. Ainsi, on a bien N5 — Ny ~ Poisson(As) et le
processus (N¢);>0 est un processus de Poisson de parametre A. O

Un processus de Poisson est une fagon de modéliser des arrivées aléatoires uniformes. Cela peut se voir
par la propriété de conditionnement suivante.

“ THEOREME2.12
Soit (N¢);=0 un processus de Poisson de parametre A > 0. Pour tout t > 0, conditionnellement a Ny = n,
les instants d’arrivées Ty, T», ..., T, sont distribués comme des variables aléatoires i.i.d uniformes sur
[0, {] ordonnées.

Démonstration. On peut voir que la densité conjointe des instants d’arrivées conditionnellement a N; = n
est donnée par

f (t t ) — le/-an/Nf (tll . .,tn, n) _ le,...,Tn(tl/-. "tn)]]‘{t;1<t} _ Anei/\t]l{ogtl<t2<~~-<tn<t}
T Ta [N E - P(N: = n) P(N: = n) At Q)"
n

!

n!
= ml{o<h<h< <<
qui est bien la densité des variables aléatoires i.i.d uniformes sur [0, t] ordonnées. En effet, on remarque que
la distribution (a part I’ordre) ne dépend pas des ¢4, ..., t,. Pour obtenir la densité conjointe, on remarque
queT; = Z};Zl Ti ot les T sont i.i.d Exp(A). Ainsi, cela nous donne que 7; = T; — T;_1 avec Ty = 0. On peut
calculer le jacobien de la transformation T; = g;(1y,..., Tn),

i 0 --- ol
0

J= (a]'gi>1<i,j<n =111 .- 0 = det(])=1
_1 1 1 1_

Ainsi, on a

n

le’.“,Tn<tl, ceey tn) - le,._,Tn (tl, tz - tl, ceey t}’l - tnfl) - H)\ei)\(tiitifl)]l{ti2ti7]} = /\nei/\tnﬂ{ogtlgtzggtn}.
i=1
O

On voit donc que si on conditionne a avoir n arrivées dans un intervalle de temps [0, ¢], les arrivées sont
uniformément distribuées dans cet intervalle de temps. On peut en déduire le résultat suivant.
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COROLLAIRE 2.13. Soit (N¢);>0 un processus de Poisson de parametre A > 0. Soients < tet0 < m < n

alors . o
P(Ns:’”'Nf:”):(m) (;) (=3

Conditionnellement a N; = 7, N; suit une loi binomiale de parametre n et %

Démonstration. Conditionnellement & N; = n, les instants d’arrivées Tq, Ty, ..., T, sont distribués comme
des variables aléatoires i.i.d uniformes sur [0, t] ordonnées. Ainsi, la probabilité d’avoir m arrivées avant le
temps s est égale a la probabilité d’avoir m variables uniformes sur [0, t] inférieures a s, ce qui suit une loi
binomiale de parametre n et § car P (Unif(0,¢) <s) = §. O
2.3 Processus de Poisson composés

Lorsque 1’on considérait des processus de Poisson, on considérait des temps d’arrivées, par exemple de
clients, mais on peut embellir ce processus en associant a chaque arrivée une variable aléatoire représentant
une caractéristique du client, par exemple le montant de son achat. On obtient ainsi un processus de Poisson
composé.

a . . , M
DEFINITION 2.14: Processus de Poisson composé

Soit (N¢)s=0 un processus de Poisson de parameétre A > 0 et (Y;);>( une suite de variables aléatoires i.i.d
indépendantes de (N¢);>o et de loi commune Fy. Le processus de Poisson composé (X¢);>( est défini

par

N
X = ZYi‘
i=1

Par exemple, si le processus de Poisson compte des arrivées de voitures dans un parking, Y; peut étre
le nombre de passagers de la i-ieme voiture. On peut alors s’intéresser au nombre total de passagers dans
le parking a un instant ¢, qui est donné par X;. On peut calculer I'espérance et la variance du processus de
Poisson composé.

PROPOSITION 2.15. Soit (X¢);>0 un processus de Poisson composé avec un processus de Poisson de
parametre A > 0 et des variables aléatoires i.i.d (Y;);>o de loi commune Fy telle que E[Y;] < co et
E[Y?] < c0. On a pour tout t > 0,

E[X;] = ME[Y{] et Var(X;) = AtE[Y2].

Démonstration. On a

+00 N 400
EX]=) E Yi|Nt =n| P(N; =n) = ) nE[Y1]P(N; = n) = EN{E[Y] = ME[Y4].
n=0 i=1 n=0
De méme, pour la variance, on a
+00 Ny 2 +00
E [xﬂ Y E[YLY] Ne=n|PN;=n)= ) (nE[Yﬂ +n(n— 1)]E[Y1]2> P(N; = n)
n=0 i=1 n=0

— E[NJE[Y2] + E[N;(N; — 1)]E[Y;)?
ME[Y2] + (A+)2E[Y;]2.

On en déduit la variance,

Var(X¢) = E[X?] — E[X;]? = ME[Y?] + (At)?E[Y1]2 — (At)?E[Y1]? = AtE[Y?].
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O

EXEMPLE 16. Si ke nombre d’accidents par an est un processus de Poisson de parametre 5 et que chaque
accident a un cotit moyen de 200$ et un écart type de 20% alors le colit moyen annuel des accidents est de

E[X;] = 5 x 200 = 1000$

avec un écart type de

\/Var(X;) = \/ 5x (Var(Y;) + E[Y;]?) = \/5 x (400 + 40000) = /202000 ~ 449$.

Une propriété importante des processus de Poisson composés est la propriété de décomposition. Si on
considere des variables aléatoires Y; discretes’, on peut décomposer le processus de Poisson composé en
plusieurs processus de Poisson composés plus simples.

a . N 3 oy . , M
THEOREME 2.16: Décomposition des processus de Poisson composés
Soit (X¢)¢>0 un processus de Poisson composé avec un processus de Poisson de parametre A > 0 et des
variables aléatoires i.i.d (Y;);>o de loi commune Fy discréte prenant ses valeurs dans un ensemble fini

ou dénombrable {7, a5, ...}. On définit pour tout k le processus de Poisson composé (ng) )t=0 par

X = #{i <X, Y; = k}.

Alors, les processus (ng) )t=0 sont des processus de Poisson de parametre AP(Y; = a;) indépendants.

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas o1 Y; prend ses valeurs dans {a,4; }. On dénote P(Y; = a;) =
petP(Y; = ap) =1 — p. On peut voir que pour tout t > 0 et ny,ny € N,

p(xV = nl,X(z) =n) =P xV = ny, xM +X(2) =ny+ny
t t t t t
=P (Xt =n1+ 1/12) P (Xlgl) = Tll‘Nt =n;+ 7’12)

_a (AR ("1 +”2> m n
= Sk 1_ p)m2
¢ (n+mn)t\ m pr=p)

- (e—/\pt()‘pt)nl> <e—/\(1—p)t(/\(1—p)t)”2>.

nq! 1!

On obtient donc bien que XEl) ~ Poisson(Apt), XEZ) ~ Poisson(A(1 — p)t) et qu'ils sont indépendants. La
généralisation au cas ol Y; prend ses valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable se fait de la méme
maniere. -

EXEMPLE 17. Supposons qu’on a des déclarations de sinistre modélisées par des processus de Poisson : ceux
venant d’une assurance automobile avec un taux A, et ceux venant d’une assurance habitation avec un taux
Ap. Quelle est la probabilité d’avoir 6 déclarations automobile avant 4 déclarations habitation ?

En superposant les deux processus de Poisson, on obtient un processus de Poisson global de taux A =
Aq + Ay Onnote N; le nombre total de déclarations (automobile + habitation) jusqu’au temps . On note A le
nombre de déclarations automobile et H le nombre de déclarations habitation. Ceci revient a dire qu’on veut
au moins 6 déclarations automobile dans les 9 premieres déclarations totales. On voit que dans le processus

avec probabilité p = A{,ATHA;, une déclaration est automobile et avec probabilité 1 — p = /\a)‘\':l X, une déclaration

est habitation. Ainsi, la probabilité cherchée est

Par exemple si p = % ie. Ay = Ay, ona %.
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2.4 Processus de naissance de Yule

On peut considérer un autre exemple de processus de comptage avec des temps de séjour exponentiels.
Il s’agit du processus de naissance de Yule. C’est un processus intéressant car on peut calculer de maniere
exacte ses probabilités de transition. Ce processus correspond a la description d"une évolution de population
ott chaque membre peut donner naissance avec probabilité ~ vh sur un intervalle [t, t + K.

a , 0 a
DEFINITION 2.17: Processus de naissance de Yule

Un processus de naissance de Yule de parametre v > 0 est un processus de Markov continu & temps
continu (Y¢)s>0 avec un espace d’états N* et Yo = 1 et un générateur infinitésimal Q donné par

v v 0 0 ]
0 —2vr 2 0
=10 0 -3v 3v
0 0 0 —4v 4

On peut réféchir pourquoi la description ci-dessus nous donne ce générateur infinitésimal. En effet, au
début, on commence avec 1 individu et on considere un temps exponentiel de parameétre v avant qu'il
donne naissance a un nouvel individu. Ainsi, on a Q19 = —v et Q;; = v. Apres la premiére naissance,
on a 2 individus et chacun d’eux peut donner naissance avec un temps exponentiel de parametre v. Ainsi,
le temps avant la prochaine naissance est exponentiel de parametre 2v (car le minimum de deux variables
exponentielles de parametre v est une variable exponentielle de parametre 2v) etona Qy; = —2vet Qyp =
2v. Par récurrence, on obtient le générateur infinitésimal ci-dessus. On peut calculer les probabilités de

15 - N

Tt
T
|

FIGURE 5 - Simulation d’un processus de naissance de Yule de parametre v = 2.

transition de ce processus de naissance de Yule.

“ THEOREME 2.18 *

Soit (Y¢)s>0 un processus de naissance de Yule de parametre v > 0. Pour tout t > 0 et n € IN*, on a

.. —1\ _; o f=f
piig) = (127)e ™ -e™,

i>i

—vt

Autrement dit, conditionnellement a Yo = 7, Y; suit une loi binomiale négative de parametre i et e

Démonstration. On peut en fait regarder le processus de maniére inverse, on commence avec k particules

qui ont une durée de vie T; indépendante donnée par un temps exponentiel de parametre v. On cherche la

probabilité qu’il n’y ait qu'une seule particule apres un temps t. Cela revient a dire que chaque particule a

donné naissance avant le temps t. Ainsi, on a

k
P(Y;>kYo=1)=P(Ty <t Ty <t...Te<t) =[P (Tj<t) = (1—e ).

j=1
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Ainsi, on a .
pLj) =P, >j—1Yo=1)—PY;>j[Yo=1)=e " (1—e ).

On remarque que ceci correspond a une loi géométrique de parametre e V. Pour le cas général, on peut voir
que I'on commence avec i particules indépendantes. Ainsi, on peut considérer i processus de naissance de

(k) (k)

Yule indépendants Y, avec Y;’ = 1pourk =1,...,i. On a alors
i
k
Y=Y Y.
k=1
Mais on peut voir que
. 1 j 1 ‘
W= L P e o)1)
=]

= ) f[ pe(1,ng)

ny+-+nj=jk=1

— Z e—ivt (1 _ e—vt)f—i .

i+ 4ni=j

Le nombre de solutions entieres positives de I’équation ny + 12 4 ... +n; = j est donné par le coefficient
binomial ({j) car ceci revient a placer i — 1 séparateurs dans une série de j — 1 éléments. Ainsi, on a bien

Pdhﬁ==<é:1)ei”(1—ewyﬁ

2.5 Comportement limite

On reprend I'exemple des deux machines en paralléle avec des temps de pannes et de réparations expo-
nentiels. On note X; le nombre de machines en fonctionnement a l'instant t. On peut voir que (X¢)¢>( est un
processus de Markov continu a temps continu avec un espace d’états {0,1,2} et un générateur infinitésimal

Q donné par
—v v 0
Q=|p —(p+tv) v
0 2u —2u

-2 2 0
Q=1 -3 2
0 2 =2

On se rappelle qu’on a I’équation rétrograde de Kolmogorov

d
bt = Qpt Y (eQ).
{ po =1 = p(i,j) = (e )1]~

Commegons par diagonaliser Q. Pour les valeurs propres

—2-A 2 0
det(Q—-AI)=| 1 —3—-A 2 |=-AA+2)(A+5),
0 2 2-A
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onadonc A; =0, Ay = —2 et A3 = —5. Pour les vecteurs propres, on trouve
—2u1+2uy; =0 1
Qu=0 = Uy — 3up +2uz3 =0 = u; =up=uz parexemple u= |1
2112 - 2M3 =0 1

De méme, on trouve

—2Ll1 + 2uy = —21/[1 -2
Qu=-2u = Uy — 3up + 2uz = —2uy = up=0,u1 = —2u3 parexemple u= |0
2M2 — 2u3 = —2143 1
Finalement, on trouve
—2uq 4+ 2uy = —5uy -2
Qu = -5u< u; —3ur +2uz = —b5uy = Bu; = —2up,u; =uz parexemple u= |3
2142 — 2113 = —5M3 -2

On obtient donc la matrice de vecteurs propres

1 -2 -2 -3 —6 —6]
U=1|[1 0 3 et U*lz—% 5 0 -5
1 1 -2 1 -3 2|
et on a donc )
0 0 0 1 0 0
Q=Ul0 -2 0|U'=p=eY%=Ul0 2 o |UL
0 0 -5 0 0 e

On remarque qu’on peut donc calculer la limite de la matrice P; lorsque t — oo,

1 0 0 1 1 -2 =211 0 O 3 6 6 1 1 2 2
limP,=U [0 0 O|U'=—"1|1 0 3||0 00|50 5|=2|122
t—o00 15 5

0 0 O 1 1 -2((0 0 O (-1 3 -2 1 2 2

Ainsi, on remarque que la limite ne dépend pas de 1’état initial. Cela nous rappelle la convergence vers la
distribution stationnaire dans le cas des chaines de Markov a temps discret. Nous allons voir que la méme
chose se passe dans ce cas a temps continu.

“ DEFINITION 2.19 “*

Une chaine de Markov a temps continu X est dite irréductible si pour tous états 7, j, il est possible d’aller
dei a j en un nombre fini d’étapes que 1’on peut aussi écrire comme il existen € Netky =i, kq,..., k, =
j tels que Q, k., > Opourtoutm =0,...,n—1.

Dec ette définition, on peut énoncer le lemme suivant

LEMME 2.20. Si X est irréductible et t > 0 alors p;(i, j) > 0 pour tous états i, j.

Démonstration. On connait I'existence de i = ko, kq,. .., k, = jtelsque Q, > Opourtoutm =0,...,n—
1. On peut choisir & > 0 tel que t > nh. On a alors

pun(i,j) = pu(i k1) pn(ke, k) - - pu(ku—1,j) > 0.
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En effet, on peut voir que py, (ku, k1) > 0 car Q, ., > 0 puisque par définition de Q

m+1
o Pk keg)
Qi = fim PR,

Maintenant, on a
pe(inf) = pun(i )P, ) = pan (i, e 0™ > 0.
O

Nous n’avons pas de matrice de transition en un pas comme dans le cas discret qui nous donnerait
la définition de la distribution stationnaire. Cependant, on peut définir la distribution stationnaire de la
maniere suivante.

“ DEFINITION 2.21: Distribution stationnaire “
Une distribution 7t est dite stationnaire pour une chaine de Markov a temps continu si pour tout t > 0,
ona
Py =m ie. Vl,] €S, Z ﬂiPt(i,j) = TTj.
i€S

Cette définition n’est pas facile a utiliser car elle fait intervenir la matrice de transition & un temps ¢
quelconque. Cependant, on peut montrer le résultat suivant qui nous permet de caractériser la distribution
stationnaire en fonction du générateur infinitésimal.

“ TutorEME 2.22
Soit 7t une distribution de probabilité. La distribution 7t est stationnaire si et seulement si

Q=0 ie. V] €S, Z 7T1'Qi/]' =0.

i€S
Démonstration. Supposons que 7t est stationnaire. On a donc pour tout t > 0,

d
nPr=m = f(ﬂ.'Pt) =0.

dt
Mais on a d d
—(mP;) = m—Py = mQP;.
ap TPr) = g Pr = QP
En prenant ¢ = 0, on obtient bien 77Q = 0. Réciproquement, supposons que 7Q = 0. On a
d
a(T[Pt) = 7TQP,§ =0.
Ainsi, TP; est constante par rapport a t et en prenant ¢t = 0, on obtient bien 7P; = 7. O

EXEMPLE 18. Si on reprend 'exemple des deux machines en paralleéle avec 4 = 1 et v = 2, on peut chercher
la distribution stationnaire 7t = (719, 711, 772). On doit résoudre le systeme

—2mg+m =0 o
2719 — 371 + 275 = 0 T
27‘[1—27'[220

o+ + = 1.
To+m+m=1 0 ! 2

On trouve 7w = (%2, mp, 71) et ainsi 71, = 2. Finalement, on a

a— (122
~\5'5'5)
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On remarque qu’on avait trouvé la méme distribution en calculant la limite de P; lorsque t — oo
lim p;(i,j) = m;.
Ferd pe(i ) j
Le comportement limite des chaines de Markov a temps continu est donné par le théoréme suivant.

“ TutoriMmE2.23 “
Soit X une chaine de Markov a temps continu irréductible possédant une distribution stationnaire 7.
Alors, pour tout étati,j, on a

tlLIEIO pt(l,]) = 7T]'.

Démonstration. Soit h > 0 alors si P = Py, et X la chaine de Markov a temps discret de matrice de transi-
tion P alors X est irréductible, apériodique puisque P;; > 0 pour tous i, et possede la méme distribution
stationnaire 7. Ainsi, on a
I
nlgroloP (i,j) = m;.
Mais on a
P" = Pnh = ’}gl’olopnh(l,]) = 7'[]'.

Ny n+1

Prenons h = 2%, Soient ¢, > 0 alors il existe ny tel que o < t < 5 etona

<e

\pe(i ) — mj| < |pelisf) — P (i,))| + ‘P";;(i,]') — 7T

2/ 2f

par continuité des probabilités de transition. En effet il existe kg € IN tel que pour tout k > kg, on a

N m

pr(i,f) = pu (i) <
et il existe N € IN tel que pour tout ny > N (i.e ¢ suffisamment grand), on a

<

NI ™

pu (i, ) — 7
2k
On en déduit le résultat. O

Tout comme lesc chaines de Markov a temps discret, nous pouvons définir la notion de mesure réversible
qui nous permet de trouver la distribution stationnaire plus facilement dans certains cas.

“ DEFINITION 2.24: Mesure réversible “
Une mesure de probabilité 7t est dite réversible pour une chaine de Markov a temps continu si pour
tous états 7,j, on a
Qi = 7jQj ;.

On a alors le résultat suivant

a . N a
THEOREME 2.25
Soit 7t une mesure réversible pour une chaine de Markov a temps continu. Alors, 7t est une distribution

stationnaire.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 1Q = 0. En effet, on a pour tout j,

Y Qi =) mQji =) Qji =0.

i€eS i€eS i€eS
O

EXEMPLE 19. On considére 3 machines fonctionnant en parallele. Elle fonctionne en moyenne 60 jours avant
une panne. Un réparateur vient alors la réparer et met en moyenne 4 jours pour réparer une machine. En
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grand temps, quelle est la fraction de temps ot les 3 machines fonctionnent ?
On définit la chaine de Markov a temps continu (X¢);>p ot X; est le nombre de machines en fonction-
nement a l'instant ¢ sur S + {0,1,2,3}. Commengons par construire le générateur infinitésimal Q. On a les

transitions suivantes :

. Ainsi,

AN

— Si X; = 0 alors une machine peut étre réparée avec un temps exponentiel de parametre
1 1
Qo1 =z et Qoo = —3-
— Si X; = 1 alors une machine peut tomber en panne avec un temps exponentiel de parameétre 61*0 et une
machine peut étre réparée avec un temps exponentiel de parametre }I' Ainsi, Q19 = %, Q12 = % et

— 1 1) _ 4
Q1= - (@ﬂ) =15

— Si Xt = 2 alors deux machines peuvent tomber en panne avec un temps exponentiel de parametre 62*0 et

. A P : St 1A _ 2 _1
une machine peut étre réparée avec un temps exponentiel de parametre 3. Ainsi, Q21 = g5, Q23 = 3

etQ2,2 = — (6270 + %) = *%.

— Si X; = 3 alors trois machines peuvent tomber en panne avec un temps exponentiel de parametre 63—0.

. . 3 3
Ainsi, Q32 = ¢ et Q33 = —¢5-
On obtient donc la matrice
1 1 0 0
1 1
1 4 1

o |® "B 1 0

0 1 _17 1

30 60 1
1 1
0 0 ]

On cherche une mesure réversible 7w = (71, 711, 712, 713). On choisit 77p comme parametre et on a
1Q10 = Qo1 — 711 = 1571.

De méme, on a

30 225
Q1 = mQp — M = T =5,

. 1125
3Qa = Qa3 = 73 = 5m = — .

On obtient 7ty avec 77y + 711 + 712 + 713 = 1 qui nous donne 77y = 6(})—1 et on obtient la distribution stationnaire

i 1 15 225 1125
-~ \ 6917691713827 1382 ) °

Ainsi, comme lim;_,c0 pt(i,j) = 7; (on vérifie facilement que X est irréductible), la fraction de temps ot les
3 machines fonctionnent est 713 = % ~ 0.814. Les trois machines fonctionnent donc 81,4% du temps en

grand temps.

0 .
| | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160

FIGURE 6 — Simulation de X sur 150 jours.
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Tout comme les chaines de Markov a temps discret, nous pouvons définir les notions de récurrence,
transience et positivité pour les chaines de Markov a temps continu. Les définitions sont les mémes que
dans le cas discret en remplagant la matrice de transition P par la matrice de transition P; pour un t > 0
quelconque. Cela nous donne de la méme fagon ce théoréme que nous donnons sans preuve

“ TuforREME 2.26
Une chaine de Markov irréductible est récurrente positive si et seulement si elle possede une distribu-
tion stationnaire. Dans ce cas, la distribution stationnaire est unique et vérifie pour tout état i,

1
ME [inf{t > Ty, X; = i}[Xg = ]

Tt =

o1 T; est le temps de la premiere transition. En particulier, on a bien 7r; > 0 pour tout état i.

Comme on a pt(i, j) — 7tj, on remarque qu’en grand temps, la fraction de temps passé au temps j est le
temps moyen de séjour en j donné par )%] divisé par le temps de retour en j.

3. PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

3.1 Définition et théoremes limites

Les processus de renouvellement sont une généralisation des processus de Poisson ot les temps entre
deux événements successifs ne sont plus exponentiels mais suivent une loi générale. On peut penser a un
systeme otll des pieces sont remplacées lorsqu’elles tombent en panne. Le temps de vie des piéces suit une
loi générale et on remplace la piece des qu’elle tombe en panne.

a . a
DEFINITION 3.1: Processus de renouvellement
Soit (t;),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. positives. On définit le processus de renouvellement
(N¢)¢>0 associé a (t,),>1 par

n
Ny =max{n >0, T, <t} ou T,= Z ty.
k=1

4 .................................................................... _
3 —
. ty~F
3 T _
t3NE
1 ................ .— :
tp ~F
0:
ti ~F Lo :
T T, Ts Ts t

FIGURE 7 - Processus de renouvellement avec des temps entre événements suivant la distribution P(¢; < t) = F(#).

On remarque que si les variables aléatoires (f,),>1 suivent une loi exponentielle de parametre A alors
le processus de renouvellement (N¢);>o est un processus de Poisson de parametre A. La structure spéci-
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fique des processus de Poisson permet d’obtenir des propriétés particuliéres qui ne sont pas vérifiées par
les processus de renouvellement généraux. Par exemple, les processus de Poisson possedent la propriété de
mangque de mémoire qui n’est pas vérifiée en général pour les processus de renouvellement. Nous commen-
¢ons par voir un résultat sur la limite d"un processus de renouvellement.

“ THEOREME 3.2

Soit (N¢)¢>0 un processus de renouvellement associé & une suite de variables aléatoires i.i.d. positives
(tn)n>1. Alors,

t—ro0

P(Nt—>oo>:1.

Démonstration. On remarque tout d’abord que pour tout w € Q, t — N¢(w) est une fonction croissante.
Ainsi la limite lim;— N¢(w) existe dans IN U {oco}. Montrons que cette limite est infinie presque stirement.
Soitn € N, on a
Niy=max{n>0,T, <t} >n & T,<t
Ainsi,
tlirgoP(Nt < n) :tlgr?OP(Tn > t) zl—tILTOP(Tn <t).

Or comme les ¢; sont des variables aléatoires sur R* ,ona T, = Y . t; € R* presque slirement. Ainsi,
i + i=1"1 +P q

lim P (T, <t) =1 etdonc tlim P (Nt <n)=0.
—00

t—o0

Par la continuité des mesures de probabilité comme ({N; < n});>0 est une suite d’événements décroissants,
on obtient

Hm P (Ny <n) =P <}L%{Nt < n}) =P (ﬂ{Nt < n}) =0

t=0

En prenant la réunion sur tous les n € IN, on obtient
IP(U ﬂ{Nt<n}> =0
nelN >0

et donc

t—o0

]P(Nt—>oo>:IP(Vne]N,EIt}O,Nt2n)=]P<ﬂ U{Nt>n}> =1

O

Cependant, on peut énoncer le théoreme suivant qui nous donne le comportement limite des processus
de renouvellement.

“ THEOREME 3.3: Théoréme de renouvellement “
Soit (N¢)¢>0 un processus de renouvellement associé & une suite de variables aléatoires i.i.d. positives
(tn)n>1 de loi F telle que u = E[t1] < oo. Alors, onasi P(t; > 0) >0,

]P(Nt—>1>_1
t tooo Y

On rappelle la loi forte des grands nombres qui nous sera utile pour la preuve.

“ THEOREME 3.4: Loi forte des grands nombres m

Soit (X;;),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que E[|X;|] < co. Alors,

]P(X1+X2+...+Xn

n n—oo

]E[Xl]) - 1.
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Preuve du théoreme de renouvellement. On a par définition de Ny,
Tn, <t < TNt

En divisant par N; (qui tend vers l'infini lorsque ¢t — ©0), on obtient

Tn ot < Tng+1 - T4 Ne+1

Ny N N: Ni+1 N

Par la loi forte des grands nombres, on a

TN TNy +1
—t ——u et —= —u
N; t—e0 # Ni+1 t—e0 K
Ainsi, par le théoréme des gendarmes, on obtient
t
— — = — — -
N t—oo K t tooo U

O

On peut aussi définir un processus de renouvellement composé ot1 on ajoute une “récompense” a chaque

renouvellement. Pour chaque temps t;, on associe une variable aléatoire r; qui représente la récompense

obtenue au temps T;. On définit alors le processus de renouvellement composé (R;)>o par

N;
R = Z ri.
i=1

On peut par exemple voir r; comme le prix d’un sinistre pour une compagnie d’assurance et ¢; comme le

temps entre deux sinistres successifs. On peut alors énoncer le théoreme suivant qui nous donne le compor-

tement limite du processus de renouvellement composé.

“ THEOREME 3.5

P<Rt_>EVﬂ):1.
t t—o U

Démonstration. On a

R _ R N
t Ny ot
Par la loi forte des grands nombres, on a
R 1%
—=—=) ti—— E[r
N; N; = I e [ 1]
et par le théoréme de renouvellement, on a
N; 1
R —> J—
t tooo U

Ainsi, on obtient le résultat.

Soit (R¢)=>p un processus de renouvellement composé associé a une suite de variables aléatoires i.i.d.
positives (t,),>1 de loi F telle que p = E[t;] < oo et une suite de variables aléatoires i.i.d. (n);>1
indépendantes de (t,),>1 telles que E[|r1|] < co. Alors, onasi P(t; > 0) >0,

O

EXEMPLE 20. On suppose qu’une voiture fonctionne pendant un temps Unif(0,10) et que le cotit d'une

nouvelle voiture est de A = 10 (par exemple en milliers de dollars) en comptant le prix d’échange de notre

voiture et que le cofit de réparation est de B = 3 (en milliers de dollars). On achéte une voiture des que la

précédente tombe en panne ou qu’elle a atteint T < 10 années. Si elle tombe en panne avant T, on doit la
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réparer avant de I'échanger et nous devons payer B supplémentaires. Comment trouver le meilleur temps
T qui nous minimise le coit moyen annuel ?

Ici, les t; sont les temps entre deux achats de voiture. On veut calculer leur espérance en fonction de T.
On voit que si la durée de vie X de la voiture est plus petite que T alors on a t; = X et si X > t alors on a
t; = T. Ainsi, on a

E[i’i] = E[X]lng] + TIP(X > T)

Comme X ~ Unif(0,10), on a

T x T2 10-T
E[X1 =[] Zdx=— et PX>T)= ——.
Xlx<r] , 10 20 e (X>T) 10
Ainsi, on obtient
T2 10-T T? T2 T2

Maintenant, on calcule l'espérance du cofit r; ot on a

A+B siXT

ri = .
A siX>T

Ainsi, on a

T 10—-T T
Blr] = (A +BJP(X <T) + AP(X > T) = (A+B)z +A- T =104 >0

On cherche donc a minimiser le cotit moyen annuel

E[r] 10+ 3L
o(T) = E[:J _ 0
[ l] T - @
On calcule la dérivée 3o
C(T) = 551 +T—10

2
T2
(T-%)
et on trouve que C'(T) = 0 lorsque T = @ <—1 + 2\/g ) Comme T doit étre positif, on choisit Tryin, =

1%0 < -1+ 2\/g ) ~ 8.83 années. Ainsi, pour minimiser le colit moyen annuel, il faut changer de voiture

tous les 8.83 ans.

15 +

Tmin
H It
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3.2 Age et temps de vie résiduel

Soit N un processus de renouvellement associé a une suite de variables aléatoires i.i.d. positives (t,);>1.
On définit ’age A; du processus de renouvellement au temps t par

Ar=t—Ty,

C’est le temps écoulé depuis le dernier renouvellement avant le temps t. De méme, on définit le temps de
vie résiduel Z; du processus de renouvellement au temps ¢ par

Zy =Tny+1 — L
3 [E—
Zy
—
OAp
1
0
T TN, t TN 41

FIGURE 8 — Age A; et temps de vie résiduel Z; d’un processus de renouvellement au temps ¢.

On a le théoréme suivant qui nous donne la distribution limite jointe de 1’dge et du temps de vie résiduel
en moyenne.

“ THEOREME 3.6 ©
Soit (N¢)¢>0 un processus de renouvellement associé & une suite de variables aléatoires i.i.d. positives
(tn)n>1 de loi F telle que y = E[#] < oo. Alors, onasi P(t; >0) >0,

1 /¢ 1 [
P (/ 1a,50lz,5,ds — —/ P(t; > z)dz) =1.
t Jo t—oo U Jatz

Démonstration. On a si T; sont les temps de saut

sit;<a+z

T;
/ Ia;>alz>-ds = = (t; — (a+2))+.

Ti1 ti—(a+z) sinon

Ainsi, on peut écrire

Nt

1/t 1 1/t
*/ ]1A5>a]125>zd5 =7 Z(ti - (ﬂ + Z))-i— + */ ]1A5>a]125>zd5~
tJo bia £ Ty,

Mais le premier terme consiste en un processus de renouvellement composé avec des récompenses r; =
(t; — (a +z))+. Ainsi, par le théoréme sur les processus de renouvellement composés, on a

% N (ti_(a+z))+ E[(i’lf(ﬂ+2))+]‘
i1 t—o0 U
Or,on a . .
E[(t — (a+2)),] :/O P((t — (a+2))s > 2z)dz = /HZIP(h > 2)dz.
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Nous devons maintenant montrer que le second terme tend vers 0 lorsque ¢ tend vers I'infini. On a

1t 1 N1
? TNt ]lAs>a]lZs>zdS < ?(t _TNt) < tT
Par la loi forte des grands nombres, on a
£ t
Ne+1 _ BNt Net+1 0><1=0
t Ni+1 t t—o0 U
Ici on utilise la loi des grands nombres pour dire que
Ty, 1 X
NN R
et ainsi
I T — T, =0,
Ni+1 N;+1 t—00

O

En prenant a = 0, on peut retrouver la limite de la fonction de répartition du temps de vie résiduel en

moyenne définie par
z

t
Fz(t,z) = % /0 P(Zs < z)ds — ; ; P(t; > u)du.

t—o0

En dérivant, on peut retrouver une densité limite en moyenne de Z,

= - IP(t1 > Z)
fz(t,z) = 9;Fz(t,z2) . o

1> = JE(Z)

De la méme facon, en prenant z = 0, on peut retrouver la limite de la fonction de répartition de 1’dge en

moyenne définie par
- 1t 1 /2
= - < — .
Fa(ta) i= 5 /0 P(A < @)ds o [TP(h > u)du

En dérivant, on peut retrouver une densité limite en moyenne de A,

fA(t/a) = aaPA(t,a) — M

t—00

Iy>0 = f(a)

On remarque que les densités limites en moyenne de 1’dge et du temps de vie résiduel sont égales. Cela
signifie qu’en moyenne, 1’dge et le temps de vie résiduel ont la méme distribution en grand temps. On peut
ainsi calculer 1'espérance limite en moyenne de 1'dge (ou du temps de vie résiduel) par

E[A] = E[Z] = /OOOXJF(x)dx = ;/{)me(tl > x)dx = Ez[?

ot1 on a utilisé le calcul

[<9) =] t
/ xP(t; > x)dx =E [/ x]lt1>xdx] =E {/ ] xdx} =F
0 0 0

On remarque que l'espérance limite en moyenne de I'age (ou du temps de vie résiduel) est supérieure ou

2
15
2

égale a la moitié de 1’'espérance des temps entre deux renouvellements. En effet, on sait que si t; n’est pas
constant presque stirement, alors sa variance est strictement positive,

Var(t) >0 <= E [tﬂ —EHP?>0<=E [tﬂ > E[H]?.

En particulier, si on considére L; = A; + Z; qui correspond au temps de renouvellement alors en moyenne,
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'espérance limite E [L] = E [A] + E[Z] > E [tN,] méme siL; = ty;. Cela signifie que lorsque les temps entre
deux renouvellements sont variables, 1’dge et le temps de vie résiduel sont en moyenne plus grands que la
moitié de I'espérance des temps entre deux renouvellements. C’est ce qu’on appelle le paradoxe de I'attente.
Ce n’est pas complétement surprenant si on pense au fait que si on arrive a un instant aléatoire, on a plus
de chances d’arriver pendant une longue durée de vie plutdt que pendant une courte durée de vie. Ainsi,
la durée de vie résiduelle sera en moyenne plus grande que la moitié de 'espérance des temps entre deux
renouvellements.
On peut aussi obtenir la densité limite jointe en moyenne de I’age et du temps de vie résiduel par

. " 1s>0250 = f(a,z2).

fA,Z(t/ alz) == aﬂaZPA,Z(t/ alz)

Ainsi, si t; posseéde une densité g, on a

f(”/z) = g(alj_Z)]la>0,z>0'

On remarque que 1'age et le temps de vie résiduel ne sont pas indépendants dans le cas général.

EXEMPLE 21. Si les temps entre deux renouvellements suivent une loi exponentielle de parametre A, on a

4 Ae~Ma+z) 2 —Aa+z) ~Aa e
f(a,z) = fﬂa20,220 = A“e ]la20,z20 = Ae ]11120 - e ]1220.
A
Ainsi, dans le cas des processus de Poisson, 1'dge et le temps de vie résiduel sont indépendants et suivent
une loi exponentielle de parametre A.
Si les temps entre deux renouvellements suivent une loi uniforme sur [0, b], on a la densité jointe limite

en moyenne

- =1
platz<b
f(a'z) = b a>0,z20 = ﬁ]la+z<b]la>o,z>o-

2

On remarque que A et Z ne sont pas indépendants dans ce cas. Si on veut la densité limite en moyenne de
A (oudeZ),ona

B 0o _ b—a _
f(a) = /0 f(a,z)dz = ./0 bz—zdz = z(bbiza)]logu@.

3.3 Processus semi-markoviens

On peut définir une généralisation des processus de renouvellement appelés processus semi-markviens.

“ DerNITION 3.7 *
On se place sur un espace d’états S. Un processus semi-markovien est défini de la fagon suivante :

— On considére une chaine de Markov (Xy),>0 sur S de matrice de transition P = (P;;); jes.
— On associe a chaque état i € S une loi de distribution F; sur RY .

— On définit les temps de saut (T, ),>0 par Tp = 0 et pour toutn > 1,
Ty = Tuo1 + 8¢

ol (tl(n) )n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi F; indépendante de la chaine de Mar-
kov (Xu)n>o0-

— On définit le processus semi-markovien (Y;)>o par

Y =Xn, avec N;=max{n>0, T, <t}
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Les processus semi-markoviens généralisent les chaines de Markov en temps continu. En effet, si on
choisit des lois exponentielles pour les F;, on retrouve des chaines de Markov en temps continu. On peut
énoncer un théoreme de renouvellement pour les processus semi-markoviens qui donne la proportion limite
du temps passé dans un étati € S.

“ THEOREME 3.8 ©
Soit (Y¢)=0 un processus semi-markovien associé a une chaine de Markov (X, ),>0 sur un espace d’états
S de matrice de transition P = (P;;); jcs et des lois de distribution (F;);cs sur R%. On suppose que la
chaine de Markov (X, ),,>0 est irréductible et positive récurrente de distribution stationnaire 77 = (7;);cs
alors, on a si pour touti € S, y; = E[tfl)] < oo et IP(tfl) >0) >0,

t 1Y
E [1 / ﬂYsids} L, _ Tk
t Jo t—o0 2]6577:],”]

4. INTRODUCTION A LA THEORIE DES MARTINGALES

Avant de voir la définition des martingales, nous allons donner des rappels ainsi que des propriétés de
I’espérance conditionnelle.
4.1 Espérance conditionnelle

Soit A un événement, on rappelle la définition de la fonction indicatrice

1 siweA
1z (w) =
A( ) {0 sinon

On peut ainsi définir 'espérance d"une variable aléatoire sur A par
EXA] =E[X1,].

On peut ainsi définir I'espérance conditionnelle de X sachant A.

“ DEFINITION 4.1 “©

Soit X une variable aléatoire intégrable et A un événement tel que P(A) > 0. On définit I'espérance
conditionnelle de X sachant A par

EXA]  E[XIa]

EXIAI= S0y = @)

Par exemple si X est une variable aléatoire indépendante de A, on a pour tout B C R,
EX;A] =EXE[1A] = E[X]P(A) = E[X|A] =E[X].

On remarque que l'espérance conditionnelle est linéaire, c’est-a-dire que pour toutes variables aléatoires
intégrables X et Y, a, B € R et un événement A tel que P(A) > 0,ona

E [aX + BY; A] = E [(aX + BY) 1] = aE [X1] + BE[Y1A] = aF [X; A] + BE[Y; A]

et ainsi
E [aX 4+ BY|A] = aE [X|A] + BE[Y|A].

LEMME 4.2. SIB = |_|i-‘:1 A; ot | | est une réunion disjointe et P(A;) > 0 pour touti = 1,...,k, alors on
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MB:fEXm P(A;[B) = iEN&]
i=1

I
—

“ THEOREME 4.3
On a

Ainsi, on obtient

E[X|B] = P(ﬁ? =L IP('

I
—

En particulier, si B = (), on retrouve la formule de 1’espérance totale
k
E[X] = Y E[X|A] P(A).

i=1

Si on peut écrire QO = | | ; A; ou IP(A;) > 0 pour tout i > 1 alors on peut définir I’espérance conditionnelle
de X sachant Ay, ..., A, par pour tout w € (),

E[X|A1 ..., A (w) = B[X|A] siw € A,

On remarque alors la propriété suivant.

PROPOSITION 4.4. Soit X une variable aléatoire intégrable et QO = [ | ; A; ou P(A;) > 0 pour tout
i>1. Alors,on a

Démonstration. On a

E[E[XA..., Ad) = Y EXIA]P(A) = ) EXA

M-

Il
—_
Il
_

1

On remarque aussi que si Q = || ; A;j ou P(A;) >0 pour tout i > 1 et si X est constant sur chaque A;,
c’est-a-dire qu'il existe une suite (x;);>1 telle que pour tout i X(w) = x; pour tout w € A, alors on a
pour Y une autre variable aléatoire

! 1 1 LB [XY1,,]

E[XY[A1,..., Ayl = EXY|A, ..., Ay ) 1A, = Y EXY[A]Ls, = ) E[XY[A]Ls, = IPT)I]IA"
i=1 i=1 i=1 i=1 t

et en utilisant le fait que X est constant sur chaque A;, on obtient

" oxE [YILA,]
E[XY|Aq,...,A,] =Y Lt 2l

n n
]lAI = Z 18 [Y|Ai] ]lA,- = Z xi]lAiE [Y|A1, - ,An}
i=1 i=1
XE[YIAL . A

C’est une propriété importante qui sera utilisée pour la définition des martingales.

4.2 Définition des martingales

Il faut voir une martingale comme la fortune au temps n d’un joueur qui joue a un jeu d’argent juste.
Autrement dit, la valeur espérée de sa fortune au temps n + 1 sachant toute 'histoire jusqu’au temps 7 est

49



4 Introduction ala théorie des martingales Processus Stochastiques

égale a sa fortune au temps n. On peut ainsi donner la définition suivante.

“ DerNITION 4.5 ©
M = (M,;),,>0 est une martingale par rapport a Xo, X, dots si pour tout n > 0,

— M, est une variable aléatoire intégrable i.e. E [|[M,]|] < oo,

— Pour tout xg, x1, ..., x,, on a la propriété de martingale

E[Mn+1 —Mn|X0 = xO,Xl = xl,...,Xn = xn] =0.

M, 41 — M, est 'accroissement de la fortune du joueur. Ainsi, si on connait I’historique du jeu jusqu’au
temps n, I'espérance de 1'accroissement de la fortune au temps n + 1 est nulle. On remarque que comme
la condition doit étre vraie pour tout xg, x1, ..., X,, on peut réécrire la propriété de martingale de la facon
suivante plus compacte,

E [M;+1 —My[Xo, Xq,...,Xu] =0.

Souvent, on aura M, = f(Xo, Xy, ..., Xy) et ainsi sur I'événement {Xg = x9, X1 = x1,..., Xy = x4}, M, =
f(x0,x1,...,x,) estconstant. Ainsi, on pourra utiliser la propriété de 1’espérance conditionnelle pour obtenir
une autre formulation de la propriété de martingale car

E [My11 —Mu|Xo, X1, .-, Xn] = E[M;41]Xo, X1, - .., Xu] = My,

et ainsi la propriété devient
E My 41]Xo0, X1, ..., Xu] = My,

EXEMPLE 22. Soient (X;;),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d telles que E [X;] = petS, = ¥ ; X;. On
définit la suite (My,),>0 par
M, =S5, —nu, My=0

Montrons que (M;,),>0 est une martingale par rapport a (X, ),>1. On a clairement que M,, est intégrable car
E[|[My|] < E[|Su|] +n|u| < nE[|X1]] +np < co. Il est important de voir que 1’on doit seulement prouver
que M, est intégrable mais pas que E[[M,|] soit borné, la borne que 1'on obtient peut dépendre de n. De
plus, on a

E [MnJrl‘Xl,. . .,Xn] =E [Sn+l — (1’1 + 1)}1|X1, ..,Xn] =E [Sn + X1 — (I’l + 1)]1|X1, ..,Xn]
=S, — (Tl+1)‘1/l+E[Xn+1|X1,...,Xn]
=Sy —(n+1)u+E[X,q1]

Dans la troisieme égalité, on a utilisé le fait que S, = f(Xj,...,X,) est constant sur ’événement {X; =
X1,...,Xn = Xu} et ainsi on peut appliquer la propriété de I'espérance conditionnelle. Dans la quatrieme
égalité, on a utilisé I'indépendance des X; pour voir que E[X;11|X1, ..., Xy] = E[X;,11] = p. Ainsi, (My)n>0
est une martingale par rapport a (X ),>1.

EXEMPLE 23. Prenons maintenant (X ),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que
IP(XZ':1> Ipzl—IP(Xi:—l).

Alors si S, =Y.' 1 X;, la suite (M},),,>0 définie par

— Sn
Mn—(lp> , Mo=1
p
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FIGURE 9 - Simulation of M with X; following a Rademacher distribution : P(X; = £1) = %
est une martingale par rapport a (X, ),>1. En effet, on a clairement que M, est intégrable car

B(M,[] = E[M,] = E (1;”)1 —(Ptra-prt) —1<e

De plus, on a

1— Sut1 1— Sn+Xp41
E M, 1/X1,..., Xs] = E (pp) X, X| =F (p"’) X1, Xn
_ Sn _ Xn+1
_<1P) E (110) Xi.. X,
p p
_ Sn _ Xn+1
(5[5
p p
_<1—P)S“< L .
14 P p pl—r)
— S"
:<1P) —M,
p

Dans la troisieme inégalité, on a utilisé le fait que S, = f(Xy, ..., Xy) et dans la quatriéme égalité, on a utilisé

Xn 1\ Xu
I'indépendance des X; pour voir que E {(117?7) +1 X1, . ..,Xn} =E [(1}7!7) +1} . Ainsi, (My,),>0 est une

martingale par rapport a (X ),>1.

FIGURE 10 — Simulation of M with p = 0.52.
EXEMPLE 24. Soit (X,;),,>1 une suite de variables i.i.d. telles que It [X;] = 0 et Var(X;) = ¢2 < c0. On définit
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la suite (M, ),>0 par
M, =S2 —no?, My=0

Montrons que (My,),,>0 est une martingale par rapport a (X, ),>1. On a clairement que M,, est intégrable car
E[M,|]] <E [Sﬂ + no? = nVar(X;) + no* = 2no* < .
De plus, on a
B (M X, X = B 82,1 = (1 4+ 1)02Xa, ., X

—E [(sn FXus1)2 = (n+ 1)e?|Xy, . .,xn}
= 8% = (n+ )02 + 284 Kosa X, X + B PGy X, X
=2 — (n+1)0%+2S,F [Xyi1] + E {xiﬂ}
=S, — (n+1)0*+0+0°
=82 —no® = M,.

Dans la troisieme égalité, on a utilisé le fait que S, = f(X,...,X,) et dans la quatriéme égalité, on a utilisé

I'indépendance des X; pour voir que E[X,,11|Xy,...,Xs] = E[X;;41] = 0et ]E[Xfl+1|X1, oo Xn] = ]E[X%H] =

2. Ainsi, (My),>0 est une martingale par rapport a (X )>1.

FIGURE 11 - Simulation of M with X; following a Rademacher distribution : P(X; = +1) =

NI—=

4.3 Sous-martingales et sur-martingales

Dans la plupart des cas, un jeu n’est pas équilibré. Par exemple, en suivant la stratégie optimale au
blackjack sans compter les cartes, le casino a un avantage entre 0,5% et 1% sur le joueur. Mais si le joueur
compte les cartes, alors il peut avoir un avantage d’environ 2% sur le casino. On peut ainsi généraliser la
notion de martingale en définissant les sous-martingales et les sur-martingales.

“ DeFNITION 4.6 <
Soit (M, ),>0 une suite de variables aléatoires intégrables. On dit que (My),>0 est une sous-martingale
par rapport a (X, ),>0 si pour tout n > 0,

E [M,11/Xo0, X1, ..., Xu] = M,.
On dit que (M;);>0 est une sur-martingale par rapport a (X, ),>o si pour tout n > 0,

E [Ml’l+l IXOIXll o /Xn] < M}’l'

EXEMPLE 25. On a vu que si X; était i.i.d. avec E[X;] = y, alors M, = S, — ny était une martingale. Si u > 0,
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on peut voir que S, est une sous-martingale car
E [Sn+1|X1, .. .,Xn} =S, +E [Xn+1|X1, .. .,Xn] =S, +E [Xn-i-l] =S, + U= S,.
De méme, si < 0, on peut voir que S, est une sur-martingale.

On peut construire des sous-martingales et des sur-martingales a partir de martingales de la fagon sui-
vante.

PROPOSITION 4.7. Soit (M},),,>0 une martingale par rapport a (X;),>0 alors
E [Miﬂjxl,...,xn} M2 =F [(Mn+1 . Mn)z‘xl,...,xn] > 0.

En particulier, (M2 ), est une sous-martingale par rapport a (Xy),>0-

Démonstration. On a
E {Miﬂpq,. . .,xn} ~M2=E {(MM M, +Mn)2‘X1,...,Xn} M2
—E [(Mn+1 - MH)Z’xl, . .,xn} M E Mg — My |X1, + ., Xa] + M2 — M2
—E {(Mn+1 - Mn)zﬂxl,...,xn] >0.
O

De maniere générale, on a le résultat suivant, plus général que le précédent que nous donnons sans
preuve.

a . N a
THEOREME 4.8
Soit (My,),>0 une martingale par rapport a (X,,),>0 et f : R — R une fonction convexe telle que pour
toutn >0, E[|f(M,)|] < oo. Alors, la suite (f(M;)),>0 est une sous-martingale par rapport a (Xy),>o0-

On a le résultat suivant qui nous donne 1'évolution de 'espérance d’une sous-martingale ou d"une sur-
martingale. En particulier, cela nous donne que notre fortune moyenne diminuera en jouant a un jeu d’ar-
gent défavorable.

PROPOSITION 4.9. Soit (My,),,>0 une sous-martingale (resp. une sur-martingale) par rapport a (X ),>o-
Alors, pour tout n > 0,

EMyi] > EM,]  (resp. E[M,11] < E[M,]).

En particulier si M est une martingale alors E [M,,11] = E [M,].
Démonstration. On a pour M une sous-martingale,
E [Myi1] = E[E [M;4+1/1Xo0, X1, ..., Xu]] = E [M,].

Pour M une sur-martingale alors —M est une sous-martingale et le résultat est direct. Si M est une martingale
alors c’est une sous-martingale et une sur-martingale et le résultat en découle. O
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