
Feuille d’Exercices VI
Probabilités

Exercice 1. Parmi les fonctions suivantes, dites lesquelles sont des densités de probabilité. Si c’en est une, donner
leur fonction de répartition.

1. f(x) =
{

cos(x) si x ∈ [0, π2 ],
0 sinon.

2. f(x) = 1
1+x2 pour x ∈ R.

3. f(x) = ex

(ex+1)2 pour x ∈ R.

4. f(x) =

 1 + x si x ∈ [−1, 0],
1− x si x ∈ [0, 1],
0 sinon

5. f(x) =
{ 1

|x|3 si |x| > 1,
0 sinon

6. f(x) = sin(x) + 1 pour x ∈ R.

Exercice 2. Soit f la fonction de R dans R définie par f(x) = e−x

(1+e−x)2 .

1. En utilisant l’Exercice 1.3, justifier que c’est une densité de probabilité et donner sa fontion de répartition
associée.

2. Soit ϕ : R→ R définie par
ϕ(x) = ex − 1

ex + 1 .

Montrer que ϕ est une function strictement croissante et à valeurs dans (−1, 1). Déterminer la fonction
réciproque de ϕ. C’est-à-dire une fonction ψ : (−1, 1)→ R telle que ϕ(x) = y ⇔ x = ψ(y).

3. Soit X une variable aléatoire de densité f . On définit Y = ϕ(X). Déterminer la fonction de répartition et la
densité de Y . Quelle est sa loi ?

Exercice 3. Soit f : R→ R définie par f(x) = 1
2(1+|x|)2 .

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire de densité f . On définit Y = ln(1 + |X|). Exprimer la fonction de répartition

de Y en fonction de celle de X.
3. Calculer la densité de Y et reconnaître sa loi.

Exercice 4. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre 1. On note Y = dXe sa
partie entière supérieure (par exemple d0.3e = 1, d1e = 1, d2.8e = 3).

1. Montrer que Y suit une loi géométrique et donner son paramètre.
2. On dénote Z = Y −X. Donner sa fonction de répartition.
3. Donner sa densité.

Exercice 5. Soit X ∼ N (µ, σ2).
1. Montrer que pour toute fonction g : R→ R, E [(X − µ)g(X)] = σ2E [g′(X)] .
2. On considère son taux de défaillance λ et on suppose que µ = 0 et σ = 1. Alors montrer que pour t > 0

1
t
− 1
t3
<

1
λ(t) <

1
t
− 1
t3

+ 3
t5
.

Indication: On pourra utiliser le fait que si φ est la densité d’une variable gaussienne centrée réduite alors
φ′(x) + xφ(x) = 0.
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