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1. ANALYSE COMBINATOIRE

Commengons par un exemple et considérons 4 antennes qui ont deux états possibles : chaque antenne
est soit fonctionnelle ou soit défectueuse. On place alors les antennes sur une ligne et on dira que le réseau
fonctionnera s'il n'y a pas deux antennes défectueuses consécutives. Si on sait que parmi les 4 antennes, 2
sont défectueuses, quelle est la probabilité que le réseau fonctionne? Dans ce cas simple, on peut regarder
simplement tous les états possibles. Si 0 représente une antenne défecteuse et 1 une antenne fonctionnelle
alors tous les états sont donnés par la liste suivante

0011 —Défectueux 0101 —Fonctionnel 1010 —Fonctionnel

0110 —Fonctionnel 1001 —Défectueux 1100 —Défectueux

Ainsi le réseau sera fonctionnel avec probabilité % = % car il y a 3 réseaux fonctionnels sur les 6 réseaux
possibles de 4 antennes avec 2 antennes défectueuses. Dans ce cas précis, nous pouvions faire le dénombre-
ment explicite de tous les états possibles mais cela n’est plus possible si ’on veut considérer le cas général
de n antennes avec m antennes défectueuses. Nous allons donc faire de I’analyse combinatoire.

1.1 Principe fondamental de dénombrement

Nous commengons par donner le principe le plus important de dénombrement.

a . N B o Z a
THEOREME 1.1: Principe de dénombrement
Si on a r expériences avec la premiere ayant 17 résultats possibles, la deuxieme ny, ..., la r-ieme n, alors
on a un total de

r
nlxnzx--~><nr:nni
i=1

résultats possibles.

EXEMPLE 1. Un comité est constitué de 3 étudiants de premiere année, 4 de deuxiéme année, 5 de troisieme
année et 2 de quatriéme année. Nous voulons créér un sous-comité de 4 étudiants avec un éleve de chaque
classe. Combien y a-t-il de tels sous-comités possibles?

Nous avons 4 expériences pour le choix de chaque étudiant : 3 résultats possibles pour le choix de 1'étu-
diant de premiére année, 4 pour celui de deuxiéme année, 5 pour celui de troisieme année et 2 résultats pour
celui de quatrieme année. Ainsi le nombre total est de 3 x 4 x 5 x 2 = 120 sous-comités possibles.

EXEMPLE 2. Combien y a-t-il de fonctions f : {1,...,n} — {0,1}?
Nous avons n expériences pour chaque valeur de f(i) pour i allant de 1 a n et chaque expérience a 2
résultats : 0 ou 1. Ainsi le nombre total de telles fonctions estde 2 x - - - x 2 =[] ;2 = 2".

1.2 Permutations

Si on se donne les 3 lettres a, b, c. Combien y a-t-il de manieres d’arranger les lettres ? On voit que 'on
peut écrire
abc acb bac bca cab cba

et on a ainsi 6 manieres d’arranger ces lettres. Chaque arrangement de lettres est appelé une permutation des
lettres a, b et c.
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En utilisant le principe de dénombrement, on voit que 'on a 3 expériences : la premiere a 3 résultats
possibles (a, b ou c). La deuxieéme expérience a 2 résultats possibles (si a a été choisie lors de la premiere
expérience alors il y a soit b ou c). Enfin, pour la troisieme expérience, on a qu'un résultat qui est la lettre
restante. Ainsi par le principe de dénombrement on retrouve bien un nombre de permutationsde3 x 2 x 1 =
6. On peut faire le méme raisonnement pour n objets discernables et on obtient le résultat suivant.

“ TutorimE1.2 ©
Le nombre de permutations a # objets est de
nn—1)n—-2)---x1=n!
EXEMPLE 3. Dans un tournoi d’échec, on a 6 hommes et 4 femmes avec un classement final. Combien y a-t-il
de classements finaux possibles en comptant tous les participants (sans égalité) ?

On voit que 'on a 6 + 4 = 10 objets discernables et a donc 10! = 3 628 800 permutations possibles.

On sépare maintenant le tournoi en un tournoi homme et un tournoi femme. Combien y a-t-il de classe-

ments?

On a maintenant 2 expériences : le tournoi homme a 6! = 720 résultats possibles et le tournoi femme
a 4! = 24 résultats possibles. Ainsi par le principe de dénombrement on a 6! x 4! = 17280 classements
possibles.

Dans ces exemples, tous les objets sont discernables entre eux, que se passe-t-il lorsque certains objets
sont indiscernables? Par exemple, combien y a-t-il de fagons d’arranger les lettres du mot SERREE? Si
on numérotais les lettres pour les discerner S;E1R1RyE>E3 alors on aurait 6 objets indiscernables et ainsi
6! permutations possibles. Mais si on fixe une permutation, par exemple R;RyE;S1E>E3 alors nous avons
beaucoup de permutations qui donne le méme motif,

RiRE1S1Ep B3 RoRiE1S1EpEs RyRyE»S5:EqEs
RoRiEpSiE1Es RiRpE1S1EsE;  RoRiES1EsE)
RiRyEsS1E1E;  RoRiEsS1EqE;  RiRpEsSEqEy
RoR1EsS1EpE; RiRpExS1EgE;  RoRiEpSiEsEy

Il y a donc 12 permutations qui donne RRESEE. En fait, on voit que 'on a 3 expériences : I'ordre des R
qui ont 2 résultats possibles RiRy ou RyRy, 'ordre des E qui ont 3! = 6 résultats possibles et 'ordre des S
qui n’a qu’un seul résultat. Ainsi on a 3! x 2! x 1 = 12 résultats par le principe de dénombrement. Chaque
permutation est donc comptée 12 fois et le nombre total est donc de % = 60 permutations possibles de
RRESEE. Ce résultat se généralise facilement par le théoreme suivant.

“ THEOREME1.3

! . Ol 2 . . . .
——— permutations différentes de 1 objets parmi lesquels 11 sont indiscernables entre eux, 1,
nylnyl..n,!

autres aussi, . .

Ilya
., Ny autres aussi.

1.3 Combinaisons

Considérons un autre probléeme et comptons le nombre de groupes de 3 objets que 'on peut former a
partir de {1,2,3,4,5}. Ici on parle de groupes non ordonnés ou combinaison.

On pourrait tout d’abord vouloir utiliser le principe de dénombrement et dire que pour le premier objet
nous avons 5 choix puis 4 choix pour le deuxiéme et enfin 3 choix pour le troisiéme qui nous donnerait par
le principe de dénombrement 5 x 4 x 3 = 60 possibilités. Mais attention, on compte plusieurs fois le méme
groupe! En effet, les groupes {1,2,3} = {3,2,1} = {1,3,2} sont les mémes par exemple. Pour un groupe
de 3 objets, on voit ainsi que I'on a 3! permutations possibles du groupe et ainsi le nombre de combinaisons

de 3 objets parmi 5 est de gi%i? = 10.
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De maniere générale, pour r objets parmi 7 on a

nn—1)...(n—r+1) nmn—-1)...n—r+)(n—r)(n—r—1)...1 n! .<n>_< n )

7! rn—r)(n—r—1)...1 ri(n—r)!

“ THfOREME1.4

Le nombre de combinaisons de k objets parmi 2 est de

=~ (1) = (o)

EXEMPLE 4. Reprenons l'exemple des antennes : on a # atennes et m sont défectueuses. Si deux antennes
consécutives sont défectueuses alors le réseau ne fonctionne pas. Quelle est la probabilité que le réseau
fonctionne?

Tout d’abord, combien y a-t-il de possibilités totales? On peut remarquer qu’il suffit de choisir o1 sont
les antennes défectueuses et on a ainsi (,;) possibilités. Maintenant, nous cherchons le nombre de réseaux
qui fonctionnent. Considérons les n — m antennes qui fonctionnent, représentée par des 1

T1T1T1T1T1T1T1T1T

Entre chaque antenne fonctionnelle, on peut placer des antennes défectueuses mais on ne peut avoir au plus
qu’une antenne défecteuse entre chaque antenne fonctionnelle sinon le réseau est défectueux. On remarque
que les emplacements sont données par les fleches et que s’il y a n — m antennes fonctionnelles, il y a
n —m + 1 emplacements. On le voit facilement ici avec n — m = 8 puisqu’il y a 9 fleches.

On doit ainsi choisir les emplacements des m antennes défectueuses. On remarque quesim > n —m+1
oum > ”TH alors par le principe des tiroirs, il y a forcément un emplacement qui contient deux antennes

défectueuses et le réseau sera nécessairement défectueux et la probabilité recherchée est donc de 0. Sinon,

n—m+1

ona ("

) choix possibles. Par exemple si m = 4, on peut faire le choix
+1414141414141414 — 011010110111.

Ainsi, la probabilité recherchée est de

_ n—m-+1)!
(" B m _ (m=m+1){(n—m)!
o Wlm)'  nl(n—-2m+1)!

Dans le cas n = 4 et m = 2, on retrouve bien

G) 32 1

G a2
Dans le cas illustré ci-dessus avec n = 12 et m = 4, on obtient une probabilité de

918!

o151 ~2 0.254545.

“ THfOrREME1.5 *

Les coefficients (}) sont appelés coefficients binomiaux car pour tout x,y € R nous avons

() =1 ()t s

k=0

Démonstration. On pourrait faire une preuve par récurrence mais on peut aussi faire une preuve combina-
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toire de ce résultat. En effet, on peut écrire

x+y)" =G+ E+y)(xc+y) ... (x+y).

Lorsque l'on développe ce terme, pour avoir k fois x (et ainsi n — k fois y), on doit choisir k fois x parmi
les n termes et on a donc par définition des coefficients binomiaux (}) possibilités. Comme on a toutes les
possibilités de x*y"* pour k € {0,...,n}, cela nous donne la formule

) =1 ()t

k=0

Une remarque importante et que pour x = y = 1, on obtient la formule

n
> () -2
k=0
On peut généraliser ces coefficients en considérons le probleme suivant : supposons que l'on a n objets
distincts que nous divisons en r groupes de taille respective 1y, na, ..., n, avec }__; n; = n, combien y a-t-il
de manieres de faire?
: s ’ n . N . n—ny .
Pour le premier groupe, on voit que I'on a (,; ) choix. Apreés ce choix, nous avons (", ™) choix pour le
n—mni;—ny LN . . : : 7y (M—Ny—Hp—-—N .
o ) pour le troisieme et ainsi de suite jusqu’a ( A "1) choix pour le
dernier groupe. Par le principe de dénombrement le nombre de manieres est donc de

n n—mnm n—my—mny—--+-—MNp_1
- 1y n,

— nt % (=)l wox (”M
m!(n—rg)l = np!(n=nr—m)" nl(n—ny —ng—---—np_q —ny)!

deuxiéme groupe puis (

n p—
B n!
mnpl...ond(n—mny—np— - —ny)!
On remarque maintenant que par définition n —ny — np — - - - —n, = 0 et que par convention 0! = 1 et on

obtient ainsi le résultat suivant.

“ THEOREME 1.6
Le nombre de fagon de diviser n objets distincts en r groupes de tailles respectives ny, 1, ..., n, avec

n! ) ( n >
nilny!...n,! niy, N, ..., Hy

Ces coefficients sont appelés coefficients multinomiaux car pour tout x4, ..., x, € IR nous avons

Yi ini =nestde

n
n
(Gt +x) = ), e
_ ny,ny,..., Ny
ni,...ny=0 vleay 0
ny+---+n,=n

2. AXIOME DES PROBABILITES

En probabilités, on réalise des expériences dont le résultat n’est pas connue exactement. Par exemple,
un lancer d'une piece peut donner Pile ou Face, un dé peut donner une valeur entre 1 et 6. L'ensemble des
résultats possibles d'une expérience s’appelle I'ensemble fondamental ou univers.
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2.1 Ensemble fondamental et événements

“ DEFINITION 2.1 “*

L’ensemble fondamental, ou univers, dénoté () est I’ensemble de tous les résultats possibles.

EXEMPLE 5. — Si on lance une piéce de monnaie alors () = {Pile, Face}.
— Si on lance un dé a 6 faces alors ) = {1,2,3,4,5,6}.
— Si on lance deux dés et on garde la somme alors Q) = {2,3,4,...,12}.

— Si on considere 'ordre d’arrivée d’une course entre 7 chevaux alors
Q) = {toutes les permutations de (1,2,...,7)}.

En particulier #Q) = 7.
— Si on jette deux pieces de monnaie alors Q) = {(P,P), (P,F), (F,P), (E,F)}.
— Si on considere la durée de vie d’une machine a laver (en mois) alors O = Ry = {x € R, x > 0}.

“ DerNiTION 2.2 €
Un sous-ensemble E de () est appelé un événement.

EXEMPLE 6. Si Q) = {(P,P), (P,F), (F,P), (F,F)} alors E = {la premiere piece est Pile} = {(P,P), (P,F)} C
() est un événement.

Si ) = Ry, alors E = {la machine a une durée de vie d’au moins 3 mois} = {x € R, x > 3} € Q est aussi
un événement.

Ce n’est pas la définition exacte d'un événement, ces sous-ensembles doivent étre des ensembles
mesurables mais nous ne considérerons pas ces subtilités dans ce cours.

Nous avons plusieurs opérations sur les événements que nous décrivons dans la définition suivante.

“ DEFINITION 2.3 “©

On définit les opérations suivantes sur les événements
— Union:SiE,F C Qalors EUF C () est I'événement qui contient chaque élément de E ou de F.

— Intersection: Si E,F C () alors ENF C () est 'événement des réalisations qui sont dans E et dans
F.

— Complémentaire : Si E C () est un événement alors E° C () est I'événement des réalisations qui

ne sont pas dans E.

Par exemple si on considere le lancer de deux pieces et E = {(P,P), (P,F)} et F = {(F,P), (P,P)} alors
nous avons
EUF = {(P,P),(P,F), (F,P)} = {On obtient au moins un Pile}.

De méme, nous avons
ENF={(P,P)}.

On remarque que si par exemple E = {(P,P)} etF = {(F,F)} alorsilny a pas d’éléments dans l'intersection
de ces deux ensembles, on écrit alors
ENF=0.

On peut généraliser ces définitions a une suite d’ensembles plutdt que deux ensembles. Si Ej, Ep,--- C Q)
alors on peut définir les événements |J % E,, et N1 E,..

Enfin, en gardant toujours le lancer de deux pieces, on voit que si E = {(P,P), (P,F)} alors E° =
{(F,F), (F,P)}. On remarque que par définition, on a toujours EUE® = Q et ENE® = &. Au passage,
cela nous donne que l'on a

=0 et I°=S
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On peut représenter ces opérations en utilisant un diagramme de Venn.

EUF ENF E°¢

“ THEOREME 2.4 *
On a les égalités suivantes pour E,F,G C ()

— Commutativitée :ENF=FNEetEUF = FUE.
— Associativité : (ENF)NG=EN(FNG) et (EUF)UG=EU(FUG)
— Distributivité : (EUF)NG = (ENG)U (FNG) et (ENF)UG = (EUG)N(FUG).

Démonstration. Pour prouver une égalité d’ensemble A = B on prouver souvent A C B puis B C A et pour
prouver que A C B, on prend un élément quelconque de A et on montre qu'il appartient aussi a B. Ici, on
peut aussi prouver ces égalités d’ensemble en utilisant les diagrammes de Venn. Faisons un exemple pour
I'égalité

(EUF)NG=(ENG)U(FNG)

alors 1’ensemble pour 1’ensemble (E UF) NG on peut colorier E U F puis G et prendre ensuite la partie qui
est coloriée dans les deux diagrammes. Ce sera l'intersection.

EUF G (EUF)NG

Pour I'ensemble (ENG) U (FNG) on peut regarder EN G et F N G séparément puis prendre 1'union des
deux ensembles.

ENG FNG (ENG)U(FNG)
On voit bien ainsi que 1’ensemble coloriée est le méme dans les deux cas. O
Nous avons aussi des relations entre le complémentaire et 'union et 1'intersection appelées les regles de
De Morgan.

“ THEOREME 2.5 *
Soient E4,...,E,;, C Q) alors

[

n
— JE.
k=1

(UE> - {5 (m E>
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Démonstration. Soit x € (U}_, Ex)‘ alors par définition du complémentaire x ¢ |J}_; E et ainsi pour tout
k€ {1,...,n}, x ¢ Ey ce que I'on peut réécrire par pour tout k € {1,...,n}, x € E{ et ainsi nous avons
x € (N_; E{. Ainsi, nous avons prouvé que

n ¢ n
(U Ek> c () Et
k=1 k=1

Pour I'autre inclusion, soit x € N_; E{ alors par définition de I'intersection, pour tout k € {1,...,n},x € Ef
et par définition du complémentaire pour tout k € {1,...,n} nous avons x ¢ Ej etainsi x ¢ |J;_, Ej et ainsi
x € (Ug_1 Ex) ce qui nous donne que

n n ¢ n n ¢
N E: C (U Ek) etainsi (| Ef = (U Ek) :
k=1 k=1 k=1 k=1

Pour la deuxiéme formule, on peut utiliser la premiére formule que I'on vient de prouver! En effet, si on

applique la formule a la suite d’événements Ej, ..., E}; alors la formule devient

n ¢ n n ¢ n n n ¢

(Us) - e e (Un) - A5 Ur-(A5)

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

oll on a passé au complémentaire dans la derniere équivalence. O

2.2 Axiomes des probabilités

La théorie des probabilités de ce cours sera entierement basée sur les trois axiomes de la définition sui-
vante.
a . a

DEFINITION 2.6

Soit () un ensemble fondamental, pour chaque événement E il existe une valeur IP(E) ou probabilité de

E telle que
— 0<P(E) <1
— P(Q) =1

— Si Eq, Ep, ... est une suite d’ensembles mutuellement exclusifs, ou 2 a 2 disjoints, i.e E; N E]- =g
pour tout i # j, alors

+o0 +o00
P(JE:| =) P(E).
n=1 n=1
EXEMPLE 7. On considere le résultat d'un dé équilibré Q) = {1,2,3,4,5,6} avec

P({1)=P({2}) = =P({6}) = ¢.

Si on considere I'événement {le résultat est pair} = {2,4,6} alors en utilisant le troisieme axiome des pro-
babilités, on obtient

—_

P({2,4,6}) =P ({2} U{4} U{6}) =P ({2 + P ({4}) + P ({6)) = s+ £ + £ = 5.

o)}

On remarque que 1'on pouvait utiliser ’axiome des probabilités car les événements {2}, {4} et {6} sont
disjoints, le résultat ne peut pas a la fois étre 2 et 4 par exemple.

Le théoréme suivant nous donne des propriétés importantes sur les probabilités d’événements. On va
le prouver en n’utilisant seulement les axiomes de probabilité ainsi que la théorie des ensembles que nous
avons vu dans la sous-section précédente.
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“ THfOREME 2.7 *
Soient E, F deux événements, on a

— P(E) =1-P(E).
— SiECF,P(E) <P (F).
— OnaP(EUF) =P (E)+P (F)—P(ENF).

Démonstration. On remarque que par définition de complémentaire on a EUE® = Q) et ENE® = @. Ainsi,
en utilisant le deuxiéme axiome, on obtient que

P(EUE) =P (Q) =1
De plus, en utilisant le troisieme axiome, on obtient que
P(EUE") =P (E)+ P (E).
En combinant ces deux équations, on obtient
P(E)=1-P(E).
Pour la deuxiéme propriété, on note que comme E C F C (), nous avons
F=EUF=QN((EUF)=(EUE)N(EUF) =EU (E°NF)

otll on a utilisé la distributivité de 'union sur l'intersection. Maintenant, on a E et E° N F qui sont mutuelle-
ment exclusifs car
EN(ENF)=(ENE)NF=0NF=9

en utilisant 1’associativité de l'intersection. Ainsi par le troisieme axiome des probabilités, nous obtenons
que
P (F)=P(EU(E°NF)) =P (E) + P (E°NF) > P (E)

car P (E° NF) € [0,1] par le premier axiome des probabilités.
Pour la derniére propriété, on commence par utiliser la méme formule qu’on a prouvé précédemment

EUF=EU(E°NF)

avec
EN(E°NF) =g

et ainsi par le troisieme axiome des probabilités,
P(EUF) =P (E)+P(E°NF). (1)
Maintenant, on peut écrire
F=ONF=(EUE)NF= (ENF)U(E°NF).
De plus, cette union est disjointe car
(ENF)N(E°NF) = (ENE)NF=2.

Ainsi, on a
P(F)=P(ENF)+P(E°NF) < PENF)=P(F)-P((ENF).

Lorsque I’on remplace cette formule dans (1), on obtient la formule voulue. O
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EXEMPLE 8. Jeanne a deux livres : elle aimera le premier avec probabilité 1, le deuxieme avec probabilité %
et les deux avec probabilité %. Quelle est la probabilité qu’elle n’aime aucun livre?
On considere 1'événement

A = {elle n"aime aucun livre}
= {elle aime au moins un livre }

= ({elle aime le premier livre} U {elle aime le deuxieme livre} ).
Ainsi par le théoreme précédent, on obtient

P (A) =1 — P ({elle aime le premier livre} U {elle aime le deuxiéme livre})

=1 — (PP (elle aime le premier livre) + PP (elle aime le deuxiéme livre) — PP (elle aime les deux livres))
(1.2 3\ 2
B 2 5 10) 5

Que se passe-t-il si on considere 3 événements E, F et G. On commence par appliquer la formule une
premiére fois et on a

P(EUFUG)=P((EUF)UG)=P(EUF)+P(G)-P((EUF)NG).
En réappliquant la formule, on obtient
P(EUFUG)=P(E)+P(F)+P(G)—-P((ENF)—P((ENG)U(FNG)). (2)
En regardant le dernier terme de plus prés et en appliquant la formule une autre fois,
P((ENG)U(FNG))=P(ENG)+P(FNG)-P(ENGNF).
En insérant cette formule dans (2), on obtient finalement
P(EUFUG)=P(E)+P(F)+P(G) —P(ENF)—P(ENG) —P(FNG) +P(ENFNG).

On peut généraliser cette formule a une union de n événements qui est donnée dans le théoréme suivant.

“ THEOREME 2.8 *
Soient Ey, ... E, n événements

n
P(EjU---UE,) =) P(E)— ) P(E;NE,)+ ) P(E, NE,NE;)
i=1 i1 <ip i1 <ip<is
+o+ (=) Y P(E,NE,N-NE) +...
l'1<"'<l.r

+(=1)""'P (E;NExN---NE,)

que l'on peut réécrire

P ( } El) = i(—l)”l Y P (r]Ei],
i=1 r=1

i <ip<---<ip j=1

Pour certaines suites d’événements, on peut aussi faire un passage a la limite, ce sera important dans
plusieurs résultats venant plus tard dans le cours.

“ DerNITION 2.9 *
Une suite d’événements Eq, E,, . .. est dite

— croissantesiEi CE, C --- CE, CE,; 41 C....

10
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I — décroissantesiE; DEy D --- DE, DE;41 D ....

“ DEFINITION 2.10 “*

Si (En)p>1 est une suite croissante, on définit

lim E, = | J E;.

n—co .
i=1

Si (E;),>1 est une suite décroissante, on définit

(e8]
lim E, = (| E:.

n—co L
i=1

“ THEOREME 2.11

Si (E;),>1 est une suite croissante ou décroissante alors

Ji () = (1 B

Démonstration. On commence par supposer que la suite d’événements est croissante. L'idée est d’écrire
Us1 E; comme une union diisjointe d’événements et d’utiliser le troisieme axiome des probabilités. On
définit la suite d’événements

Fi =E; F,=E,NE,_;pourn>2.

En effet, par exemple
Fi UF, =Ej U(E; NES) = (E; UEy) N (E; UE]) = (E; UE;) N Q) = Ey UE,.

De méme, on voit facilement que U,J{:i F, = U;“g E, mais on remarque aussi que par construction F; N F; =

o
)

@ pour i # j. Ainsi, on peut maintenant écrire

400 +oc0 400 n
P (;}%En) =P (nUlEl) =P <nU1Fi> = I;IP(FI-) = J%Z;IP (F) = lim P

N/\
I =

= lim P

n—o0

<
TC=

= lim P (E,

n—o0

~—

En utilisant dans la derniére étape que Ui ; E; = E, car la suite d’événements est croissante et E; C Ey C
... E;. Si maintenant la suite est décroissante, alors la suite d’événements (Ef) est croissante et ainsi

c S C
(G -

mais par la regle de de Morgan, on obtient ainsi

(7)) m

ce qui donne en utilisant la regle de calcul des probabilités de complémentaires

() -smre

11
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2.3 Ensembles fondamentaux a probabilités équiprobables

Il arrive souvent (mais pas tout le temps) que sur un ensemble fondamental fini, chaque événement
élémentaire ait la méme probabilité. Ainsi si on écrit () = {1,...,n} alors cela veut dire que

P({1}) =P ({2}) =--- =P ({n}).

Or, par le premier axiome des probabilités, nous savons que P () = 1 et comme
n n
P(Q) =P (U{i}) =Y P (i) =nP{j})
i—1 i=1
pour tout j € {1,...,n}, on obtient que pour toutj € {1,...,n},

1
P({j}) = -
W=+
Cela a pour conséquence directe le théoréeme suivant.

“ THEOREME 2.12 *

Soit () un ensemble fondamental fini. Si pour tout x,y € Q, P({x}) = P({y}) alors pour tout événe-

ment E C ),
#E _ nombre d’éléments de E

" #0O ~ nombre d’éléments de S

EXEMPLE 9. On lance deux dés équilibrés, quelle est alors la probabilité que la somme des deux dés soit 7?
On commence par définir I'ensemble fondamental donné par le résultat des deux dés

QO=1{1,...,6Y>={(,j),ic{1,...,6},jc{1,...,6}}

On remarque que #() = 6> = 36 par le principe de dénombrement. Maintenant si considere 1'événement
donné par {la somme fait 7} alors

E = {la somme fait 7} = {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}

et ainsi la probabilité est donnée par
#£ 6 1
PE)=—====-
(E) # 36 6
EXEMPLE 10. On considere un bol avec 5 boules noires et 6 boules blanches. On tire 3 boules, quelle est la
probabilité de tirer une boule blanche et 2 boules noires ? On commence toujours par définir notre ensemble

fondamental, ici on va considérer I’ensemble des boules tirées (non-ordonnées)
Q) = {ensemble des boules tirées non-ordonnées},

ainsi #() est le nombre de combinaisons a 3 éléments parmi 6 +5 = 11 boules i.e #() = (131) On considere
I'événement E = {tirer une boule blanche et deux boules noires} alors par le principe de dénombrement

== (1))

puisque que l'on doit choisir une boule blanche parmi les 6 et deux boules noires parmi les 5. Ainsi la

nous avons que

probabilité recherchée est de
_ 06

P(E) = #Q (1 11°

EXEMPLE 11. On a n boules dont une est en or, les autres sont indistinguables. On tire k boules 1'une apres
les autres de maniere équiprobable sans remise. Quelle est la probabilité de tirer la boule spéciale? On

12
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commence toujours par donner 1’ensemble fondamental

Q) = {tirage de k boules ordonné}.

Alors on voit que #Q) = n(n—1)...(n —k+1) = (nii’k)' car nous avons 7 choix pour la premiére boule,

puis 7 — 1 pour la deuxiéme et ainsi de suite. Par le principe de dénombrement, on multiplie ces nombres
de résultats. Définissons les événements

A; = {Laboule en or est tirée au i-ieme tirage}.

On remarque que la probabilité recherchée peut alors s’écrire

P (la boule en or est tirée) = P (Ji € {1,...,k}, laboule est tirée au i-ieme tirage) = P

fc-

y

k
=) P(A)
i=1

Nous devons donc calculer P (A;) = %. Si on sait que la boule est tirée au i-iéme tirage, alors pour le
premier tirage, nous avons n — 1 possibilités puisque 1’on peut tirer n'importe quelle boule a part la boule
en or. De méme, pour le deuxiéme tirage, nous avons n — 2 possibilités (toutes les boules a part la boule en
or et la boule tirée au premier tirage). Ce raisonnement, fonctionne jusqu’au (i — 1)-iéme tirage. Au i-iéme
tirage, il n'y a qu'une possibilité puisque nous devons tirer la boule en or. Pour le tirage suivant, nous avons
maintenant (n — i) possibilités car toutes les boules sont possibles a part les i boules qui ont déja été tirées
etensuite (n —i—1), (n —i—2),..., (n —k+1) pour le dernier tirage. Par le principe de dénombrement,
nous avons

#Ai:(n—l)(n—Z)...(n—(i—l))><1><(n—i)(n—i—l)...(n—k—i—l)zm.

Ainsi, on voit que
pA, o
1 (n—k)!
P(A) =12 =02
LR e T

et finalement
k

P (la boule en or est tirée) =) |

=1

1

_k
=

S|

EXEMPLE 12. On répartit 52 cartes parmi 4 joueurs de maniere équiprobable. Quelle est la probabilité que
chaquejoueur ait recu un as ? L'ensemble fondamental est donnée par la répartition des cartes et son cardinal
est donnée par le coefficient multinomial (5, 1; 213 13)- On considere I'événement

E = {chaque joueur regoit un as}

Pour calculer le nombre de possibilités donnant cela, on peut remarquer que 'on a deux expériences : la
distribution des as qui nous donne 4! résultats et la distribution du reste des cartes qui nous donne le
coefficient multinomial (;, 1;%2 1) et ainsi la probabilité recherchée est de

415103 2197
P (E) = (12'1;'12'12) =3 08925 ~ 0.1055.
(13,13,13,13)

EXEMPLE 13. On consideére 1 personnes, on suppose que leur anniversaire sont équiprobables (et on oublie
le 29 Février). Quelle est la probabilité que leur anniversaire soit tous différents? Le nombre de possibilités
total est alors de 365". La probabilité qu’ils soient tous différents est de 365 x 364 x --- x (365 —n + 1) et

13
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ainsi 2651
— !
P (n anniversaires soient tous différents) = (35252)! = 365 565) 365"

Il est intéressant de voir que si n > 23 alors on a P (E) = J. Il suffit donc de 23 personnes pour avoir plus
de la moitié de chance d’avoir deux personnes partageant un anniversaire!

EXEMPLE 14. On considere N invités portant une casquette. Chaque invité jette sa casquette au milieu de la
piéce. On mélange alors les casquettes et les invités choisissent au hasard, chacun leur tour, une casquette.
Quelle est la probabilité que personne n’ait choisi sa casquette ? L'ensemble fondamental est donnée par tous
les vecteurs de N nombres différents correspondant au numéro de chaque casquette choisie. En particulier,
cela correspond aux permutations de {1,...,N} et on a #Q) = N!. On commence par réécrire I'événement

recherchée
{personne n’a choisi sa casquette} = {au moins une personne a choisi sa casquette }
N c
= (U {la personne i a choisi sa casquette})
i=1
On définit alors E; = {la personne i a choisi sa casquette}. Il faut faire attention car les E; ne sont pas des

événements disjoints, on peut avoir deux personnes qui choisissent leur casquette, on utilise alors la formule
d’inclusion-exclusion

N N r

P <U El-) =Y (-1t | 'Z P ME:

i=1 r=1 1 <ip<---<iy j=1
On peut calculer la probabilité des intersections, en effet, en comptant le nombre de possibilités de 1’événe-
ment E; N ---NE; alors les personnes iy,...,i, n‘ont qu'une seule possibilité de casquette (la leur) et les
autresont (N —r)(N—r—1)...1 = (N —r)! possibilités car ils peuvent choisir n'importe quelle casquette
a part les r venant de iy, . . ., ir. Ainsi, on obtient la formule

N N AN N AN |
P (U Ez-) —y oy Aoy B ey
i=1 r=1 i1 <ip<---<iy : r=1 ' i1 <ip<---<iy

I1 faut maintenant compter le nombre de termes dans cette somme, cela consiste a choisir les r indices
i1,...,1, parmi les N indices possibles, c’est-a-dire (If) possibilités. Ainsi, la probabilité recherchée devient

N N r+1
rr1 (N—R)ENY oyt (N7 N! _ (-1)
<UE> YZ% B v P _r;( U Xr!(N—r)!_rg;l 7!
Finalement, cela nous donne
N r+1 r
-1 -1
P (personne n’a choisi sa casquette) = 1 — (U E; ) =1- 21 % = 20 ( r')
r= r=

On remarque alors que si on fait tendre le nombre d’invités vers I'infini alors on obtient

+o0 ( 1)7 1
P (personne n’a choisi sa casquette) oo 2 =2
= 7!

3. PROBABILITES CONDITIONNELLES

On a vu que dans le cadre d’un ensemble fondamental a probabilités équiprobables, nous pouvions
calculer P(E) = %. Il arrive cependant que notre connaissance de 1’expérience nous donne un nouvel
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ensemble fondamental. Par exemple, si () correspond aux lancers de deux pieces, nous avons
Q = {(P,P), (F,P), (P, F), (P,P)}

avec #(Q) = 4. Ainsi, si on considére 1'événement E = {au moins une Face} = {(P,F), (F,P), (F,F)} alors
nous avons 4 3
P(E) = — = —.
(E) # 4
Mais si je sais maintenant que la premiere piece est Pile, que devient la probabilité de 1'événement
{au moins une Face} ? Notre nouvel ensemble fondamental devient alors

F:={(P,F),(P,P)}

etl’événement E = {au moins une Face} = {(P,F)}. Alors la probabilité recherchée est maintenant

#{(P,F)} 1

#{(P,F), (P, P)} 2
On voit que la probabilité de 1’événement E sachant que la premiére piece est Pile n’est pas la méme que la
probabilité de E! Pour généraliser cette observation a une définition, on peut écrire
#((P,F)}  #{(P,F),(EP),(EF)}N{(PF),[PP)} #ENF #ENF _ #OQ P (ENF)

#{(P,F), (P,P)} #{(P,F), (P,P)} #F ¥ CH#E . P(F)

“ DfrNITION 3.1 *
Soient E,F C () deux événements, la probabilité de E conditionnellement a F, ou sachant F, est si

P (F) #0
P (ENF)

P (E|F) := TGN

On peut l'utiliser aussi de 'autre fagon

P (ENF) = P (F) P (E|F) = P (E) P (F|E).

EXEMPLE 15. Jean est stir a 80% d’avoir laissé ces clés dans sa veste. A 40%, elles sont dans sa poche gauche
et a 40% dans sa poche droite. Il regarde dans la poche gauche et elles ny sont pas, quelle est la probabilité
de les trouver dans la poche de droite ?

On définit les événements

G = {Elles sont a gauche} et D = {Elles sonta droites}.

On recherche alors la probabilité

. P{DNG) PD) 2
POC)=FG) ~T-p@ 3

EXEMPLE 16. On considére une urne avec 8 boules rouges et 4 blanches. On tire sans remise deux boules de
maniere équiprobable. Quelle est la probabilité de tirer deux boules rouges?
On remarque que l'on sait calculer directement cette probabilité puisque

8
P (Tirer deux boules rouges) = %
(2)

Retrouvons (et calculons) cet résultat d'une autre fagon. Si on considere les événements

R; = {tirer une boule rouge au premier tirage} et R, = {tirer une boule rouge au deuxiéme tirage }

15
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alors on a

P (Tirer deux boules rouges) = P (R1 NRy) =P (R1) P (Ry|Ry) = % X % = %

“ THEOREME 3.2

Soient Eq,...,E,; C Q) des événements
P(E;NE;N---NE,) =P (E;) P (Ep|E1) P(E3|E; NEy) ... P(E,JENE;N---NE, 1)

que l'on peut réécrire

n n—1
P (ﬂ Ei) =PE)]]P (Ei+1
i=1 i=1

=)

3.1 Formule des probabilités totales et formule de Bayes

Soient E, F C () deux événements avec P(F) # 0, alors on peut écrire
P(E)=PENFUF))=P(ENF)U(ENF))=P(ENF)+P(ENF).
En utilisant la formule du conditionnement, on peut réécrire cette équation comme
P (E) = P (E|F) P (F°) + P (E|F) P (F).
C’est la formule des probabilités totales avec deux événements.

EXEMPLE 17. Pour une compagnie d’assurance, on peut répartir les clients en 2 groupes :
— Les clients enclin aux accidents pour qui P (avoir un accident en 1 an) = 0.4.
— Ceux qui ne le sont pas pour qui P (avoir un accident en 1 an) = 0.2.

On estime que 30% de la population sont enclins aux accidents, quelle est la probabilité quun nouveau
client ait un accident dans sa premieére année?
On définit les événements

E = {Le client aura un accident dans I'année} et F = {Le client est enclin aux accidents}.
Alors par la formule des probabilités totales, on peut écrire
P(E)=P(E|F)P(F)+P (E|F)P (F°) =04 x 0.3+ 0.2 x 0.7 = 0.26.

Un nouveau client a un accident dans I'année, quelle est la probabilité qu’il soit enclin aux accidents?
On cherche maintenant
P(FNE) P(F)P(E[F) 03x04 6

PEE) =—FE =~ pm ~ 02 1

La formule des probabilités totales se généralise a plusieurs événements disjoints.

“ THEOREME 3.3: Loi des probabilités totales =
Soient E un événement et Fy, ... F;, C S n événements disjoints i.e pour touti # j, F;NF; = I et tels que
Q=" FetP(F;) # 0pourtouti € {1,...,n}, alors

P (E) = ) P (E|F;) P (F;).

M-

N
I
—
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Démonstration. On peut écrire

E=ENQ=EN <OF,> = O(EﬂFi).

i=1 i=1
Mais on a pour i # j,
(ENF)N(ENF;) =En(F,NF)) = 2.
Ainsi, nous avons une union disjointe et par le troisiéme axiome des probabilités, nous pouvons écrire
n

P(ENE;) =) P (E[F)P(F).
i=1

M-

Il
—_

P (E) =

1

Dans I'exemple de la compagnie d’assurance ci-dessus, nous avons écrit

_ P(ENF) _ P(FE)P(E)
PER="pm =

Nous pouvons continuer en utilisant la formule des probabilités totales au dénominateur pour écrire

P(F|E)P(E)
(FIE)P(E) + P(F[E)P(E)

P(EF) = 5

C’est la formule de Bayes avec deux événements.

EXEMPLE 18. On considére un questionnaire. L’étudiant connait la réponse a la question avec probabilité
p et met une réponse au hasard avec probabilité 1 — p. Lorsqu’il répond au hasard, il a une probabilité
% de répondre correctement. Quelle est la probabilité qu'un étudiant connaisse la réponse sachant qu’il a
répondu correctement?

On commence par définir les événements

E = {L’étudiant connait la réponse} et F = {L'étudiant a répondu correctement}.

On cherche alors

P(F|E)PP(E) 1xp B mp

(FE)P(E) + P (FE)P(E) 1xp+ix(1—p) mp+tl—p’

P (E[F) = 5

On peut bien stir généraliser cette formule a de multiples événements.

“ THEOREME 3.4: Formule de Bayes =
Soient E un événement et Fy,...,F, C Sn événements disjoints i.e pour tout i # j, F;NF; = & et tels
que S = ! ; F; alors pour tout j € {1,...,n},

P (E[F)) P (F))
i_q P (E[F;) P (F;)

P (Fj[E) =

EXEMPLE 19. On consideére 3 cartes : une carte a deux faces bleues, une carte a une face verte et une face
bleue et une carte a deux faces vertes. Aprés un mélange, on tire une carte au hasard et on montre une face.
Sachant que la face montrée est verte, quelle est la probabilité que I'autre soit bleue ?

On définit les événements

VV = {la carte a deux faces vertes}, BB = {la carte a deux faces bleues} et VB = {la carte est bicolore}.
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On considere aussi I'événement V = {la face montrée est verte}. Alors, on cherche

P (VB|V) = -

P(V|VB)P(VB) Ix3 1
P(V|VB)P(VB) + P(V|[VV)P(VV) + P(V[BB)P(BB) 1 x 1 +1x1

3.2 Indépendance de deux événements

Dans beaucoup d’exemples, on remarque que P(E) # P(E|F), en d’autres termes l'information donnée
par la connaissance de F a changé la probabilité de E. Si ce nest pas le cas, c’est-a-dire que P(E) = P(E|F),
on dit que E et F sont indépendants. La fait de savoir que F s’est réalisé ne change pas la probabilité de E.
Ainsi, cela peut s’écrire

P(E[F) = P(E) — w — P(ENF) = P(E)P(F).

“ DeFNITION 3.5 ¢
Deux événements E, F C S sont dits indépendants si
P(ENF)=P(E)P (F).
EXEMPLE 20. On tire deux piéces de monnaie équilibrées et on considére les événements suivants
E = {la premiére piece fait P} et F = {la deuxiéme piece fait F}.
Alors on consideére I'ensemble fondamental
Q={PP),(PF),FEP),FF)} avec #O =4

et on obtient les probabilités

P(E) = P({(P,F), (P,P)}) = > = 2, P(F)=P({(>,F),(EF)}) =2 =
P(ENF) = P({(P,F)}) = .

On voit que 'on a bien P(ENF) = P(E)P(F) et les événements E et F sont donc bien indépendants.
EXEMPLE 21. On lance maintenant deux dés et considere les événements
E; = {la somme des deux dés fait 6} et E; = {le premier dé fait4}.
On considere I'ensemble fondamental
Q=1{1,...,6}> avec #QO = 36.

Alors on a

P(E) = P({(1,5),(2.4),(3,3),(4,2), 5,1)}) = 5

P(Ey) = P({(4,1),(42),(43),(4,4),(45),(4,6)}) = %-

Et on voit que I'on a P(E; NEp) = P({(4,2)}) = 4 alors nous avons

5

# 7z = P(E1)P(E2)

&l
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et ainsi les événements E; et E; ne sont pas indépendants. Maintenant si on considere I'événement
E3 = {la somme des deux dés fait 7}

alors

P(Es) = P({(1,6), (2,5), (3,4),(4,3),(5.2), (61)}) = o = ¢
Et nous avons 1 11
P(EsNEy) =P({(4,3)}) = %856 P(Ez)P(E3)

et les événements E3 et E; sont donc indépendants!

“ THEOREME 3.6

Si E et F sont deux événements indépendants alors E et F¢ le sont aussi.
Démonstration. 1l suffit de voir que
P(E)=P((ENF)U(ENF))=P((ENF)+P(ENF)=P(E)PF)+P(ENF)

o1 'on a utilisé dans la deuxiéme égalité que l'union est disjointe et le troisieme des axiomes de probabilités
et dans la troisieme égalité que les deux événements sont indépendants. On peut maintenant réécrire cette
égalité comme

P(ENF) =P(E) (1—-P(F)) = P(E)P(F)

i.e les événements E et F° sont indépendants. O

3.3 Indépendance de trois événements ou plus

Soient E, F et G trois événements, si Eet F, E et G, et E et G sont indépendants, est-il vrai que Eet FN G
sont indépendants ? Considérons 1'exemple suivant, on jette deux dés avec Q = {1,...,6}% et #Q = 36 et on
considere

E = {la somme des deux dés fait7}, F = {le premier dé estun4} et G = {le second estun 3}.

On a vu que E et F sont indépendants et le méme raisonnement donne que E et G sont indépendants. Comme
les deux dés sont lancés indépendamment F et G sont aussi indépendants. Maintenant, on voit que

1

P(EIFNG) =1#P(E) = e

On remarque donc qu’avoir indépendance des événements deux a deux n’est pas suffisant pour avoir indé-
pendance de trois événements. Cette forme d’indépendance est donnée par la définition suivante

a . a
DEFINITION 3.7
Trois événements E, F et G sont dits (totalement) indépendants si
P(ENF) =P(E)P(F), P(ENG)=PEPG), PFENG)=PFPG)
et P(ENFNG)=PE)PF)P(G).

On remarque donc que les événements doivent étre deux a deux indépendants avec la derniere condition
en plus. Dans I'exemple ci-dessus, on avait

P(ENFNG) = P(FNG) — 312 et P(E)P(F)P(G) = % y % v % - 2176

On remarque quessi E, F, et G sont totalement indépendants alors E est indépendant de tout ensemble formé
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a partir de F et G. Par exemple, on peut calculer

P(EN(FUG))=P(ENF)U(ENG)) =P(ENF)+P(ENG) —P(ENFNG)
P(E)P(F) + P(E)P(G) —P(E)P(FNG)
P

(E) (P(F) + P(G) — P(FNG)) = P(E)P(FUG).

On peut généraliser cette définition a plus de trois événements. On doit considérer tout sous-ensemble fini
d’entre eux.
“ DEFINITION 3.8
Si Eq,...,E, sont n événements, ils sont dits indépendants ou totalement indépendants si pour tout
ke {1,...n} etpourtoutiy,ip,...ix € {1,...,n},ona

P (ﬁ Ei() = ﬁIP (Eiz)
(=1 (=1

Ceci fonctionne avec n = oo en choisissant tout sous-ensemble fini d’entre eux est indépendant.

3.4 Suite d’épreuves indépendantes

Souvent, on réalise des épreuves indépendants i.e une suite d’expériences telles que leur résultat n’influe
pas sur les autres. Par exemple un lancers de n piéces ou de dés.

EXEMPLE 22. On réalise une suite d’épreuves indépendantes. Chaque épreuve donne un succes avec pro-
babilité p et un échec avec probabilité 1 — p. Calculons les probabilités des événements suivants

— Il y a au moins un succes parmi les n premieres épreuves.

— Ily a exactement k succes parmi les n premieres épreuves.

— Toutes les épreuves sont des succes.

Pour le premier événement, on peut passer au complémentaire. En effet, le complémentaire devient alors
que tous les événements sont des échecs. Alors si on écrit

E; = {l'épreuve i a été un échec}
alors on recherche

P (au moins un succes parmi les 1 épreuves) = 1 — IP (toutes les épreuves sont des échecs)

_1_P@Ei)

n
=1-J]PE)=1-(1-p)".
i=1
Pour le deuxiéme événement, si on sait ot1 sont les k succes et les n — k échecs, par exemples les k premiers
sont les succes, alors la probabilité de cet événement est donnée par
k n k n
P ((ﬂ E?) N ( N Ez)) =TTPE) x T PE) =p 1 -p"*
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1

Mais ceci n’est qu'un exemple, il reste a choisir ot sont les k succes et les n — k échecs et on sait qu’il y a (})
choix! Ainsi on obtient

P(il y a exactement k succes) = (Z) pr(1—p) "

Pour la derniére probabilité, on remarque que la probabilité de n’avoir que des succes parmi les n premieres
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épreuves est de
n n
P (ﬂ E?) =[1PGE) =
i=1 i=1

Mais on remarque que F, = (. E{ est une suite d’événements décroissante et ainsi par la continuité des
probabilités, on peut écrire

+00 n i
0 sip<1
c| c ¢ !
P(iQEi> _]P<’1151;10ﬂE> —JI_I;I;IOIP<DEI> nh—I};lop { 1 sinon.

EXEMPLE 23. On consideére une suite d’épreuves indépendantes qui consiste a jeter deux dés et a garder leur
somme. Quelle est la probabilité de voir un 5 avant un 7? On consideére les événements suivants

E, = {iln'y aeuni5, ni 7 pendant les n — 1 premieres épreuves puis un 5 a la n-ieme}
alors on remarque que

—+00
P (voir un 5 avant un 7) <U En> =) P(E,)
n=1

car les événements E,, sont deux a deux disjoints. Maintenant on peut calculer

1
P (obtenir 5 lors d’une épreuve) = P ({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) = %= 0
P (obtenir 7 lors d’une épreuve ) = %

1 1 1\t 1 /13\"!
]P(E")_9]P(169> _9(18) :

et ainsi on peut calculer

Finalement, on peut calculer

teq 3\ o1 " 1 2
IP(VoirunSavantun7):Z<> Z( ) =-x =Z.
Zo\18) To& 9 1-1 5

On peut aussi utiliser un autre raisonnement, appelé le “conditionnement a un pas ”. Considérons les 4

évenements suivants

E = {5 apparaitavant 7}, F = {premiere épreuve est5}

G = {premiere épreuve est 7}, H = {premiere épreuve estni5ni7}.

Alors on voit que F, G et H sont des événements disjoints et FUGUH = () ainsi par la formule des
probabilités totales, on a

P(E) = P(E|F)P(F) + P(E|G)P(G) + P(E|H)PP(H)
1 1 13
=1xc -+ P(E) x —.
><9+0><6+ ( )><18
Pour calculer cela, on remarque que si la premiere épreuve est 5 alors 5 apparait avant 7 et que si cette
premiere épreuve donne 7 alors 5 n’apparait pas avant 7. Enfin, si H se réalise, alors le résultat de la premiére
épreuve n’est pas important pour savoir si 5 apparait avant 7 et ainsi P(E N H) = P(E). On peut réécrire

cette équation comme
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3.5 Fonction de probabilité conditionnelle

On peut définir la fonction P(-|F) sur les événements de (). Cela définit une nouvelle fonction de proba-
bilité.
“ THEOREME 3.9 ©

Soit F C S un événement. On peut définir la fonction P (-|F) qui suit les propriétés d'une fonction de
probabilité.

— Pour tout événement E, 0 < P (E|F) < 1.
— P(S|F) =1.

— SiEy, By, ... est une suite d’événements deux a deux disjoints i.e. pour touti # j, E;NE; = &

+0c0
P (U E;
n=1

—+o00
F) =) P (Ej]F).
i=1

Démonstration. On remarque tout d’abord que

P(ENF)

P(E|F) = )

€1[0,1] car ENFCF= P(ENF)<P(F).

De plus, nous avons
- P(QNF) - P(F) -
P(Q|F) = B(F) = B (F) =1.

Finalement, si (E;); est une suite d’événements deux a deux disjoints alors,

—+o00
P (U E;|F
i=1

_P((USE)NF) _P(US(ENF)  YLGPENF) %
) R 1 R 7 R PRtC
O

Ainsi, on remarque que si on définit Q(E) = P(E|F) alors toutes les formules que I'on a vu pour l'instant
sont aussi valides pour Q. Par exemple, la formule des probabilités totales donne

Q(E;) = Q(E1|E2)Q(E2) + Q(E:|E3)Q(E2)

et on peut calculer

Q(E NEy) P(E;NEy|F) by e b P(E, N (E, NF))
o 1 2) 1 2 - P(F) N 1 2 _
Q(F[Fz) = Q(E,)  P(EJF) — PEE — P(ENF) P(Er[E2 O F).

Ainsi, on peut réécrire cette formule comme
P(E1|F) = P(E[E2 N F)P(E,|F) + P(E1|E; N F)P(E|F).

On peut aussi définir une forme d’indépendance conditionnelle.

“ DerNITION 3.10
Deux événements sont conditionnellement indépendants selon F C S si

P (E1 NE;[F) = P (E1|F) P (Ez|F)

4. VARIABLES ALEATOIRES
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Lors d’expériences, on s’intéresse a une fonction du résultat nous donnant un nombre. Par exemple, si
on lance deux dés et considere leur somme ou la valeur du premier dé, si on lance n pieces et on compte le
nombre de faces. On remarque alors que ces valeurs sont des fonctions de I'ensemble fondamental : pour
chaque réalisation, on obtient une valeur. Ces fonctions sont appelées variable aléatoire.

“ DerNITION 4.1
Une variable aléatoire est une fonction X : Q) — R.

Si on considére le lancer de deux dés alors Q2 = {1,...,6}? et si considére X la somme des deux dés alors

on a, par exemple,

X({(5,2}) =7 et X({(4,1)}) =5.

On remarque que l'on a pris un élément de 1’ensemble fondamental pour obtenir une valeur numérique.

EXEMPLE 24. On lance 3 piéces et on définit Y le nombre de Faces obtenues. On considere I’ensemble fon-

damental
Q={P,F}® avec #0=2°=38

par le principe de dénombrement. On peut alors calculer la probabilité des différentes valeurs de Y. Tout
d’abord, on remarque que Y € {0,1,2,3} et on a alors

P(Y=0)=P{(PPP)}) = g,
P(Y=1) = P({(P,P,F), (P,EP), (EP,P)}) = o,
P(Y =2) = P({(P,E,F), (F,P,F), (REP)}) = 2,
P(Y=3)=P({(EEF)}) = ¢

On remarque que Y ne peut bien prendre que des valeurs entre - et 3 et on a bien

P AUTO 2R T YV S S S
= ) &= 0 8 8 88 7

EXEMPLE 25. On répete le jet d'une piece jusqu’a obtenir Face ou apres n jets. On suppose que les jets sont
indépendants et que la probabilité d’obtenir Face est p. Tout d’abord, on peut définir I'ensemble fondamen-
tal comme étant

Q= {PF, ke {0,1,...,n —1YU{P"} avec P"F=(P,...,P,F).
{ { Ju{pP"} ( )

n fois

En effet, soit on fait une suite de Piles puis un Face qui arréte 1'expérience ou alors on a fait n Piles et
on arréte 1'expérience. On considére la variable aléatoire X correspondant au nombre de jets réalisés. On
remarque que les valeurs possibles de X sont {1, ...,n}. Calculons les premieres probabilités de X. On a

On peut généraliser ce raisonnement pour P(X = k) jusqu’a k = n — 1. En effet, on doit avoir une suite de
k — 1 Piles puis 1 Face a la fin et ainsi

P(X=k)=PP"'F)=(1-p)'p pour ke{0,...,n—1}.

Pour P(X = n) ceci est 1égerement différent, il y a deux fagons d’obtenir X = n, soit on a fait n — 1 Piles puis
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une Face ou alors on a fait »n Piles et ainsi
P(X =n) =P{P"'F}U{P"}) =P(P"'F)+P(P") = (1—p)" 'p+(1-p)" =(1—-p)" "

Vérifions que les probabilités calculées somment bien a 1,

P <O{X=k}> = ilP(XIk) Znil(l—z?)k_lpﬂl—r])”‘l :PM—F(l—p)”_l =1
= = = 1-(1-p) '
k=1 k=1 k=1

EXEMPLE 26. On collectionne des coupons, on suppose qu’il y a N types et on choisit un coupon de manieére
équiprobable et indépendant & chaque fois. Soit T le temps i.e le nombre de choix pour avoir tous les types
de coupons. On va calculer P(T > 1), on observe que

P(T > n) = P (il existe un type de coupon que 1'on n’a pas recu avant le n-ieme tirage)

N
=P | |J {le type j n’a pas été requ avant le n-iéme tirage
=1
] :IA/‘
N
=P | U4
j=1

On obtient la probabilité d'une union d’événements mais il faut faire attention car cette union n’est pas
disjointe. En effet, on pourrait tout a fait avoir que deux types n’ont pas encore été recus avant le n-iéme

tirage. On va donc utiliser la formule d’inclusion-exclusion

N N r
. _ _1\r+1 .
PlUA| =) (-1 Y, P|A;
]':] r=1 i1 <ip<---<ip j:1
Calculons maintenant la probabilité de ces intersections, pour » > 1, on a
4 N-r\"
P ﬂ Ay | =P (les coupons ne sont pas de types iy, .. ., i dans les n premiers lancers) = < N ) .
j=1

En effet, pour chaque choix de coupons, on tire de maniéere indépendante parmi les N — r types qui ne sont
pas i1,...,ir. On remarque que cette probabilité ne dépend pas du choix du type iy, ..., i, mais seulement
du nombre de types r. Ainsi on obtient le résultat

e =fort £ (%) =R () (%)

i <<y

ol on a utilisé que le nombre de termes dans la somme sur iy < --- < i, correspond au choix de ces indices
parmi N et ainsi donne un coefficient binomial (If) On peut finir en écrivant

PT=n)=P{{T>n—-1}Nn{T<n})=1-P{T<n—-1} U{T > n})
=1-P(T<n—1)—P(T>n)
=P(T>n—-1)-P(T>n).

Cette formule est importante a connaitre car utile s’il est plus facile de calculer la probabilité d’inégalité
plutdt que d’égalité. Finalement, on peut calculer cette différence et on obtient

P(T=n)= i(*l)rﬂ <I:I>1:1 (Nl\_l,,>n—1.

r=1
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Sur 'exemple précédent, on remarque que la probabilité d’inégalité nous donne toute 1'information sur
la variable aléatoire. Ceci est en fait général et on peut définir la foniction de répartition d"une variable aléatoire
par la définition suivante.

“ DeFNITION 4.2 *

Soit X une variable aléatoire, on définit sa fonction de répartition par une fonction F: R — [0,1],

En particulier, F est toujours croissante et on a

lim F(x)=0 et lim F(x) =1

X——00 X—+-o00

4.1 Variables aléatoires discretes

a . )
DEFINITION 4.3
Une variable aléatoire X est dite discrete si elle ne prend qu'un nombre dénombrable (et possiblement
fini) de valeurs. On définit sa loi de probabilité par

Ainsi, si X est uene variable aléatoire discréte prenant les valeurs {x1, xp,... } alorson a
p(xj) >0 VieIN et p(a)=0 sinon.
En particulier, on obtient donc que Zl‘":"f p(x;) =1.

EXEMPLE 27. Si X est la somme de deux dés lancés indépendamment alors on a

P(X=2) = 3 =P(X=12), P(X=3)= 1 =P(X=11),
]P(X—4):11—2:IP(X:10), ]P(X:S):é:IP(X:9),
IP(X:6):%:IP(X:8), P(X=7) =1
0.2 ‘
1
6
0.15 | % % |

| [o)

)
| <
| o

10 1 1 .
) 0.1 + &
R 1 1
18 it
5.1072 | n

| .
[o)}

[ [ [ [ [ [ [ [ [
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Valeur de X

FIGURE 1 - On peut représenter la loi de probabilité sous cette forme.
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Dans le cadre des variables aléatoires discretes, la fonction de répartition devient pour X une variable
aléatoire a valeurs dans {x1,xp,...},

Flx) =) p(x) = ) p(x)).

x<a Jrxj<a
On remarque que si x,y € [x;j_1,x;) alors on a F(x) = F(y) mais, en revanche, F(x;) — F(x;_1) = p(x;). On
obtient donc une fonction en escalier : elle est constante entre deux valeurs de X mais fait un saut de taille
p(x;) a chaque x;.
EXEMPLE 28. On considere la loi de probabilité suivante,

1 1 1 1
1)=-, 2) =, 3) =, 4) = -.
)= p2)=5 pB) =g p4)=g
on peut alors donner le graphe de la fonction de répartition en utilisant le principe donné ci-dessus : entre
chaque valeur, la fonction est constante et a chaque valeur de X, la fonction fait un saut de taille p(x;). On
peut aussi écrire cette fonction sous cette forme

o

six <1,
sil<x <2,
si2 < x <3,

si3 < x <4,

= 0IN R =

six < 1.

W OIN =

On peut faire aussi le travail inverse, si on nous donne la fonction de répartition : les valeurs pour
lesquelles la fonction a un saut sont les valeurs possibles de la variable aléatoire et la taille des sauts nous
donne la loi de probabilité. On donne un récapitulatif par la proposition suivante.

PROPOSITION 4.4. Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans {x1, x, . .. } alors sa fonction de
répartition est donnée par
Fx)= ) P(X=yx).
Jrxj<x
De plus, si x,y € [xj_1,%;) alors F(x) = F(y) et on a F(xj) — F(xj_1) = P (X = x;). Cest donc une
fonction en escalier.
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On définit maintenant 1’espérance d’une variable aléatoire discrete qui correspond a la valeur moyenne
de la variable aléatoire.

a . a
DEFINITION 4.5
Soit X une variable aléatoire discrete, on définit son espérance par

EX = ) *xPX=x).
x,p(x)>0

Si X est a valeurs dans {x1, x, ...}, alors

C’est la moyenne pondérée des valeurs de X oti les poids sont donnés par les probabilités.

EXEMPLE 29. Si X est le résultat d'un dé équilibré alors son espérance est donnée par

1 1 1 1 1 1 21 7
]E[X]—1><6+2><6+3><6+4><6+5><6+6xg—g—§.

On voit bien ici que c’est le résultat moyen d’un dé mais ce n’est pas nécessairement un résultat possible de

la variable aléatoire. Ici, un dé ne donnera jamais %

EXEMPLE 30. On définit la fonction indicatrice pour un événement A C (),

1 si A seréalise,
LNES .
0 sinon.

Alorsona, P(1p =1) =P(A) et P(1p =0) =1 —P(A) etainsi
E[14] =1x P(A)+0x (1—P(A)) = P(A).

EXEMPLE 31. On considere 120 écoliers divisés en 3 bus :
— un bus avec 36 éléves,
— un bus avec 40 éleves,
— un bus avec 44 éléves.
On choisit un éleve au hasard, calculons 1’espérance du nombre d’éleves dans le bus qu’il a pris que 1'on

note X. On calcule tout d’abord la loi de probabilité

3 3 40 1 4 1
P(X=36)= — = —, P(X=40)= — =~ P(X=44) = — = —.
(X=36) =155 =100 PX=40=15=3 e P )= 120 = 30

Ainsi, on peut calculer 1'espérance,

3 1 11 1208 604
EIX] = 36 x — +40 x ~ +44 x — — 20 _ 9% 40 266.
X T R R T BT R T:

On remarque que l'espérance est plus grande que 40 qui correspond a la moyenne du nombre d’éleves des

trois bus! Ceci vient du fait qu'on a plus de chance de choisir un éleve dans le bus de 44 éleves que celui
avec 36 éleves.

Souvent, on ne veut pas calculer simplement 'espérance d'une variable aléatoire mais 1’espérance d"une
fonction d'une variable aléatoire E[f(X)].

EXEMPLE 32. Parfois on peut le faire directement. Par exemple si X est donnée par

P(X=-1)=02 P(X=0)=05 et P(X=1)=03.
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0.8
0.6 - il
1 -—
05
04 g 0.7 | ——0
03

0.2
02 N

H 0.2 + &——0

0 T T T 0 -
-1 0 1 -1 0 1
FIGURE 2 - Loi de probabilité FIGURE 3 - Fonction de répartition

Calculons E[X?], on peut calculer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y = X? a valeurs dans
{0,1}. On obtient

et ainsi

2 2
E Onn‘apasE [X?] = E[X]* %

On voit qu’on a en fait

E [xz] —0xP(X=0)+(—12P(X=-1)+12x P(X =1)

et cela se généralise!

“ THEOREME 4.6 <
Si X une variable aléatoire discréte a valeurs dans {x3, xp, ... } alors pour toute fonction ¢ : R — R,

—+o00
E[g(X)] = Z%g(x]‘ﬂf’ (X=1x5).
=

Démonstration. On remarque que pour plusieurs valeurs x; de X alors g(x;) peuvent étre égaux. Cela était le
cas ci-dessus puisque 12 = (—1)2. Soit {y1,¥2,... } = {g(x1),g(x2),... }. Nous avons

Y s PX=x)=) Y gx)PX=x)=) Y yPX=x)=)y Y PX=x)

izl J21i,g(xi)=y; J21i,g(xi)=y; 21 i, g(xi)=y;
=) yPE(X) =y))

j>1

=E[g(X)].

a . N a
THEOREME 4.7
L'espérance est linéaire : si X est une variable aléatoire discrete et 2,b € R alors nous avons

E [aX+ b] = aE[X] + b.
Démonstration. On a

EaX+b= Y (ax+bpx)=a Y xp(x)+b Y p(x)=aBE[X]+b.
x, p(x)>0 x, p(x)>0 x, p(x)>0
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O

Il y a un cas particulier de fonction de variable aléatoire qui correspond au monéme f(x) = x". Ceci
s’appelle les moments de la variable aléatoire.
“ DErNITION 4.8

Le moment (non-centré) d’ordre n d"une variable aléatoire X est IE [X"].

On voit que I'espérance d"une variable aléatoire nous donne de I'information sur X, sa valeur moyenne.
Mais par exemple, les trois variables aléatoires

—1 avec probabilité %, —10° avec probabilité %,
X - 0, Y - Z =
1  avec probabilité %, 10  avec probabilité %

ont la méme valeur moyenne, ici 0, mais sont pourtant tres différentes! On peut mesurer les variations de X
par rapport a son espérance en définissant la variance d’une variable aléatoire.

a . a
DEFINITION 4.9
Soit X une variable aéatoire, on définit sa variance par

Var(X) = E [(x ~E [X])Z} .

Son écart-type est ¢ = /Var(X).

LEMME 4.10. On a Var(X) = E [X?] - E [X]*.

Démonstration. On a

Var(X) = E [(x - ]E[X])Z} = EPX — 2XE[X] + E[X?] = E[X?] — 2E[X]? + E[X]? = E[X?] — E[X]

EXEMPLE 33. Si X est le résultat d’un dé alorsona vu que E[X] =  etona

E {xz} = 12P(X = 1) + 22P(X = 2) + 3*P(X = 3) + 4°P(X = 4) + 5°P(X = 5) + 6°P(X = 6) = —.
Ainsi, la variance d"un lancer de dé équilibré est de

91 72 35
Var(X) = E {Xz] —EX]* = o

Contrairement a 'espérance, la variance n’est pas linéaire mais elle a tout de méme une propriété simi-

laire.

PROPOSITION 4.11. Soit a,b € R et X une variable aléatoire alors
Var(aX + b) = a*Var(X).
Démonstration. On a
Var(aX+b) = E [ (X +b— E[2X+b])’] =B [(aX+b—aB [X] = b)’] = E [(a (X~ E[X]))’]

= a’E [(x ~E [X])Z}
= % Var(X)
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4.2 Exemples de variables aléatoires discretes
4.2.1 Variable aléatoire de Bernoulli et binomiale

L’exemple le plus simple de variable aléatoire discrete correspond a réaliser une expérience qui a 2 ré-
sultats : un succes avec probabilité p ot1 un échec avec probabilité 1 — p. On définit alors la variable aléatoire
qui prend la valeur 1 si on a un succes et 0 sinon. C’est une variable dite de Bernoulli.

“ DeFNITION 4.12 €
Une variable aléatoire X est dite de Bernoulli de parametre p € (0,1) ou X ~ Ber(p) si

P(X=1)=p=1-P(X=0).

On peut généraliser cette définition au nombre de succes sur n épreuves indépendantes.

“ DeFNITION 4.13 €
La variable aléatoire X comptant le nombre de succes de n épreuves indépendantes qui réussissent avec
probabilité p est dite binomiale de parametre (1, p) ou X ~ Bin(n, p). On a

P(X=i)= <TZ> p'(1—p)"" pouric{0,...,n}.

On remarque ainsi que si X ~ Ber(p) alors X ~ Bin(1, p). Comment obtenons-nous la loi de probabilité ?
En fait, on 1’a déja fait plus haut : si i < n alors on choisit quelles expériences seront des succes, on a donc
() choix et par 'indépendance des épreuves, la probabilité devient (1 — p)"~'p'.Sii > nalors P(X = i) =0
et finalement on obtient

n

P(X=i)= <i>pi(1 —p)"" pour i€{0,...,n}.

On remarque que par la formule du bindme, on a

i—0 \!

Y P(X=0)=) (’?)pfu—p)"f —(pt1-pr=1
=0

EXEMPLE 34. On jette cinq pieces équilibrées de maniére indépendantes, on compte le nombre de Piles
obtenus. Donnons la loi de probabilité de X.
Par definition, on sait que X suit une loi binomiale de parametre (5, %) et ainsi,

o0 () (@) - o= (he
o= () () ()5 9=

o () a ren-()

EXEMPLE 35. On réalise le jeu suivant : un joueur mise sur un numéro entre 1 et 6. On jette ensuite 3 dés et il
gagne $i olt i est le nombre de fois que le nombre choisi apparait et il perd $1 s’iln’y en a pas. Voudrions-nous
jouer a ce jeu?

Pour répondre a cela, on peut calculer le gain moyen du joueur. On sait que le nombre de fois que le
nombre choisi apparait est une loi binomiale de parameétre (3, %) Ainsi, si on désigne par X le gain du
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joueur on obtient

- QR B QO
2 3 0
e Q5 o O

Ainsi le gain moyen du joueur est donc de

125 75 15 1 17

En moyenne, le joueur est donc perdant! On peut modifier le jeu pour avoir un jeu équilibré, par exemple
on peut modifier la perte du joueur si aucun des dés n’a son numéro. Si on dénote par a la perte du joueur
et X; son nouveau gain alors son espérance devient

125 75 15 1 108 — 125a
E = — — — == "
[Xa] = (=) x 216 X 216 2 216 +3x 216 216

En choisissant a = % = 0.864, on obtient un gain moyen nul et le jeu est équilibré.

“ THEOREME 4.14 ©
Soit X ~ Bin(n, p) alors
E[X]=np et Var(X)=np(1l-—p).

De plus lorsque k croit, P (X = k) grandit jusqu’a | (n 4+ 1)p]| = k puis décroit.

Démonstration. Calculons 1'espérance d'une variable aléatoire X ~ Bin(n, p). On a

E[X]=ani<?>rf =Y n_l,rﬂ 1=-p" "=

i=0 i=1

T T

(n—1)! i
i —” P

(7_;) pa—p)

n—i

[\’_]:

I
—

n—i

|
™=

Il
—_

I
\rg:

I
—

Dans cette suite d’égalité, on a en fait prouvé la formule

1(’11) :n(’;‘_‘ll) ©)

On continue en changeant d'indice j =i — 1,
N (n =T n—(j+1) (1), ne1-j n-1
X=nd (" )P 0-p =mp ) (0 )P A=p T = npp =) = np.
=0 j=0

Pour la variance on va utiliser la formule de Kénig-Huygens, Var(X) = E[X?] — E[X]?. On commence ainsi

B[X] = iiz (’:) P-p)' = i}i-i(iz)ﬁ(l —p)"= ginC:ll)Pi(l -p)"

i=0 i=1

a calculer

otl on a utilisé la formule (3). On continue avec le méme changement d’indice j =i — 1,

E {XZ} - nnil(]'wL 1) (n ]— 1) P11 — p)yn=(i+D) = npnil(j+ 1) (n ]— 1) b py1d

j=0 j=0
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n—1

—np Y (j+ DP(Y = j) = npE[Y + 1]

j=0
avec Y ~ Bin(n — 1, p). Or, on vient de calculer I’espérance d’une variable binomiale et on obtient donc

E {Xz} =npE[Y+ 1] =np((n—1)p+1)

et finalement,
Var(X) = E {Xz} —EX?=np((n—1)p+1) —n?p? = np(1—p).

Enfin, pour voir la croissance de P(X = k), on peut calculer
MX:k+D:J£ﬂﬁHG—pW4”U: P n! (n—K)kt_ p(n—k)
P(X =k) (P —pyn-k 1—-p (k+D!(n—k—-1)! n! (1-p)(k+1)
et ceci est plus petit que 1 pour p(n —k) < (1 —p)(k+1) < k> (n+1)p. O
03| 5 1
e [
2187
- 8
— 2187
Fo.z 5 M .
oS )
= Vit 224
2187
0.1 - -
D D 787 s 196
0 B B LA R e E
0 1 2 3 4 5 6 7 9

SN—

FIGURE 4 - Loi de probabilité de X ~ Bin (9, }

4.2.2 Variable aléatoire de Poisson

“ DeFNITION 4.15
Une variable aléatoire X prenant des valeurs dans IN est dite de Poisson de parametre A > 0 si pour
Al
i!

touti € N,
P(X=1i)

+o00 /\i +o00 )\i
AT = - = e et =1.
i!

—+o0
Y P(X=i)=) e =
i=0 i=0 L i=0

On remarque que l'on a bien

‘_/\i <1—/\)n'n<n_l)”r;i(n_i+1) _ (17%)1

o= (3 (0-2) -

Il y a un lien avec loi binomiale, si on prend X ~ Bin(#, p) et on dénote A = np, alors on peut écrire
1

n
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Si on consideére n grand et p petit de telle sorte que A = np reste constant alors avec i fixé, on remarque que

et ainsi,

avec Y ~ Poi(A).

EXEMPLE 36. Un objet est défectueux avec probabilité 0.1. Calculons la probabilité que 10 objets com-
prennent au plus un objet défectueux.

Le nombre d’objets défectueux X est donc une variable aléatoire de loi binomiale de parametre (10, %) .
On cherche donc

PX<1)=P(X=0)+PX=1) = (100) (190>1 0+ (11()) 11—0 : (190>9 ~ 0.7361.

On remarque qu’ici nous avons np = 1. Si on approche la variable aléatoire X par Y ~ Poi(1), alors on aurait

10 1
el

— o1 -1
o 1!—e +e " ~ 0.7358.

P(Y<1)=P(Y=0)+P(Y=1)=e

On voit ainsi que méme avec n = 10, on a une approximation plutdt bonne!

“ THEOREME 4.16
Soit X ~ Poi(A) alors
E[X]=A et Var(X)=A.

Démonstration. On commence par calculer I'espérance

+o0 ) )\i 400 )\i

+o00 i )\]
B . N . A —ya—A — Ao A —
EX] =) iP(X=i)=) ie = =e 2(1-_1)!_/\9 LGy e
i=0 i=1 i=1

=Ae et = A.

=0 I*
On calcule maintenant le deuxiéme moment,
+0o0 +00 )\i +00 /\ifl +00 Aj
E [xz} =Y PP(X=i)=Y Pret=de MY i = e M Y (D)5
i=0 i-1 = (-1 =0 J:
et on peut ainsi utiliser le calcul de 'espérance pour écrire
WA RN
E [xz] —de M (Vs + Y 5 = e (/\eA + e)‘) = AA+1).
==

Finalement, on obtient
Var(X) = F [xz} “EXP=AA+1) =A% = A

O

On remarque que I'on pouvait deviner ces valeurs en utilisant ’'approximation de la loi binomiale par la
loi de Poisson, en effet si X ~ Bin(n, p) et A = np avec n — +oo et p — 0 alors

EX]=np=A, Var(X)=np(l-p)— A

L’approximation de Poisson est en fait vraie pour approcher le nombre de succes d’épreuves “faiblement
dépendantes”. Nous n’allons pas formaliser ceci ici mais nous allons 'utiliser dans I'exemple suivant.
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EXEMPLE 37. On considére n personnes qui ont chacune une probabilité de si= d’avoir un anniversaire
donné (on oublie le 29 Février). On considere alors tous les couples de personnes, on sait qu'il y ena (}) =

nn—1 . . . . . . . N
% et ainsi nous voulons introduire pour 1’approximation de Poisson, le parametre

I nn—1) 1 _nn-1)
N 2 365 730

On remarque que les événements E;; = {le couple (,]) a le méme anniversaire} ne sont pas indépen-
dants entre eux mais nous allons tout de méme admettre I’approximation de Poisson avec Y ~ Poi(A),

P (Aucun anniversaire en commun) = P (0 succes parmi les (Z) couple) ~P(Y=0)

—op (-1221).

Ainsi, si on cherche le nombre minimal de personnes pour que cette probabilité soit plus petite que %, on
cherche

-1 1
exp (_”(’;30)) <5 <= n(n—1)>730In(2) <= n > 23,

Ainsi, si on a plus de 23 personnes, on a une chance sur deux que deux personnes aient le méme anniver-
saire. Si on veut faire la méme chose pour que trois personnes aient le méme anniversaire alors on peut
généraliser le calcul avec

<n> nn—1)(n—-2) A:n(n—l)(n—2).( 1 )2:11(11—1)(71—2).

3) = 6 ’ 6 365 799350

Et ainsi pour avoir une probabilité d’avoir un anniversaire en commun pour 3 personnes de plus de %, on

doit avoir
n(n—1)(n—2) >799350In(2) <= n = 84.
| |
04 5368 0,368 0.25
ozl 0.1950.195 |
03} -
0.156

. 0.147 -

= 015 |- i .

gy | 0.1839 i

w02 0.104

Ay 01} i

0.073
0.060
01} - .
0.0613 5.1072 | 0.030
00153 0.018 H
0 T T T [ T T T 0 m T T T T T T 1 m\ =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 001 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 5 - Loi de probabilité de X ~ Poi (1) FIGURE 6 - Loi de probabilité de X ~ Poi (4)

4.2.3 Variable aléatoire géométrique

“ DeFNITION 4.17 <
Soit une série d’épreuves indépendantes avec une probabilité de succes p avec p € (0,1). Soit X le
nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir un premier succes, X est dit une loi géométrique de para-
metre p et pour tout i € IN¥,

P(X=i)=(1-p) p.
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On vérifie que 'on a bien

i1 T . P
Y (=p)lp=p) A-p)=r—7—==1
i=1 =0 1-(1-p)

EXEMPLE 38. On a B boules blanches et N boules noires. On tire avec remise juqu’a obtenir une boule noire.
Quelle est la probabilité de devoir faire exactement n tirages ? On voit que le nombre de tirages effectués est
une variable aléatoire géométrique de parametre BJrlN qui est la probabilité de tirer une boule noire. Ainsi,

on cherche si X ~ Geo (B-rlN) ,

P (X = n) N ( B >”1 NB"~1

“B+N \B+N T BN

Si on cherche maintenant la probabilité de devoir faire au moins n tirages, alors on peut calculer de deux
fagons cette probabilité, tout d’abord en écrivant

+o0 +o00 +o0 N B k-1 N +o0 B ¢
> — — f— = = - B —— = 5 T 2 1N
P(X>n)=P kL:Jn{X k} k;n]P(X k) k_nB+N(B+N> B+N£Z <B+N>

On aurait pu trouver ce résultat directement en disant que devoir faire au moins n tirages est le méme
événement que faire n — 1 échecs i.e tirer une boule blanche. Par indépendance des tirages, on obtient une

-1
probabilité de (MLNY .

“ TutOREME 4.18 ©
Soit X ~ Geo(p) alors

Démonstration. On calcule
= = k-1 = k—1
EX]=) kP(X=k =) kp(1—p) " =p) k(1-p) .
k=1 k=1 k=1

L'idée est de voir que si on définit pour |x| < 1, f(x) = 5;=% xF alors on a f/(x) = ¥/ kx*~! et ainsi

E[X]=pf'(1-p).

Mais on a aussi f(x) = 12 etainsi f'(x) = ﬁ Finalement, on obtient donc

B =pf(0-p) = g7 = 5

Pour calculer la variance, on calcule le second moment et on obtient

2 :+°°k2 Nkl +°°k2 _ k-1
B[] =Y Ra-ptlp=pY R0-p)".
k=1 k=1

De la méme maniére, on peut définir pour |x| < 1, g(x) = ¥}/ kx* etona g’(x) = ¥} k2x*~! et ainsi

E [X] = pg'(1-p).
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Mais on peut calculer g et ¢’ en réalisant que

iy T 1+x
=Yk =2V kel = xf(x) = X etainsi ¢'(x) = .

Finalement, on obtient donc
1+(1—-p) 2
EX|=p——F = _
{ } (1-(1-p)3 p?

Et ainsi

Var(X) = B[] ~B[X? = 5 - - - — = =P,
O

La loi géométrique a une propriété tres importante. Elle est dite sans mémoire que 'on définit par le
théoréme suivant.

“ THEOREME 4.19 “
Soit X une variable aléatoire Geo(p) alors pour tout k € IN* et n € IN¥,

P(X>k+nX>n)=P(X>k).

De plus la loi géométrique de parametre p est la seule variable aléatoire dans IN* ayant cette propriété
tellequel —p =P (X >1).

Démonstration. On a

P (X > m) Z P (X = k) Z p(1—p *—pz A—pyf = p =" gy,

k=m+1 k=m+1 p

Ainsi, on peut calculer la probabilité conditionnelle

P({X>k+n}n{X>n}) PX>k+n) (1—p)kn

P(X>k+nX>n)= P(X > n) - P(X>n)  (1—-p)

=(1-pk=PX>k).

Pour montrer que c’est la seule, on va montrer par récurrence que si on a la propriété d’absence de mémoire
alorsona P(X > n) = (1 — p)". Pour n = 1, on a par hypotheése que 1 — p = P(X > 1). Maintenant, si on
suppose que ceci est vrai pour unn € IN* alors on a

PX>n+1)=P{X>n+1}N{X>n}) =PX>n+1X>n)P(X>n)=PX>1)P(X>n)

=1-p)-Q-p)
=(1-p) .

On peut ainsi retrouver
P(X=n)=PX>n-1)-P(X>n)=1-p)" ' =(1-p)"=1-p)" (1= (1-p)=pl-p)""
O

Cette propriété est bien cohérente avec la définition de la loi géométrique comme le premier succes d"une
série d’épreuves. En effet, si on a eu n échecs, avoir un succes apres k + n échecs correspond a oublier ces n
premiers échecs et attendre k échecs.
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0.6

0.5

> 0.25

0.125

0.0625
0.0313
0 ‘ I:I /i —

\ \ \ \ \ \ T
1 2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 7 - Loi de probabilité de X ~ Geo (%)

4.2.4 Variable aléatoire binomiale négative

“ DeFNITION 4.20
On réalise une série d’épreuves indépendantes avec probabilité de succes p € (0,1) jusqu’a obtenir r
succes. On définit X le nombre d’épreuves nécessaires, on dit que X suit une loi binomiale négative de
parametre (r,p) et pour toutn € {r,r+1,...},

On remarque que cette définition est claire par rapport a sa définition, en effet on doit tout d’abord avoir
r — 1 succes parmi les n — 1 premieres épreuves ce qui donne ('Z_ll)p’_l(l p)"~". Ensuite, on sait que la

n—1

n-ieme épreuve est un succes avec probabilité p. On obtient bien finalement (7 —;)p" (1 —p)"".

“ TuforEME 4.21
Soit X ~ BinNeg(r, p) alors
E[X] = % et Var(X) = 1’(1p—2p)‘

Démonstration. Faisons la preuve du calcul de I'espérance. Nous laissons la preuve de la variance en exer-
cice. On commence par rappler la formule que nous avons vu plus haut

" n—1 _. n
r—1) "\r)’
Ainsion a

SR S

n=r

E5E (M) g

pl’l?’

Il reste a prouver que la somme est égale a 1. Mais on remarque que 'on peut écrire

Jf (:) pH1—p)T = Jrzovj <m r— 1) pI(1 = py T = Jrio ((r _”: 1_) 1_ 1) prH (1 = pyn ()

n=r m=r+1 m=r+1
—+o00
= )Y PY=m)=1
m=r+1
avec Y ~ BinNeg(r+1,p). O
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On remarque que X ~ BinNeg(1, p) ~ Geo(p). En effet on a

EXEMPLE 39. Calculons la moyenne du nombre de jets de dé pour obtenir 4 fois la valeur 1. On remarque
que ce nombre de jets est donné par X ~ BinNeg (4, %) et ainsi

4
EX] =1 =24
6
0.15 |- .
0.123...
0109 ]
—~ 01} _ .
TT 0.082
% _
[
0.048
5.1072 |- =
0.016 H H
0 D B B — D\ I:\I I;I .

T T T T T T T T 1 1
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

FIGURE 8 — Loi de probabilité de X ~ BinNeg (6, %)

4.2.,5 Variable aléatoire hypergéométrique

“ DeFNITION 4.22 <
On tire sans remise # boules d"une urne contenant N boules dont m sont blanches et N — m sont noires.
On définit X comme le nombre de boules blanches tirées, on dit que X suit une loi hypergéométrique de
parametre (n,m,N) et on a pour touti € {0,...,n}

avec la convention que (}) = 0 pour k < 0 ouk > n.

EXEMPLE 40. On achete des composants par paquets de 10. On en regarde 3 et on accepte le lot si les 3
composants fonctionnent. On suppose que 30% des lots ont 4 composants défectueux et que 70% des lots
ont 1 composant défectueux. Calculons la proportion des lots que 1’on rejettera. On définit

A = {On accepte le lot}
alors par le formule des probabilités totales on a
P(A) = P (Al4 défectueux) P(4 défectueux) + P(A|1 défectueux)P(1 défectueux).

Si on sait que 1’'on a 4 composants défectueux, alors le lot est accepté si on choisit 3 composants parmi les 6
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composants qui fonctionnent et ainsi on a si X ~ HyperGéo(3, 6,10)

P(Al4 défectueux) = P(X =3) = = =_.

De méme, si Y ~ HyperGéo(3,9,10) alors on a

P(A|1 défectueux) = P(Y =3) =

Finalement, on obtient

Ainsi, on rejettera en moyenne 46% des lots.

“ TufOREME 4.23 ©
Soit X ~ HyperGeo(n, m,N) alors

E[X]:% et Var(X):% <(71;T)(_mll)+1_7’;31>

Démonstration. Faisons la preuve del’espérance, on laisse la preuve de la variance en exercice. On commence
par écrire

< : (DO e m(EH G
EX] =Y iP(X=i)= )Y iP(X=i) =) ittt =y —~=dn
i=0 i=1 i1 () i=1 ()
ol on a utilisé la formule i("}) = m(" 11). Si on utilise aussi la méme formule (Iﬁ) N (Ir\ij) alors on obtient

L e T T (mil)(;f\:ﬁ) nm & nm
ppq = m 3 act) s i Jutod) gt iy
= NG N= G N = N
avec Y ~ HyperGéo(n —1,m —1,N —1). O

4.3 Espérance de la somme de deux variables aléatoires discretes

Si on consideére deux variables aléatoires X et Y, comment pouvons-nous calculer E [X 4 Y]? Revenons
tout d’abord a la définition d"une variable aléatoire comme fonction de () vers R, X : (3 — R et supposons
que Q) soit dénombrable. Commengons par I'exemple suivant : on considére 5 lancers de pieces de telle sorte
que

Q={PFy

et dénotons X le nombre de Faces dans les 2 premiers lancers et Y le nombre de Faces dans les deux derniers
lancers. Alors si on considere 1'événement {F, P,E P, F} alors

X({F,P,F,P,F}) =2 et Y({F,P,F,P,F})=1.
Ainsi,siZ=X+Y,ona
Z({F,P,F,P,F}) = (X+Y)({F,P,F,P,F}) = X({F,P,F,P,F}) + Y({F,P,F,P,F}) = 3.

Revoir les variables aléatoires sous cette forme nous permet notamment de réécrire I'espérance d’une va-
riable aléatoire ainsi que de calculer 'espérance d’'une somme finie de variables aléatoires.
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“ THEOREME 4.24 *
Pour () un ensemble fondamental dénombrable et X une variable aléatoire, on a

= ) X(w)P ({w}).

we)
En particulier, si Xy, ..., X, sont n variables aléatoires définies sur S alors
n

E )X

i=1

- Lei

Démonstration. On suppose que X est a valeurs dans {x1, xp, ... } alors si on définit I'événement

O, = {X = xi} = {w €, X(w) = xi},

EX] =) xPX=x)=) xP(Q) =) x ) PHw})=) Y XwP{w}) =) XwP{w}).

i>1 i>1 izl wey izl wey we)

Pour la somme de variables aléatoires on voit que si on définit Z = )" ; X; alors

= ¥ Z@P({w}) = ¥ 04+ +X)(@P{w}) = ¥ X(@)Pfw}+--+ ¥ Xalw)P{w)

we) we we) weN)
—BX]+ - +E[X].

O

EXEMPLE 41. Calculons la valeur moyenne de la somme des valeurs de n dés. Si X; est la valeur du dé i alors
X =Y, X; etainsi comme E[X] = % on obtient

EXEMPLE 42. On suppose qu’on a n expériences qui réussissent avec probabilité p; pouri = 1,...,n et
ces expériences ne sont pas nécessairement indépendantes. Quelle est le nombre moyen de succeés? Si on
considere

1 sisucces,
Xi = .
0 siéchec.
Alors X =Y ; X;etona

EX =Y EX] =) p

i=1 i=1

On voit que I'espérance de la somme de deux variables aléatoires est toujours donnée par la somme
des espérances méme si les variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

4.4 Variables aléatoires continues

On suppose maintenant que 1’ensemble fondamental (2 est infini indénombrable, par exemple (2 = R
ou () = R. On définit une variable aléatoire continue par la définition suivante.
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“ DERINITION 4.25 ®
X : Q) — R est une variable aléatoire continue (ou absolument continue) s’il existe une fonction f : R —
R positive telle que pour touta < b,

IP(u<X<b):/abf(x)dx.

f est appelée la densité de X.

On remarque tout d’abord que cela donne une condition sur la densité. En effet, en prenant a et b vers
I'infini, on obtient donc

P(XER)=1= /:of(x)dx.

De plus, nous avons que
a
]P(X:a):]P(anga):/ f(x)dx =0.
a

En particulier, on remarque donc que pour une variable aléatoire continue, nous avons
a
PX<a)=P(X<a)= / f(x)dx.
—o0

Méme si P(X = a) = 0 pour tout a4, nous pouvons voir la densité de maniere informelle comme une version
infinitésimale de ce résultat. En effet, on a pour tout ¢ > 0,

x+e
Pr<X<x+e)= [ f)dy ~ flx)e
X e—0
On peut ainsi réécrire cette approximation comme

f(x) :hmllP(nggx—l-e).

e—0 &

De maniére informelle (et non rigoureuse), on peut réécrire cela de la fagon suivante en remplagant € par dx,
fx)dx =P (x < X< x+dx).

Méme is nous ne pouvons pas utiliser directement ce résultat, car non rigoureux, il peut nous permettre de
comprendre certains résultats sur les variables aléatoires continues.

EXEMPLE 43. La durée de fonctionnement (en heures) d’un ordinateur avant sa premiére panne X est une
variable continue avec densité donnée par

= Aexp (—%) 1y>0.

Aexp (—=) six >0,
Flx) = { ] P (—1o0) :
sinon

Calculons la probabilité que cette durée soit entre 50 et 150 heures. Nous pouvons utiliser la définition d"une
variable aléatoire continue pour écrire

P (50 < X < 150) = 5;LS()]‘(yc)ciﬁc = 5;50Aexp (fﬁ) dx = [floox\exp (—ﬁ)]wo

50
1 1
=100\ { —= — —= | .
( Ve Vel )
Cela nous donne une réponse en fonction du parametre A mais nous pouvons le calculer en utilisant la
propriété des densités. En effet, nous savons que

1= +oof(x)dx—/m)\ex (—i)dx—mm;m—i
- = Jo P{7 700/ * = ~ 100"
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Finalement, nous obtenons

P(50 < X < 150) = —= — — ~ 0.384.

Ve Ve
EXEMPLE 44. La durée de vie d'un composant (en heures) est donnée par la densité

100
f(x) = — Le>100-
x
Une machine a 5 composants indépendants. Calculons la probabilité que 2 des 5 composants ne marchent
plus lors des 150 premieres heures. On peut commencer par vérifier que I'on a bien un densité, c’est bien
une fonction positive et de plus

+o00
fx)dx = / ?]lx>100dx = / dx = -1

_ J oo Jioo 2

100 0 100 [ 100] e
X

100

Si on considéere un des composants, en définissant 1'événement
E; = {le composant i ne marche plus pendant les 150 premieres heures}

alors

IP(E,): f(x)dx: X 100——ﬁ+1— 3

150 150 100 { 100] 150 100 1
—dx=|—— =
0 100 X

Ainsi par indépendance des composants, la probabilité recherchée est la probabilité qu’une variable aléatoire
binomiale de parametre (5, %) soit égale a 2 et on obtient donc

5 (1Y) (2) 2 80
2 3 3 T 243"
“ THEOREME 4.26 *

Soit X une variable aléatoire continue de densité f et soit F sa fonction de répartition alors pour tout
x €R,

F(x) = /_xoof(y)dy-

En particulier, F est continue et si f est continue en x alors

Démonstration. La preuve vient du fait que
X
Fx) =P(X<2) = [ f(y)dy.
Par le théoreme fondamental de I’analyse, nous avons
F= o [ fdy=f)
- dx —0 ]/ _1/ o ’
O

EXEMPLE 45. Soit X une variable continue de densité fx, calculons la densité de la variable aléatoire Y = 2X

en fonction de fx. On commence par écrire
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“ DERINITION 4.27 ©
Soit X une variable aléatoire continue de densité f alors

“+o00
E [X] :/ xf (x)dx.
On remarque que l'on peut faire le lien avec le cas discret ot1 nous avions,
EX =Y xP(X = x) < / AP (x <X < x+dx) & / xf(x)dx.
T R R

EXEMPLE 46. Calculons l'espérance de X avec X une variable continue de densité

) 1F) |
f(x) = 2x]10<x<1. 11
x
1
Commencgons par vérifier que 1’on a bien une densité
+oo 1 L
i f(x)dx:/0 2xdx = {x }0 =1
Et ainsi )
oo 1 2x3 2
EX = [ d=/22d:[]:.
(X] _ooxf(x)x | 2vdx 5,73
EXEMPLE 47. On considére maintenant X de densité
f(x)
1 i
f(x) =Tocx<a
; x
1

Calculons E [eX]. Si on définit Y = eX alors Y est & valeurs dans [1, e] et de plus pour x € [1,¢],

Fy(x) = P(Y < x) = P(eX < x) = P(X < In(x)) = /;n(x) dy = In(x).

Ainsi, on peut calculer
E [eX:| = /Jroony(y)dy = /e Zdy —e—1.
—00 1Y

Dans ce dernier exemple, on voit que pour calculer 1'espérance nous avons du connaitre la fonction
inverse de eX, ce n’est pas toujours le cas. On a cependant un théoréme similaire au cas discret qui nous
permet de calculer ce type d’espérance!
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“ THEOREME 4.28 ©
Si X est une variable aléatoire & densité f alors pour toute fonction g : R — IR, nous avons

+oo
0] = [ g(®)f(x)dx.

—00

On peut retrouver beaucoup plus facilement le résultat de I'exemple,

E [ex} :/Jrooexf(x)dx:/olexdx:e—l.

—00
Pour prouver ce théoréme, nous commencons par prouver une autre formule de I'espérance.

“ THEOREME 4.29 ©
Si X est une variable aléatoire continue positive alors

—+o00
E[X] :/ P (X > x)dx.
0
Démonstration. Si f estla densité de X alors nous avons

/+oof(y)]1y>xdy) dx

(
= /0 - ( /0 y (y)lly>xdx) dy

Nous sommes maintenant préts a prouver le Théoreme 4.28.

Démonstration du Théoreme 4.28. Commengons par considérer le cas ot g est positive. Dans ce cas,

—+o00 —+o00
= '/_Oo ( 0 f(y)]lg(y)>xdx> dy

= :of (v) < /0 v dx) dy

—+o0
= [ N gW)f(y)dy.

Blg00] = [ RGO >xde= [ ([ oy ax= [T ([ A0 ) d

Dans le cas d'une fonction quelconque, on peut faire la décomposition illustrée en Figure 9.

§(x) =g (x) —g (x) avec g"(x)=max(g(x),0) et g (x)=max(—g(x)0).

Le but de cette décomposition est que ¢ et g~ sont toutes deux des fonctions positives et on peut donc

+o00 +o00
Blg()] =B [g7(0) —g ()] =E[g* )] ~Blg ] = [ gt @fmdx— [ g st
= [ e ) - 5 () S
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1 1
= f(x) = sin(x)
: - fH(x)
3 ¥ T = W
1!

FIGURE 9 - Illustration de la décomposition en partie positive et négative pour la fonction f(x) = sin(x)

EXEMPLE 48. Un transporteur doit livrer des marchandises a une usine a une heure précise.

— §'il arrive en avance de s minutes, le camion doit attendre sur place jusqu’a l'ouverture du quai de
déchargement. Ce temps d’attente immobilise le camion et le chauffeur, ce qui engendre un cotit pro-
portionnel a I'avance : as euros.

— §'il arrive en retard de s minutes, la chaine de production de 'usine est ralentie ou arrétée, ce qui
engendre un cott de rs euros.

Le temps de trajet T entre le dépo6t et l'usine est aléatoire (dépendant par exemple du trafic) et suit une
densité f. A quelle heure le transporteur devrait-il quitter le dépot afin de minimiser le cotit moyen (espéré)
de cette livraison?

Si on part t minutes avant le rendez-vous alors nous pouvons donner la fonction du cofit en fonction du
temps de trajet T,

a(t—X) siX<t,
r(X—t) siX>t

cix) - {

Ainsi, le colit moyen est donc de

E[Ct(X)]:/(;JrooCt(x)f(x)dx—/ alt—x)f dx+/ F(x — B f(x)dx
—+00

—+00
—at/ f(x x—a/ xf(x)dx+r/ xf(x)dx — rt f(x)dx
Jo Ji Jt
Ainsi, en dénotant F(t) la fonction de répartition de X, en dérivant cette fonction en ¢, nous obtenons

%E[Ct —a/f )dx + atf(£) — atf(£) — rtf(t —r/ Flx)dx + rEf(E) = aB(t) — r(1 — F(1))

= (a+7r)F(t) —r.
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Ainsi, si on cherche le minimum du cott moyen, on cherche t* tel que F(t*) = u—frr

1,,

)

Nous avons les mémes propriétés de I'espérance et de la variance que dans le cas discret.

“ THEOREME 4.30

Pour a,b € R et X une variable aléatoire continue on a toujours
E [aX+ b] = aE[X] + b.

De méme si
Var(X) = E [(x ~E [X])Z] —E [xz] —E[X]?
alors
Var(aX + b) = a?Var(X).

EXEMPLE 49. On reprend la variable aléatoire X de densité f(x) = 2xLo<y<1. Ona vu que E [X] = 2 et nous

avons .
+o00 1 4
2] _ 2 _ 3gp— |2 | 21
E[X}—/mxf(x)dx—/02xdx—{2]o—2.

Finalement, cela nous donne
Var(X) = E [xz} ~EX? =

4.5 Exemples de variables aléatoires continues

4.5.1 Variable aléatoire uniforme

“ DEFINITION 4.31 “*

Une variable aléatoire est dite uniforme sur (a, b) si elle a pour densité

1 = six € (ab),
flx) = Liap
b—a @) 0  sinon
Elle a pour fonction de répartition
0 six <a,
F(x) = 4§ 3= sia<x<b,

2

On appelle cette variable aléatoire uniforme car la densité est la méme sur tout 'intervalle.
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f(x)
1 A4

1
b—a x

a b |

“ TuEOREME 4.32 ©
Soit X ~ Unif((a,b)) alors
_a+b _ (b—a)?
E[X] = 7 Var(X) = B

Démonstration. On commence par calculer

E [X] Z/J:Oxf(x)dx:/ubbiadx: ﬁ {x;]a: Z(bl_g) (bz—a2> _ a—;b'

Pour la variance, on calcule

B[] = [ e = [ = L [5] =gty (o) < BT

J —00

Finalement, on obtient

_ b +ab+a® b +2ab+a* B —2ab+a*  (b—a)?

Var(X) = E | — E[X] 3 i T 1 12

O

EXEMPLE 50. Les bus passent toutes les 15 minutes & partir de 7 heures. Un usager arrive entre 7h et 7h3-
selon une loi uniforme. Calculons la probabilité qu’il doive attendre moins de 5 minutes. Si X ~ Unif((0, 30))
correspondant au nombre de minutes entre 7h et I'heure d’arrivée de 1'usager, alors pour attendre moins de
5 minutes nous devons avoir

IP({10<X<15}U{25<X<30})—]P(10<X<15)—|—]P(25<X<30)—/15% e >
B ~Jio 30 Js 30 30 30
1

3

Si on veut calculer la probabilité d’attendre plus de 10 minutes, alors on peut faire le méme raisonnement
mais cette fois-ci on calcule 1

P({0<X<5U{15<X<20})= 3
4.5.2 Variable aléatoire gaussienne

“ DEFINITION 4.33

Une variable aléatoire gaussienne, ou normale, de paramétre y et o> a pour densité

) = e (U210,
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- N(p, 1)
—N(p, ), 00 >0
- N(Ol Ul)

)2 -
Il n’est pas évident de voir que [ j;o \/21710 exp (— (x 5 (fz) )) dx = 1. On peut commencer par poser u =

alors du = %dx et ainsi nous voulons calculer

—+o00
I:

rexp ( ;) du.

Ensuite, nous avons

12:217T</—:0exp<—uzz>du> (/tjexp(—)dv):z /./IRZ < u+v>dudv.

On passe maintenant en coordonnées polaires avec u = rcos(6) et v = rsin(f) et dudv = rdrd6. Ainsi,

I'intégrale devient

1 21 oo r2 1 27 r2 Foo 1 27
2 = — _— = — — _— = — =
= 27_[/0 /0 exp < 5 > rdrd6 27_[/0 [ exp < 5 )]o do 27 o de =1.

“ THEOREME 4.34 “
Si X ~ N (u,0?)etsia, b € Ralors

aX +b ~ N(au +b,0%a%).

Démonstration. Soit Y = aX + b alorson a

N

Fy(x):P(Ygx)zlP(aXergx):]P(x x_b> = Fy <x_b).

Ainsi, en dérivant on obtient

2
1 /x—b 1 (52— n) 1 (x — (ap + b))
500 =35 (50) = e | | = e (L

qui correspond bien a la densité d’une variable aléatoire gaussienne A (ay + b, 02a?). O

En particulier, cela montre que si X ~ N (j,0?) alors % ~ N(0,1) qui s’appelle aussi la loi normale
centrée réduite. On remarque que l'on ne peut pas calculer explicitement la fonction de répartition d'une
variable aléatoire gaussienne, on définit donc la fonction, si X ~ N(0,1),

Mais on peut obtenir toutes les fonctions de répartition de variables gaussiennes grace a ® puisque si Y ~
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0.5

“ TutOREME 4.35
Soit X ~ N (p,c?) alors I [X] = u et Var(X) = ¢2.

Démonstration. Consideérons le cas ot Z ~ N (0,1). Alors on peut calculer

E[Z] = /::0 \/%Texp (_x;) dx = {—\/%exp <_x22>}+: =0.

Maintenant, nous avons donc par une intégration par parties,

2 +o0
1 2 xe” 2 e ] 2
Var(Z)—E[Z}-/}Rmxe Tdx [ m] + \ﬁ Tdx=0+1=1.

—00

En utilisant la linéarité de 1’espérance nous avons donc
EX]=E[cZ+u] =0cE[Z] +u=p.

Et
Var(X) = Var(cZ + ) = 2 Var(Z) = o>

O

EXEMPLE 51. Exprimons en fonction de ®, P(X > 0) et P(|X — 3| > 6) avec X ~ N (3,9). On commence par

X-3_0-3
PX>0)=P|—>—+)=PZ>-1)=1-PZ<-1)=1-9(-1) =P(1).
(x> 0) =P (22> 022) —p(z> 1) = 1-P (2 < 1) = 1-0(-1) = &)
On remarque que 1’on a utilisé 1'égalité (—x) = 1 — P(x) car avec v = —u,

/—x 1 W2 d 1 +oo 1 W2 d 1 /x 1 02
e 2du=1-— —e 2du=1-— z
—o0 /27T —-x V27 —o0 /27T

Aussi nous pouvons écrire

X — 3 3 3 X-3_9-3
P(X-3]>6)=P(X< —=3)+P(X>9) ]P( 3 >+IP<3>3>

=P (Z< 2)+]P(Z>2)
—D(-2)+1—D(2) =2—20(2).
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EXEMPLE 52. La valeur au risque (VAR) est définie comme la valeur v telle que la probabilité que la perte
soit plus grande que v est de 1%0. Si on suppose que le gain de I'investissement est donnée par une variable
aléatoire gaussienne X ~ A/ (y, 02) alors on cherche

o1 X—p v+py_ 1 vApN L v+ 1
P(X< v)_loo@]P( R - >_100@<1>< > )_1 cD(

Ainsi, on obtient v par I'équation

ptvy _ 9  putv . - B
CD( = )—100@ 5 ~ 233 ie v=2330—pu.

L'origine de la loi gaussienne vient de cette observation d’Abraham de Moivre qui considere la limite
d’une loi binomiale.

“ THEOREME 4.36
Soit X ~ Bin(#n, p) alors

2
X —np be 7
Pla< ———<b :/—dx:IPag./\/O,l <b
( Vhp(l—p) ) a 21 ( QAISY)
C’est un exemple du théoréme central limite que 1’on verra de maniére plus générale a la fin du cours.

4.5.3 Variable aléatoire exponentielle

“ DEFINITION 4.37 “*

Une variable aléatoire est dite exponentielle de parametre A > 0 si elle est a densité

Ae ™™ six >0,

fx) = Ae MLz = {

0 sinon.
Elle a pour fonction de répartition
0 six <0,
F =
(x) { 1—e sinon.
f(x) F(x)
A 11

On remarque que 'on a bien

+0o0 00 00
/ f(x)dx = / Aexp M dx = [—e*)‘x] o 1.
0

— 0 0
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“ THEOREME 4.38 ©
Soit X ~ Exp(A) alors

1 1
E [X] = X, Var(X) = ﬁ

Démonstration. On calcule par une intégration par parties

E[X] = / xf(x)dx = / Axe Mdx = {—xe%x} +/ e Mdx =04 |——e M = —.
R 0 0 0 A 0 A
Pour la variance, on calcule en faisant deux intégrations par parties,

+oo +oo +oo
E [Xz} = / X2 f(x)dx :/ Ax?e Mdyx = {—xzef)‘x}o —0—/0 2xe Mdx
R 0

Ainsi
2 1 1

Var(X) = E [xz} —EXf =5 -5 =1

Les variables exponentielles modélise souvent des temps entre des événements.

EXEMPLE 53. La durée (en minutes) d'une conversation au téléphone X est modélisée par une variable
exponentielle de parametre A = 11—0. Lorsque que l'on arrive a la cabine téléphonique, quelqu'un vient de
rentrer ! Calculons la probabilité d"attendre plus de 10 minutes. On cherche donc

P(X>10) =1-P(X<10) =1— (1—e—%) = é ~ 0.368.
Si on veut la probabilité d’attendre entre 10 et 20 minutes alors on cherche
P(10<X<20)=P(X<20)—P(X<10) =1—e 1 — (1—e*%) =%—el—2z0.233
On a la méme propriété d’absence de mémoire que pour la variable géométrique,
“ THEOREME 4.39 ©
Si X ~ Exp(A) alors pour tout s, t > 0,
P(X>s+tX>t)=P(X>s).
Démonstration. Par la définition des probabilités conditionnelles, nous avons que
P(X>stfX> 1) = PX<s+tX>t)  P(X>s+t) et e M P(X> ).

P(X >t) P(X >t) e M
O

EXEMPLE 54. Une batterie de voiture dure en moyenne 10 000km. On modélise sa durée de vie X par une
variable aléatoire exponentielle. Un étudiant souhaite entreprendre un long voyage en voiture de Montréal
jusqu’a Vancouver, soit environ 5000 km. Quelle est la probabilité que la batterie ne tombe pas en panne
avant la fin du voyage?

L’avantage de la loi exponentielle c’est que 1’on a pas besoin de savoir combien de km on a déja parcourue

51



4 Variables Aléatoires Probabilités

avec la voiture car si cette distance est d alors

1
P (X > d +5000[X > d) = P(X > 5000) =1 — e 10000 =1 — — ~ 0.393.

Ve
Si on avait utilisé une autre loi que la variable exponentielle alors on a

X >5000+d) 1—F(d+5000)
X>d -~ 1—F(d)

P
P (X >5000+d|X >d) = (
mais cette valeur dépend de d dans le cas général.

4.5.4 Variable aléatoire Gamma
“ DErINITION 4.40

Une variable aléatoire suit une loi Gamma de parametre (s, A) avec A, s > 0 si elle a pour densité

£ = Frghe (00" Mo

avec

I'(s) :/ e Yy ldy.
0

f(x)

La fonction I' a été introduite par Leonhard Euler dans le but de généraliser la factorielle. En effet, on a

I'(s)= /Oﬂo e Yy ldy = [—ys_le_y] ;00 + /Oﬂo e V(s—1)y 2dy = (s —1)I'(s —2).
Ainsi, pour n € IN, on a
I(m=mn-DIn-1)=n—-1)(n-2)Tn-2)=---=mn—-1)(n—-2)...2-1-T(1).

OrI(1) = [ e ¥dy = 1 etainsi
I'(n)=mn-1)L

Pour s € IN, la loi Gamma représente souvent la n-ieme arrivée d’un événement.

EXEMPLE 55. Supposons qu’entre 0 et £, le nombre d’arrivée d’événements N(#) est une variable aléatoire
de Poisson de parametre At. Calculons la densité du temps d’arrivée T, du n-iéme événement.

+o0 400 e—/\t i
P(T, <t) =P (N(t) >n)= Y P(N(t) =j) = ) ](,M)]
j=n j=n
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On retrouve la densité en dérivant la fonction de répartition

d & e MAL) IS Ae Mj(At)iTT
EP(T”@):;ji!Jr; !
j=n j=n

e MAL) TR AemM(AL)ITT

L)

!
]' j:n

_ *Z"" —A
j=n
+00/\—/\t )\tj +o00 )L_)‘t)\tj
:—Ze-.()+z e"()
j=n T j=n—1 J:
)tef)‘t()\t)”fl
(n—1)!

qui correspond bien a la densité d’une loi Gamma de parametre (1, A).

“ TutorEME 4.41 ©
Soit X ~ Gamma(s, A) alors

5 s
Démonstration. On a
+oo xle A (Ax)sT1 1 e e M (Ax)® 1

]E[X}—/]Rxf(x)dx—/O T(s) dx—r(s)/O 3 dx—Ar(S)F(s+1)——.

De méme,
1+ e M (Ax)st! 1 s(s+1)
] = e ¥ = g5 | P b S R AT

Ainsi

S(S SZ S
Var(X) = F {xﬂ —EX]? = (;1) -5 =

4.6 Fonction d’une variable continue

Souvent, on considere g(X) avec X une variable aléatoire continue.

EXEMPLE 56. Soit X ~ Unif((0,1)). On considere Y,, = X". Calculons la densité de Y,,. On remarque que les
valeurs de Y, sont aussientre 0 et 1 etonapour0 <y < 1,ona

1
FYn(y):IP(Yngy):]P(Xngy):P(ngn) =yn.

On obtient donc la densité de Y,, en dérivant et on obtient

6 +
fYn(y) —1’121
] =
—n=3
4 —n=4
1 1 |
fYn (y) = 7]/" 1]]'O<y<1' 3
n
21
1
y

025 05 075 1

EXEMPLE 57. Si X est une variable aléatoire de densité fx, donnons la densité de Y = X2. On remarque que
Y > 0etainsisiy > 0,ona

P(Y<y) =P(X* <y) = P(—y§ <X< V) = Fx(vF) = Fx(= /7).
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En dérivant, on obtient donc

1
frly) = m (A (VY) + fix(=vy)) Ly=o.
Méme question pour Z = |X| alors on a pour z > 0,

P(Z<z)=P(|X] €£2) =P(—z < X< z) =Fx(z) — Fx(—2).

Ainsi, on obtient la densité
fz(z) = (fx(z) + fx(=2)) Lz>o.
“ THEOREME 4.42 *

Soit X une variable aléatoire continue de densité fx. Soit ¢ une fonction strictement monotone (stricte-
ment croissante ou décroissante) et dérivable. La densité de la variable aléatoire Y = g(X) est donnée

par

sinon.

H) —{ gX(g_l(y)) ‘d%g_l(y)‘ siy = g(x),

Démonstration. Supposons que y = ¢(x) pour un certain x et que g est croissante de telle sorte que ¢! est
aussi croissante. Ainsi

=
<
N
=
I
=
AR
X’
/N
s
I
=
/N
bas
/N

§'W) =Fx (s7'w).

En dérivant, on obtient la densité
A = fx (s7) ;y (e7'w) = K (7'W) ‘ci/ (g‘l(y))‘

car ¢! est croissante et sa dérivée est donc positive. Dans le cas o1 g est décroissante alors le méme calcul

donne

Et ainsi,
Ay = (7' W) ;y (7'w) = K (s7'W) ’ny (gl(y))‘

car ¢~ ! est décroissante et sa dérivée est donc négative. S'il n’existe pas de x telle que y = g(x) alors comme
¢ est monotone soit P(Y < y) = 0 ou 1 et en dérivant on obtient bien que la densité est nulle. O

EXEMPLE 58. Soit X une variable aléatoire positive de densité f et Y, = X". Alors on a g(x) = x" qui est
strictement monotone et dérivable pour x > 0. On a de plus que g~ (y) = y% et ainsi d% gy = %y%’l.

Finalement, on obtient
1 11 1
S y) =y fx (y) Ly>o-

EXEMPLE 59.Si X ~ N (y,02) alors Y = eX est appelée une loi log-normale. Calculons sa densité, nous
avons g(x) = e* qui est strictement croissante et dérivable, pour y > 0 on a g~'(y) = In(y) et ainsi
d%g_l(y) = % ce qui nous donne que

_ 1 (In(y) —p)’
fY(y) - \/EU']/ exp (M) ]ly>0-

5. VARIABLES ALEATOIRES SIMULTANEES
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Pour l'instant, nous avons considéré des variables aléatoires isolées. Nous n’avons pas comparer ou
additionner plusieurs variables aléatoires.

“ DerNITION 5.1
Pour toute paire de variables aléatoire (X, Y), on définit leur fonction de répartition jointe, conjointe ou

simultanée par
Fxy(x,y) =P (X<x,Y<y), xyeR

On retrouve les fonctions de répartition, dites marginales, de X et de Y par

B — oy Borlily) 6 1) — o Ieuley)

On peut écrire tous les événements en terme de la fonction de répartition jointe et des fonctions de
répartition marginales. Par exemple
PX>x,Y>y)=P{X>x}n{Y>y})=1-P(({X>x}n{Y >y}))
=1-PX<x}pu{Y<y})
=1-PX<x)—PY<y)+P(X<x,Y<y)
=1—=Fx(x) = Fy(y) + Fxy(x y)-

Pour les lois discretes, on considere leur loi de probabilité jointe.

“ DerNiTION 5.2 ©
Si X et Y ont deux variables aléatoires discrétes, leur loi de probabilité jointe est donnée par

pxy(xy) =P(X=xY=y).
On retrouve les lois de probabilité, dites marginales, de X et de Y par

px(x)= Y. pxy(xy) et py(v)= Y pxy(xy).
yp(xy)>0 x,p(xy)>0

EXEMPLE 60. On tire 3 boules d"une urne contenant 3 boules rouges, 4 boules blanches et 5 boules bleues.
On définit X le nombre de boules rouges tirées et Y le nombre de boules blanches tirées. On voit aussi que
les valeurs possibles de X et de Y sont {0,1,2,3}. On peut calculer la loi jointe directement. Par exemple,

5 3\ /5
P(X=0,Y=0)= ((122)) = % PX=1Y=0) = (1(23%) = %

6 _ 3 IO
P(X=2Y=0)= ?32; = IP(X:3,Y_0)_(1§—2)_@.

On peut calculer de la méme fagon toute la loi de probabilité. On remarque aussi que comme on tire que 3
boules sii+j > 3alors P(X =i,Y = j) = 0. Pour retrouver la loi marginale de Y par exemple, on somme
sur les valeurs de X. Par exemple dans ce cas, on obtient

1 3 3 1 14
(Y=0= ) PX=xY=0=g+5n+ 5 "m0 5%
x,p(x,0)>0

On écrit cela sous forme d’'un tableau de la fagon suivante
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YW [0 1 2 3 |PY=y
0 5 » 6 m| %
1 f 4 & 0 2
2 5 15 0 0 2
3 = 0 0 0 =

_ 21 27 27 1
IP(X—")‘% 5 20 20

TABLE 1 - Loi de probabilité jointe de (X,Y) avec les lois marginales.

“ DEFINITION 5.3

X et Y sont deux variables continues conjointement si il existe une fonction fxy : R> — R positive,
appelée densité jointe de X et de Y, telle que pour tout A événement de R?

P((XY) €A) = [[ fuy(xy)drdy.

On peut retrouver la densité par la fonction de répartition avec

aZ
axayFX’Y(x'y) = fxy(xy)

lorsque la dérivée existe.
On peut aussi retrouver la densité marginale de X et de Y en fonction de la densité jointe en I'intégrant.
“ THEOREME 5.4

Si X et Y sont deux variables aléatoires continues conjointement alors X et Y sont des variables continues
et leur densité marginale est donnée par

)= [ fortondy et i) = [ fornydr

Démonstration. On a
—+o00
P(XeA)=P(XeAYER)= /R/Afxfy(x,y)dxdy = /A (/ fxly(x,y)dy) dx

et on retrouve la définition d’une densité en posant fx(x) = [*2 fxy(x,y)dy. De méme pour la densité
marginale de Y. O

EXEMPLE 61. On lance un point uniformément sur le disque de centre 0 et de rayon R. On dénote X son
abscisse et Y son ordonnée.
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Comme le point est lancé uniformément sur le disque, la densité jointe est constante sur le disque de telle
sorte que l'on peut écrire

fX,Y(xI ]/) == 06]1x2+y2<R2.

Pour trouver «, on rappelle que 'on a une densité qui s’integre a 1 et ainsi
1= // fxy(x,y)dxdy = // fxy(x,y)dxdy = aAire(Disque de rayon R) = antR>.
RrR2 X2+y2§R2 .

et ainsi « = # On peut ainsi retrouver les lois marginales de X et de Y et on a pour |x| < R

o0 VRZ—xZ
fx(x) = flx,y)dy = fXY(x y)d nRz VR? — 221 _Rrex<r-

De méme pour fy(y). Si on consideére D la distance a 1’origine du point alors on a pour 0 < d <R,
2 2 2, \2 o 2 a?
< = < = < = = .
P(D<d)=P (X +Y° < d) P (X +Y <d ) //xz P fxy(x,y)dxdy 5

On obtient donc la densité en dérivant et ainsi

2d
fod) = 2 Lo<dsr:

2z
S * 1 fold)
el d
—R R R
On peut alors calculer I'espérance de la distance a l'origine,
g = [f2 g 2 [P] R R
~Jo R7T R2|3], 3RZ 3

On peut généraliser ces définitions & plus de deux variables aléatoires.

“ DfrINITION 5.5 *
Soient X, ..., X, n variables aléatoires définies sur le méme ensemble fondamental. On définit la fonc-
tion de répartition jointe de X3, ..., X, par F: R” — [0,1]

F(x1,...,xn) =P (Xy < xq,..., X < xp)

On dit qu’elles sont conjointement continues si il existe une fonction f : R" — Ry telle que pour tout
événement A de R",

]P((Xl,..., EA / /fx1, 0 0 oG dx1...dxn.

Si elles sont discretes, on définit la loi jointe de probabilité

p(xy,...,xp) =P (Xy =x1,..., X = xn).
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5.1 Variables aléatoires indépendantes

“ DeFNITION 5.6
Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si pour tout x,y € R,

Fxy(xy) =P (X< %Y <y) = P(X< )P (Y <y) = Fx(x)Fy(y)-
Si X et Y sont discreétes alors elles sont indépendantes si et seulement si pour tout x,y € R,
PX=xY=y)=PX=x)P(Y=y).
Si X et Y sont jointement continues alors elles sont indépendantes si et seulement si pour tout x,y € R,

fxxy(xy) = fx(x)fr(y)

EXEMPLE 62. On réalise n 4+ m épreuves indépendantes qui ont une probabilité p de succes. On définit X le
nombre de succes lors des n premiéres épreuves et Y le nombre de succes dans les m derniéres épreuves. On
a alors

pix =Y =) = (1)@= () pHa - p)m = PO = WP = )

Ainsi X et Y sont indépendantes. Si maintenant, on considére Z le nombre de succes total dans les n + m

épreuves alors on a
P(X=1,Z=0)=0

car on ne peut pas avoir un succes dans les n premieres épreuves et 0 succes en total. Mais on a
P(X=1)=np(1—p)" 1 et P(Z=0)=(1-p)"t™.

Ainsi, on a
P(X=1,Z2=0)#PX=1)P(Z=0)

et X et Z ne sont pas indépendantes.

EXEMPLE 63. Le nombre de clients d’'un magasin en un jour est modélisé par une variable aléatoire de
Poisson de parametre A. On note p la probabilité qu'un client soit un homme. Montrons que le nombre de
clients masculins X est donnée par une loi de Poisson de parametre Ap et le nombre de clients féminins Y
suit une loi de Poisson de parametre A(1 — p) et que X et Y sont indépendantes.

Nous allons calculer P(X = i,Y = j) mais nous ne connaissons que la loi du nombre total de clients
X+ Y. Nous allons donc conditionner sur la valeur de X 4 Y et nous pouvons écrire

P(X=1Y =)
=PX=iY=jX+Y=i+))PX+Y=i+))+PX=0i,Y=jX+Y#i+))P(X+Y #i+]))

par la loi des probabilités totales et bien sur P(X =i, Y = jIX+Y # i+ j) = 0 de telle sorte que
PX=iY=j)=PX=i,Y=jX+Y=i+j))PX+Y=i+]j).

Nous pouvons calculer

. . o i+7\ - o _y AT
PX=i,Y=jX+Y=i+j)=| . |Jp(Q1—p) et PX+Y=i+j)=e"—F.
i (i+))!
Ainsi, en combinant ces deux calculs, on peut écrire
P ()L i B je_)‘(”(l_p)) _ AP gy A =p))
PX=iY=j)= i (Ap)' (A (1=p)) B I T
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Ainsi, si on somme sur les valeurs de Y, comme on sait par la loi de Poisson que

§¥ e aip (A0—p))
e )\(l p)( p _1
j:O

j!
on obtient ‘
X = +OO]P X=iY _ o AP)
]P( _1) _]g(:) ( =1, ]) =e T
et de méme )
= o (A1 =p))
IP(Y:]):;)]P(X:LY:])— A(—p) (A( ; r))

Ainsi, on voit bien que

et donc X ~ Poi(Ap), Y ~ Poi(A(1 — p)) et X et Y sont indépendantes.

EXEMPLE 64. Deux femmes se donnent rendez-vous. Elles arrivent selon une loi unfirome entre 12h et 13h
de maniere indépendantes. Quelle est la probabilité que la premiére arrivée attende plus de 10 minutes?

Soit X le temps d’arrivée d'une des deux femmes et Y le temps d’arrivée de l’autre. Alors on a que
X,Y ~ Unif(0, 60) et que X et Y sont indépendantes. On cherche donc

P(X+10<Y)+P(Y+10 < X) =2P(X+10 < Y)

car X et Y ont la méme loi. On peut maintenant calculer

PX+10<Y) =2 [[  pAyGoydidy=2 [ f(x)fe(y)dady
JJx+10<y J Jx+10<y

1
=2 0t 1 dxdy.
//x+1o<y 602 0s¥<60-L0sy<60aXAY

Pour calculer cette double intégrale, on peut dessiner le domaine d’intégration donnée par les conditions
0sx<60,0<y<60etx+10<y,

y=x+10

0 y—10

Cela nous donne ainsi,

1 60 / py—10 1 60 1 [(y—109)]1" _25
_ 1 _ -1 =—— |>—= =_.
2P(X+10<Y) 1800 Jio (/0 dx) dy 1800 /1o (v —10)dy 1800 { 2 ]10 36

“ TuEOREME 5.7 ©
Les variables aléatoires continues X et Y sont indépendantes si et seulement si la densité conjointe de X
et de Y peut s’écrire pour tout x,y € R,

fxy(x,y) = h(x)g(y).
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De méme, les variables aléatoires discretes X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi jointe de
probabilité de X et de Y peut s’écrire pour tout x,y € R,

px.y(x,y) = h(x)g(y)

Démonstration. Nous faisons la preuve dans le cas continu. Si X,Y sont indépendantes alors on sait que
fxy(x,y) = fx(x)fy(y). On suppose maintenant que l'on a fx y(x,y) = h(x)g(y) alors on a

1= / /]Rz Sy (x,y)dxdy = / /]Rz h(x)g(y)dxdy = ( /Rg(y)dy> ( /]R h(x)dx) — GG

avec Cy = [ ¢(y)dy et C; = [ h(x)dx. Maintenant, on sait que

) = [ fx(oydy = [ gh(x)dy = Crh(x)
et de méme fy(y) = C2¢(y). Ainsi, on obtient

Fxx(xy) = h(x)g(y) = h(x)g(y)C1C2 = fx(x) fr(y)
et les varialbes aléatoires X et Y sont indépendantes. O

EXEMPLE 65. On considere la densité jointe

fX,Y (x, ]/) = 6e72}6@73y]lx>0]ly>0-

Alors on voit que 1’on peut factoriser la densité comme un produit d’une fonction de x et d"une fonction de
y et ainsi X et Y sont indépendantes. De plus, on peut prendre /(x) = 2e~2* et g(y) = 3e~% et on voit que
X ~ Exp(2) et Y ~ Exp(3).

Si maintenant on consideére la densité jointe

fxy(x,y) = 24xylocr<1lo<y<ilo<xiy<i,

on voit que méme si 24xy peut se factoriser en une fonction de x et de y, la condition 1oy ,<1 empéche une
factorisation en h(x)g(y) et les variable aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. En particulier, on voit
que le domaine de valeurs doit étre un rectangle alors qu’ici, c’est un triangle.

“ DfrNITION 5.8 *
Soient Xy, ..., X, n variables aléatoires, elles sont dites indépendantes si pour tout x, ..., xy,

n
IP(Xl < xll"'!X?’l gxn) :HIP(XI < xl‘).
i=1

Si on en a une infinité, on définit I'indépendance en prenant tout sous-ensemble fini de ces variables

aléatoires.

EXEMPLE 66. Soient X,Y, Z trois variables aléatoires indépendantes et de méme loi Unif(0,1). Calculons
P(X>YZ).Ona
fxxz(x,y,2) = fx(x) fy(v) fz(z) = Lo<x<1lo<y<1lo<z<1

et ainsi on peut calculer

1,1 1 1 1 1 e
P(X>YZ) = ///x}yzfxlylz(x,y,z)dxdydz = /0 /0 /yz dxdydz = /0 /o (1—-yz)dydz = /0 (1 - E) dz

1w
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5.2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Supposons que l'on connaisse la loi de X et de Y qui sont par exemple de densité fx et fy et que X etY
soient indépendantes. Alors si on cherche

Fxiy(z) = PX+Y < / / e YOO () dxdy = / / Ac(x) fy () dxdy

= [ ([ Abodr) ay
= [ Fx(z= Ay

On définit le produit de convolution de la fagon suivante,

(Fx * fy) ( /Fx z—y)fx(y)

Si on veut obtenir la densité de X + Y, on dérive

fxyy(z) = 7FX+Y /*Fx z—y)fy(y)dy = /fx z=y)fy(y)dy = (fx * fy) (2).

“ DerNITION 5.9 ©
Soient X et Y deux variables aléatoires continues indépendantes alors la fonction de répartition de X +Y

Frv(2) = P (X+Y <2) = (Fxx ) (2) = [ Fx(z = )fv(w)dy

et sa densité est donnée par

feov(@) = (e )@ = [z =) iy)dy

f * g est appelé le produit de convolution de f et g.

EXEMPLE 67. SoitX,Y ~ Unif(0, 1) et X et Y sont indépendantes. Calculons la densité de X+ Y. On remarque
déja que les valeurs possibles de X + Y sont entre 0 et 2, ensuite pour z € [0,2],

fxrv(z) = (fx* fy) ( /fx z—y)fy(y)dy = /fx z—y)dy = /]10<z y<1dy = /1y<z1y>z 1dy.

On peut dessiner le domain délimité par les conditions, 0 <y <1,0<z <2,y <zety >z—1,

z

y=z-1
2
y=z
0 1
z z-1 Y
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On voit donc que I'on doit diviser I'intégration en deux cas, si z € [0,1] alors

ferr(a) = [ dy =z

etsiz € [1,2] alors
1
oo~ [ a2

fxsv(z)

EXEMPLE 68. En moyenne, combien faut-il de variables aléatoires uniformes sur [0, 1] indépendantes pour
que leur somme dépasse 1. On définit donc si X1, X — 2, ... est une famille de variables aléatoires Unif(0,1)
indépendantes,

N =min{n € N, X +---+ X, > 1}.

Calculons la loi de N, on remarque tout d’abord que
P(N>n)=P(X;+ -+ Xy <1) = Fx 4..0x, (1) = Fu(1).

La loi d'une somme de variables aléatoires uniformes est compliquée mais nous sommes intéressés qu’a la
valeur de la fonction de répartition en 1. En fait, on peut montrer par récurrence que pour 0 < x < 1,ona
n PEIN . . . n
Fu(x) = Z7. Eneffet, on a déja vu que F; (x) = x pour x € [0, 1] ci-dessus. Maintenant si F, (x) = %; pour un

certain n donné alors on a

B () = (Ba0) % ) (00 = [ Bale =) )y = [ Eatx— iy = [0 00y
= /x L_y)ndx
0

n!
Paan"
CE
Ainsi, on obtient en utilisant x = 1 que
1
On peut maintenant obtenir la loi de probabilité en utilisant
1 1 n-1

On peut ainsi calculer 1'espérance

“ THEOREME 5.10
Si X ~ Gamma(s,A) et Y ~ Gamma(t, A) et X et Y sont indépendantes alors X + Y ~ Gamma(s + ¢, A).
En particulier, si X, ..., X, sont indépendantes et identiquement distributées Exp(A) alors X; + - - - +
Xy ~ Gamma(n, A).
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Démonstration. On rappelle la densité d’une variable Gamma(s, A),

En utilisant le produit de convolution, on obtient

z —A t—13 a—A(z—y) ” s—1
fxav(z) = (fx* fy)(z /fx z—y)fy(y)dy = //\e (Ay) )\Fe(s)r(t; (Az—y)) dy
AZAt+S_2e_AZ z . .
:W/ vz —y) dy.

On réalise dans I'intégrale le changement de variable x = £ alors cela devient

/\ef/\z/\H*Sfl

1 xi-1 s—1
fxiv(z) = W 1) dx.

/ol<zx>f*1(z(1—x>>5*1 di = A (1) s

On reconnait pour le terme Ae~*?(Az)!*5~1 la densité non renormalisée d’une loi Gamma de parametre

(s 4+ t,A). L'autre terme ne dépend pas de z et comme on sait que fx,y(z) est une densité, on obtient auto-

matiquement la formule

01 =11 — x)s—1dx
T(s)T'(#)

etainsi X+ Y ~ Gamma(s + ¢, A). O

=T(s+1t) (4)

“ THEOREMES5.11 “
Si Xj,..., X, sont indépendantes et identiquement distribuées A'(0,1) alors Z = X3 + -+ + X2 est

distribuée selon la loi du x2 et ona x2 ~ Gamma(%, ).

Démonstration. Pour le casn = 1,ona Z ~ N/(0,1)?, on avait vu que pour z > 0,

fre(2) = = (fx(V2) + fx(—v2)) =

2\/2 (ﬁ) = e 2=

1 2¢2(3)°
Nk s NG

et on reconnait la densité d'une loi Gamma (%, %) par le théoreme précédent sur les sommes de variables

Gamma indépendantes, on obtient ainsi que X% ~ Gamma (g, %) et a ainsi pour densité

“ THEOREME 5.12

Soient X, . .., X, des variables aléatoires indépendantes telles que X; ~ N (j;, 07) alors

i=1

ixi ~ N (i%i”f)
i=1 i=1

Démonstration. On commence par le cas facile oit X ~ N(0,1) et Y ~ A(0,¢?) alors par le produit de
convolution on obtient

—y)? 1 y2 ]/2 22y ZZ
_ - [,2 — - _J _J s A
fr(z /fxz Yfx(y)dy = /27we =T dy /11127wexp< 202 272 2)dy'
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L’idée est maintenant de réécrire les termes a l'intérieur de 1’exponentielle, si on définit v de telle sorte que

1—1+i—02+1 e v=—0
v2 o2 g2 ‘ Vit o?

alors

%;+§—zy: 21? (yz_zvzzy> _ 21? <y2—2vzzy+v4zz—v4z2) _ % (y_VQZ)Z_%.

Ainsi, en rentrant cela dans le calcul de densité, on obtient

2
_ 1 222 (y —v?2)
fxex(z) = e T RSP < o2 dy.

Maintenant, on sait que
2

2
W=v2)"\ o _ 5
/]Rexp (—21/2 dy = v2mv
ce qui donne

fxiy(z) = \/%Zexp (—222 (1 —1/2)> .

Avec la définition de v, on obtient

fx+y = ;exp (Z22>
V214 02) 2(1402)

etainsi X +Y ~ N (0,1 + 0?).
Pour X ~ N (pi1,0%) et Y ~ N (pp,03) alors on a

Y*]/lz
01

Xf
X+Y:01< Uy1+ )+pt1+]42.
1

. X_Vl Y—]JZ o3 s :
Mais == ~ N(0,1) et =2 ~ N <0, U%) , et par ce qu’on vient de prouver

0.2
X+Y ~ N (0,1+U§ +y1+yz~N(}41+}42,012+022).
1

On obtient le résultat pour n variables gaussiennes par récurrence immédiate. O

EXEMPLE 69. Un objet financier a pour prix S(n) lors de la n-iéme semaine. Un modele pour l’évolution de
ce prix est la suivante

S(n)

Sn-1)" log\ (1, %) et sont indépendants entre eux.

Calculons la probabilité que le prix croisse lors de la premiere et deuxieme semaine. Pour la premiére se-
maine, on cherche donc

5(1) _ 5(1) _ 2 _o(H
]P(S(O)>1> —IP(ln<S(O) >0) =P (N (%) >0) _cp(a).
Pour que le prix croisse lors des deux premieres semaines, par indépendance des ratios des prix entre chaque
semaine, on obtient la probabilité & (%)2

Calculons maintenant la probabilité que le prix soit plus élevé apres deux semaines. Ce n’est pas la méme
chose car le prix pourrait décroitre lors de la premiére semaine puis croire fortement lors de la deuxiéme
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semaine. On cherche donc

P (5o >1) =p(Sohss > 1) —p (n (55 +1 (55)) »0) ~p@ +z>0)

avec Z; et Z deux variables gaussiennes ( U, (72) indépendantes. Ainsi,

5(2) 2 V2
P25 >1) =P (N (202) > 0) = [ YE ).

( 50) > ) N (2u,20 ) > -

On peut aussi faire une opération similaire au produit de convolution dans le cas discret.
“ THEOREME 5.13 ©

Soient X ~ Poi(A1) et Y ~ Poi(A;) avec X et Y indépendantes alors X + Y ~ Poi(Aq + A;).
Démonstration. On commence par écrire

n

n )\k /\nfk
PX+Y=n)=)Y PX=kY=n—k =Y PX=KP(Y=n—k =) eMdet 2 __
k=0 k=0 k! (n—k)'

On réarrange les termes pour écrire

noAKALTR e M Ly (A + A)"
—_ — o (MtA 12 _ kyn—k _ —(A+A 1 2

5.3 Distributions conditionnelles

P(ENF)
P(F)

On rappelle que pour deux événements E et F, nous avions défini P(E|F) = . Dans le cas discret,

on peut alors définir la distribution conditionnelle de la fagon suivante.

“ DerNITION 5.14 ¢
Soient X et Y deux variables aléatoires discretes alors la loi de probabilité conditionnelle de X sous Y = y

est

pxy(xly) =P (X=x|]Y =y) = TW

On peut aussi définir la fonction de répartition conditionnelle de X sous Y = y

fxy(xly) =P (X< x[Y =y).
On remarque que si X et Y sont indépendantes alors

pxy(xly) = ]P(XIP?Yx':Yy): v PX= xiPIP(Y =Y (Y =y) = P(X = x) = px(x).

Ainsi la distribution conditionnelle de X sous Y = y est simplement la distribution de X.
EXEMPLE 70. On donne la loi jointe de X et Y par

pxy(0,0) =04, pxy(0,1) =02, pxy(1,0)=0.1, pxy(1,1)=03.
Quelle est la loi de X conditionnellement a Y = 1? On peut calculer

_ pxx(x1)
Px\Y(x|1) = XPT{T
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On commence par calculer py(1) en sommant sur les valeurs possibles de X,
py(l) = pxly(o, 1) + ery(l, 1) =024+03=05.

Ainsi, on calculer

_pxx(01) _ _opxx(1,1)
pxy(0[1) = % =04, pxy(11) = % = 0.6.

EXEMPLE 71. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ Poi(A1) et Y ~ Poi(Ay).
Calculons la loi de X conditionnellement a X + y = n.
PX=kX+Y=n) PX=kY=n—k) PX=kP(Y—-n—k)

PX=kX+Y=n)= PX+Y=n) - P(X+Y =n) - P(X+Y =n)

Comme on sait que X+ Y ~ Poi(A1 4+ Ay), on obtient

Ak Ak al n A k A n—k
= Y — — 7)‘171 7)\2 2 N /\]4’/\2 — 1 2 .
P(X = kX + n)=e e (i (A1+A2)”e A R

Et ainsi on obtient que la loi de X conditionnellement a X +Y = 7 est une loi binomiale de parametres
A
(”f PYED R )
On peut définir la méme chose dans le cas continue en remplagant la loi de probabilité par la densité.

a . a
DEFINITION 5.15
Soient X et Y deux variables aléatoires de densité jointe fx y alors la densité conditionnelle de X sous
Y =y, si fy(y) # 0 est définie par
fxx(x,y)
xly) = —=———.
fax(xly) = =725

On retrouve la fonction de répartition conditionnelle de X sous Y = y par

Fxy(ely) = P (X<xlY =) = [ fy(uly)du

On remarque que méme si P(Y = y) = 0 car Y est continue la définition a du sens (du moins que
fy(y) > 0). On peut le voir formellement en se rappellant de la définition formelle de la densité en écrivant

Fery(xly)dx = fox(xy)dady  P(x <X<x+dx,y <Y <y+dy)
| Fy)dy Py <Y <y+dy)

=Px < X<x+dxly<Y<y+dy).

EXEMPLE 72. On considere deux variables aléatoires X et Y de densité jointe

e_y

e
fX,Y(x/]/) = ]lx>0]1y>0'

Calculons P(X > 1Y = y). On commence par calculer la densité marginale de Y, on a

_X
1o e vV

y

—+o00
dx=e7Y {—e_ﬂo

fuly) = [ fox(xyax = [

- e_y1y>0.

On remarque ainsi que Y suit une loi exponentielle de parametre 1. Maintenant, on peut calculer la loi de X
conditionnellementa Y = y eton a pour x,y > 0,

fxpy(xly) = ij’ci((};)y) = Ky = e iyl
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Ainsi conditionnellement a Y = y, X suit une loi Exp(y). On peut maintenant calculer la probabilité voulue,

"too oo e_§ _
PX>1Y=1) = / Fqy (xly)dx = / o= e
J1 J1
On peut aussi avoir des lois discretes et continues ensemble.
“ DERINITION 5.16
Si X est une variable aléatoire de densité fx et N une variable aléatoire discrete de loi py alors la densité

conditionnelle de X sous N = nsi P (N = n) # 0 est

fxn(xln) = P (N = n[X = x) m))_

EXEMPLE 73. On a n + m épreuves indépendantes avec une probabilité de succes X avec X ~ Unif(0,1).
Calculons la distribution conditionnelle de X sachant quil y a eu n succes. S5i X = x alors le nombre de
succes N suit une loi binomiale de parametres (1 + m, x) alors la densité conditionnelle devient

=n =y x n+m AN — x)m
fX\N(x|n) = ]P(N _]P(I|\>I(: n))fX( ) = ( ]P)( (1 1’1) ) To<r<t-

On remarque que 'on a pas besoin de calculer P(N = n) car cela ne dépend pas de x et on sait que
Jr fxin(x[n)dx = 1 ainsi on a nécecssairement

P(N=n) = /01 (n+m>x”(1 —x)"dx.

n
Ainsi, cela donne

x"(1—x)™ T(n+m+2)

Fn () = — = - x (ntm+1)!
o x"(1 — x)mdx (n+1)T(m+1)

n'm!

"1—x)" = 21— x)"

ot on a utilisé la formule (4). Cette distribution est appelé une loi Beta de parametre (n +1,m + 1).

5.4 Changement de variables

Similairement au cas d’intégrales multiples, nous avons un théoréme de changement de variables pour
les variables aléatoires continues qui nous permettent de calculer des densités.

“ THEOREME5.17
Soient X1, Xy, ..., Xy n variables aléatoires conjointement continues de densité fx, x,. Si on définit,

Yl = gl(Xll- o .,Xn), Yy Yn = gn(Xl,. 0 .,Xn)
et si on suppose que le systeme d’équations

ylzgl(xlx--~/xn)/ xlzhl(]/lr---/yn)/

Yn = Zn(X1,- -, %n)- X =hu(Y1,. .-, Yn)-
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On suppose aussi que les fonctions g, . .., g» sont dérivables et que leurs dérivées partielles de premier

ordre sont continues et que

9 )
J(x1,...,xn) = det : L0

9 9

agT;’(xl,...,xn) %(xl,...,xn)

Alors on peut écrire la densité jointe de Yy, Y, par

1
seeorYn) = h yeeoy n/'-'/hi’l s Yn
ler---rYﬂ (]/1 Y ) |](hl (y1/ - ry‘rl)r - ~/hn(y1/ . ,yn))|fx1,---,xn ( 1(]/1 Y ) (]/1 Yy ))

avec x; = hi(y1,.- -, Yn)-

EXEMPLE 74. Soit (X1, Xy) de densité fx, x, et Y1 = X; + X et Yo = X; — Xp. Calculons la densité de (Y1, Y>).
Nous avons

Y1 =g1(X1,X2), Yo =4g2(X1,X2) avec gi(xy,x2) =x1+x2 et g(x,x2)=x —x.
Nous avons le systeme d’équations

{ Y1 = x1+x2, @{ x1 = B2 =y (1, 1),

Yo = X1 — X2 xp =152 =y (y1,).

On calcule les dérivées partielles de g1 et g» eton a
0x,81(x1,%2) = 1 = 0x,81(x1,%2) = 0x,;82(x1, X2) = —0x,82(x1, X2).
Ainsi, le jacobien est donné par

1

1 . = —1—-1= —2 % 0 pour tout x1, xp € R.

](xl,xz) = det [

On obtient finalement la densité jointe de Y7 et Y5,

272

1 —+ - 1 + —
. y2) = mfxl,x2 (]/1 > LA L 5 ]/2> - §fX1,X2 (3/1 Y2 N ]/2) '

Par exemple si Xj et X, sont deux variables uniformes sur (0, 1) et indépendantes alors on a
x1 €(0,1), %€ (0,1) ©y1+y2€(0,2), y1—y2€(0,2).

Y2

1 n
Y, = 510<y1+y2<210<y1—y2<2
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Si X et Xp sont indépendantes et X; ~ Exp(A1) et Xo ~ Exp(A2) alors on obtient la densité

AMAy (41—
fY1,Y2(y1ry2) = Te e an y2)1y1+y2>01y1*y2>0

MA2 (At A0)yr - (-2
- Te Pirtanes(h 2)y2]1y1+y2>0]1y1*y2>0

Si X; et X, sont deux variables normales centrées réduites indépendantes alors

[ ( ) = 1 ei(ylgyz)z 1 o
Y1,Y2 Y1, Y2 2\/277_[ \/ﬂ 4n

1 15 1 _%
= —e 4 ——¢ 4,
Varr Varr

Ainsi, Y1 et Y, sont indépendantes et Y1, Y, ~ N(0,2).

US| exp (_y% _ yj _ 2y1y2 yj B yj n 2y1y2>

EXEMPLE 75. On suppose que X ~ N(0,1) et Y ~ N(0,1) et on regarde le point (X,Y) dans le plan en
coordonnées polaires. On a bien sur R = VX2 + Y?, pour l'angle 6 il faut faire un peu attention car la
formule dépend des coordonnées du point (X,Y),

Y
N2 .(X/Y) ForX>0,Y >0: 9:arctan(%)
R For X < 0: 6:arctan(%) + 7T
9 ForX>0,Y<O0: 9:2n+arctan(%)
- b
X

Regardons pour l'instant, le cas ou X > 0 et Y > 0, c’est-a-dire § € (0,5).Ona

R = gl(X/Y) = \/W, 0 = gZ(X/Y> = arctan (i) .

On sait que
X =Rcos(f) =h1(R,0), Y =Rsin(f) = h(R,0).

On calcule les dérivées partielles de g1 et de g»

X Yy

o g1(x,y) = \/TTyZ' Ix,81(x,y) = W'
— X
0 &2(x,y) = ﬁ/ 0x,82(%,y) = 217

SiX > 0etY > 0les dérivées existent et sont continues et ainsi on peut calculer le Jacobien

S e
J(x,y) = det [_ry ;] = r3y =7 # 0.
2 7
Or on a la densité conditionnelle
Fxy () Lis0,y>0 2 242
= e = — 2
fx/y(x,y|x > O,Y > O) IP(X S0Y> 0) 4fxry(x,y) ne .

Le changement de variable nous donne donc

2 2
fre(r,0]X>0,Y >0) = —re” T1olocp<on
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On peut calculer de méme

2 2
fR,Q(l’,9|X >0,Y < 0) = ;re 2 ]1r>0]13Tﬂ<9<27T’

2 2
fro(r, 01X <0) = —re” 21n0lx g o

Finalement, avec la loi des probabilités totales, on obtient

1 _2
fro(r,0) = 5Lre ? 1,>0lo<g<2r-

On remarque ainsi que R et 6 sont indépendants et 6 ~ Unif(0,27). On appelle la loi de R la loi de Rayleigh.
Si on avait plutot regardé la loi jointe de (R, 9) alors le jacobien serait devenu

](x/y):det[ Yy X

Et la densité finale serait alors 1
_d
frep(d, 0) = et Ly>0lo<g<on-

R? et 0 sont bien sur toujours indépendants mais cette fois R> ~ Exp (%) . Cette observation nous permet de
simuler des variables aléatoires gaussiennes a partir du moment ot1 1’on sait simuler des variables uniformes
entre 0 et 1. La premiere observation est que —2In(U) ~ Exp (%) si U ~ Unif(0, 1), en effet pour x > 0,

Nl=

P(2In(U) <x)=P(U<e 2)=1—e"

qui correspond a la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre % Ainsi si Uy et Up sont
deux variables uniformes entre 0 et 1 indépendantes alors on peut poser

R? = —2In(U;) et 6 =210,

de telle facon que X; = Rcos(6) et X, = Rsin(f) sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes.
On veut donc poser

X1 =1/—2In(Uy) cos(2ntU,), Xz =4/ —21In(U;)sin(27tU;)
et on vient de voir que X1, Xz ~ N (0,1) et X; et X, sont indépendantes.

EXEMPLE 76. Soient X1, X, X3 trois variables aléatoires indépendantes normales centrées réduites. Donnons
la densité jointe de Y1, Y, Y3 avec

Y1 =X1 +X2+X3, Yr=X; =X, Y3=X;—Xs.
On a les fonctions
g1(x1,x2,x3) = x1 +xp +x3,  2(X1,%2,X3) = x1 — X2, g3(%x1,X2,¥3) = X1 — x3.

On peut résoudre le systeme,
— htyptys
Y1 = X1+ X2+ x3, 1= 3 = h1(y1,¥2,¥3),
2+
Y2 = X1 — X2, = xp = B2 = o (yy,y0,13),

=x; —Xx -2
Bp=n-— x3 = BB = 3 (y1, y2, 1)-
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Toutes les dérivées de g; sont constantes donc bien continues et on calculer le jacobien

1 1 1
1 -1 1 1
J(x1,%0,x3) =det|1 -1 0| =1- -1 =3+#0.
10 -1 1 0 1 -1
Finalement, on obtient la densité
1 1+y2+ys y1—2y2+Yys y1+y2—2ys3
s Wiy, y3) = gfxl,xz,x3 (y ys LEN g LEN y3 i >

avec la densité jointe de Xj, X, X3 donnée par

2,242
1 B xq +xz+x3
e 2

X1, X2, X3\ X1, X2, X3) =
fl/ 2 3( 4 4 ) (27_()%

On veut donc développer
(y1+y2 +3)* + (y1 = 22+ y3)* + (y1 + y2 — 293)* = 3y7 + 63 + 643 — 612y3.

Finalement, on obtient

LYY (W1, Y2, ¥3) =
s 3(2m)?

Les variables aléatoires ne sont donc pas indépendantes.
EXEMPLE 77. Soient Xy, ..., X, des variables indépendantes Exp(A) et on consideére
Yi=X1+---+X;.

On sait déja que comme X; ~ Gamma(1,A) alors Y; ~ Gamma(i, A). Mais calculons maintenant la densité
jointede Yq,...,Y;.Ona
Yi :gi(XlI---/XH) :Xl + - —f—Xl

De plus, on peut résoudre le systéme

yl:xlf xlzyl:hl(ylr-“/yn)/

Y2 = X1+ X2, X2 =vo—y1=m1,.--,Yn)

. <~ .

Yn=x1++x4 XZZyn—yn—1=hn(y1,.-.,yn)

On calcule le jacobien facilement,

0 ... 0
11 0 ... O

J(x1,...,xy) =det | 1 =1#0
11 1 ... 1

otli on a calculé le déterminant car la matrice est triangulaire inférieure et le déterminant est donc les produits
des éléments diagonaux. Maintenant, on sait que la densité jointe des X; est

n
le,...,Xn (-xlr ey xn) = HAei/\Xiﬂxi>O
i=1
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ce qui donne par le changement de variables, avec la convention yy = 0,

AV (yi—y

fY Y (y1,--- ,yn H)\e vi- y yi,1>0:/\ne L iy 1)10<y1<y2<~~<yn
= Ae=Mnq

0<y1<y2, " <Vn*

Si on veut retrouver la loi marginale de Y, (que 1’on connait déja), on peut le faire en intégrant une par une
les variables.

v _

Mo Yu (Y2, Yn) :/ Ae™ Mgy, <y, dyr = A'yge WM lgoy, < <y,
V3 n

f Yn(y3r . ryn / A”yze Ay ]10<y3< <yndy2 A2 3 —My ]10<y3<‘“<y~,,/

Yn yn:% B Al n—le—/\yn
fYn(yn) = /0 A" (n n_z)!e /\yn]lyn>0dyﬂ*1 = %1%00

qui correspond bien a une loi Gamma(n, A).

6. ESPERANCE MATHEMATIQUE

On rappelle la définition,

E[X] = /]R xfx(x)dx dans le cas continu, E[X] =) xpx(x) dans le cas discret.
X

Nous allons voir plusieurs propriétés de 1’espérance dans cette section.

“ THEOREME 6.1 ©
SiP(a<X<b)=1lalorsa<E[X] <D

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas continu, on peut écrire

E [X] = E [X1,<x<p] = /IRX]lagxgbfx(X)dx = /ah xfx(x)dx

Maintenant, on peut borner

/xfx /fx dx—a/fx
[ e <o [ wax=o [ o

De méme,

“ THEOREME 6.2 <
Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes de loi jointe px y alors

=YY s(xy)pxy(xy).
R

Si X et Y sont deux variables aléatoires continues de densité jointe fx y alors

— //]Rz g(x,y) fxy(x,y)dxdy.
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Démonstration. Développons la preuve dans le cas continu et commengons par le cas ou1 g est positive. On a
déja vu que

ElgoY) = |

[ P(e(X,Y) > Hat = /O / /g oy Y0y drdlyde = /0 /R /R g5t oy (%, y)dxdydt.

On échange 1'ordre d’intégration, pour écrire

Bl [ f [ sentirtstisay [ [ [ i
= /], 8t fx (x,y)dxdy.

Pour g une fonction quelconque, on réalise la décomposition g = g7 — ¢~ O

EXEMPLE 78. On considere une route de longueur L. On suppose qu'un accident a lieu sur la route avec
une loi Unif(0,L) et de méme une ambulance se trouve sur la route selon une loi indépendante Unif(0,L).
Calculons la distance moyenne entre une ambulance et ’accident. En dénotant X la distance sur la route de
l'accident et Y celle de ’'ambulance, on cherche a calculer

1
E[IX-Y|] avec fxy(x,y) = §n0<x<L]lO<y<L-

Ainsi, on calcule

1 L L
BIX=Y[ =5 [ [ Ix—yldvdy

et on commence par calculer I'intégrale intérieure

1 (L 1 g 1 (L 1 (y—x)21Y 1 (x—y)zL
ﬁ/o x—y|dx—L2/O(y—x)dx+L2/y(x—y)dx—Lz{— 5 ]O—FLZ{ > L
2 2
y Ly
2L2+ 2

Maintenant, on finit en intégrant ceci par rapport a y et on obtient

L1 /12 1 /13 13 13 L

Nous avons déja vu la linéarité de 1'espérance dans le cas discret mais ceci marche pour toute variable
aléatoire.

“ THEOREME 6.3 ©
Si X et Y sont deux variables aléatoires d’espérance finie alors

EX+Y]=E[X+E[Y].
Démonstration. Faisons le dans le cas continu, on écrit
EX+Y] = [[ crpfirxydedy = [[ xhoeydydr+ [ yfoy)dsdy

= /IRXfx(x)dH /IRny(y)dy
= E[X] + E[Y].
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Cela nous donne que l'espérance d’une somme finie de variables aléatoires est la somme des espé-
rances. En revanche, le résultat pour une somme infinie n’est pas vrai, on n’a pas toujours

[e0)

2 Xi

i=1

(o]

=Y E[X].

i=1

E

Il y a cependant des cas ol on peut le faire
— SiP(X; > 0) =1 pour touti € N.
— SIER E[|X]] < oo

EXEMPLE 79. Soient Xy, ..., X;, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées d’espé-
rance y. On définit la moyenne empirique de I’échantillon

On remarque alors que

1 1 1
nZXi] gZE = =

i=1 i=

On peut aussi utiliser la linéarité de 1’espérance pour retrouver la moyenne d’une loi binomiale par
exemple. On rappelle que X ~ Bin(n, p) correspond au nombre de succes sur n lancers avec probabilité p
de succes. Si on définit la variable aléatoire

X 1 sisucces au i-iéme lancer,
0 sinon,

alors on peut écrire X = }_I' ; X; et ainsi comme E [X;] = p alors

EXEMPLE 80.On a N types de cartes a collectionner qui ont toutes la méme rareté. Calculons le nombre
moyen de cartes a rassembler pour toutes les obtenir.
Soit X ce nombre, 1'idée est d’écrire X = X; + - - - + Xy avec

X1 : nombre de cartes a rassembler pour obtenir un type de cartes,

Xz : nombre de cartes a rassembler apres X; pour obtenir un deuxieme type de cartes,

X; : nombre de cartes a rassembler apres X; + - - - + X;_1 pour obtenir un i-ieme type de cartes.

En particulier, on remarque que X; = 1. Si on possede i types de cartes alors, on remarque que

< k=1 .
1 N —1i
P(Xiy1 =k) = <N> N

car cela veut dire que les k — 1 premiéres cartes rassemblées ont été choisies parmi les i types déja connus et la

k-ieme a été choisie parmi les N — i types pas encore découverts. On reconnait donc une loi géométrique de

parametre ! et on sait donc que E[X;] = I\l ;. Cela nous donne finalement par la linéarité de 1'espérance
N N N1
ERL&+N1+N2+m+N—N<gi>
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En particulier, on remarque que lorsque N est grand, on a I'équivalence
E [X] ~ NIn(N).

On peut aussi utiliser les probabilités et les propriétés de 'espérance pour résoudre des problemes dé-
terministes comme dans 1’exemple suivant.

EXEMPLE 81. On considere 52 arbres mis en cercle et on suppose que 15 écureuils vivent dans ce bosquet.
Montrons qu’il existe 7 arbres adjacents ot vivent 3 écureuils au moins.

On commence par tirer un voisinage de 7 arbres au hasard et on définit X le nombre d’écureuils qui
vivent dans le voisinage et on définit

X 1 silei-ieme écureuil vit dans le voisinage,
i— .
0 sinon.

Alorsona X = YP X; et E[X] = L1, E[X;]. On remarque alors que E[X;] = Z et ainsi

_15x7 105

EX] = = —§>2.

Si tous les voisinages avaient moins de deux écureuils alors X < 2 mais alors nous aurions E[X] < 2 or nous
avons E[X] > 2 donc il existe au moins un voisinage avec au moins 3 écureuils.

“ THEOREME 6.4
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et 1 et ¢ deux fonctions alors

E[g(X)r(Y)] = E[gX)]E [k(Y)].

Démonstration. On suppose que X et Y sont conjointement continues alors
EO0RY] = [ [, 8h) frx(xy)drdy = [[ | (e)nly) () fy(v)dady

= (W) (frnwa)

= E[g(X)JER(Y)]-

“ DerNITION 6.5
La covariance de X et Y est définie par

Cov(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y]

“ THEOREME 6.6 =

Si X et Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) = 0. La réciproque est fausse.

Démonstration. On a déja vu que si X et Y sont indépendants alors E[XY] = E[X]E[Y] et ainsi leur covariance
est nulle. Pour voir que la réciproque est fausse, regardons 1’exemple suivant. On définit

X IP(X:O):IP(le):IP(X:—l):%
et
Y_{o $iX #0,
1 sinon.

On voit alors que XY = 0 et ainsi E[XY] = 0 et de plus E[X] = 0 donc on a bien E[XY] = E[X]E[Y] = 0 et
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Cov(X,Y) = 0. En revanche, X et Y ne sont pas indépendants pour le voir on peut calculer

1 . 1 1
P(Y=1X=0)=P(X=0)=z mais P(Y=1P(X=0)=z=.
O
“ THEOREME 6.7 <
— Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
— Cov(X,X) = Var(X).
— Cov(aX,Y) = aCov(X,Y).
— Cov (T X DLy Yy ) = Ky Ty Cov(X,, ).
Démonstration. On voit facilement que
Cov(X,Y) = E[XY] — EX]E[Y] = E[YX] — E[Y]E[X] = Cov(Y, X).
De plus
Cov(X,X) = E[X?] — E[X]? = Var(X).
Aussi,
Cov(aX,Y) = E[aXY] — E[aX]E[Y] = aE[XY] — aE[X]E[Y] = aCov(X,Y).
Finalement, en dénotant y; = E[X;] et v; = E[Y/]
n m n n m m n m
Cov <2Xi, ZY]) =E <2Xi =Y Hi Yy Y- Z%‘) =E|) ) (Xi—u)(Yj—v)
=1 j=1 i=1 =1 j=1 j=1 i=1j=1
n m
=Y Y E[(X;—wm)(Y;—vj)]
i=1j=1
n m
= Z Z COV(XZ,Y])
i=1j=1
O

EXEMPLE 82. Montrons que la moyenne empirique X et X; — X sont décorrélées pour Xj, ..., X, un échan-

tillon de variables aléatoires i.i.d d’espérance u et de variance o i.e.

Cov (Xz - )_(, )_() =0.

On commence par calculer

- _ - 14 _
Cov (X; — X, X) = Cov(X;,X) — Cov(X,X) = Cov (Xi, - Z%x]) — Var(X)
]:
Or, on a
- 13 1 n o2
Var(X) = Var ( in) = — Var ( Xi) =,
i3 n? i=1 n
Finalement,
R o> 1, o2
Cov (X;, X —i—X) E];COV(XI,X]) == 0.
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“ THEOREME 6.8
Soient X3, ..., X, n variables aléatoires alors

n n
Var (Z Xl-) =) Var (X;) + )_Cov(X;,X;).
i=1 i=1 i

5i Xy, ..., X, sont indépendantes deux a deux alors

Var (ixl) = i;Var (X;) .

Démonstration. On utilise le théoréme précédent pour écrire
n n n n n
Var [ ) X;| =Cov [ ) X;, ) X;j| =) Cov(X;X;) =) Cov(X;,X;)+ ) Cov(X;X;)
i=1 =1 j=1 ij=1 i=1 i

n
=) Var(X;) + ) _Cov(X;,X;).
i=1 i#]

Si X; et X; sont indépendants deux a deux alors Cov(X;, Xj) = 0 pour i # j et ainsi
n n
Var 2 X | = ZVar(Xi).
i=1 i=1
O

EXEMPLE 83. On considere X une variable aléatoire binomiale de parameétre (1, p) alors on peut écrire X =
Y1 Xi avec X; = Lgyeces au i-ieme lancer- COmme les lancers sont indépendants on a alors

n

Var(3) = 1 Var() = 1 (B[] ~ BIXJF) = n(p — %) = mp(1 ).

EXEMPLE 84. On définit la variance empirique pour un échantillon Xy, ..., X, des variables aléatoires i.i.d
telle que IE[X] = u et Var(X) = ¢2 par

$? = ! f(Xi —X)? avec X= 1 iXi.
n—-135 =
Calculons E[S?], on a
n n n n n
(n-1)s* = i;(x —i=X)?= Z;(Xi —ptp—X)? = ;(Xi —u)? +l;(>'< —1)? = 2(X—p) ;(Xi — 1)

Or,ona} ! ;(X; — u) = nX de telle sorte que 'on peut écrire

n n
(n=1)8* =} (Xi =) +n(X=p)* = 2n(X = p)? = 3 (X; = p)* = n(X = p)*.
i=1 i=1
En prenant I’espérance et en utilisant les propriétés de la variance de la somme variables aléatoires indépen-

dantes
E [(n — 1)82] = no? — n Var(X).

Finalement,

E {Sz} = %(H(Tz —0?) =2
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“ DerNITION 6.9 <
On définit le coefficient de corrélation par

Cov(X,Y)

pX.Y) = Var(X)Var(Y)

“ THEOREME 6.10
On a toujours —1 < p(X,Y) < 1.

Démonstration. On dénote Var(X) = o et Var(Y) = 0Z. On a alors

Var (X + Y) =0
Ox oy

et en développant

X Y Var(X Var(Y Cov(X,Y
Var(+> = g )+ g )+2 v(%.Y) =2(1+p(X,Y)).
ox 0Oy oy oy oxoy
Ainsi,
Var (X + Y) >0 p(XY) > —1.
Ox oy
De méme,

Var <X - Y) >0<=2(1-p(XY)) 20« p(XY) <1
0Ox oy

O

On verra que Var(X) = 0 implique que X est constante avec probabilité 1. Ainsi, par ce que 'on a utilisé
dans la preuve ci-dessus,

X Y
p(X,Y) = —1 = Var < +) —aeY=-"X+a
Ox oy ox

De méme,

pXY)=1=Y=2X+a
ox

Ceci correspond aux cas extrémes mais on voit ainsi que si p(X,Y) > 0 alors si I'un augmente, l'autre a
tendance a augmenter aussi. Si p(X,Y) < 0 alors si 'un augmente, l’autre a tendance a diminuer. Enfin si
p(X,Y) = 0 les deux variables aléatoires sont décorrélées (mais attention, elles ne sont pas nécessairement
indépendantes).

6.1 Espérance conditionnelle

Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes, on a défini si py(y) # 0,

pxv(aly) = XD p(x = s =),

Dans le cas continu, on a définit si fy(y) > 0,

_ fxy(ny)

fX\Y(x|y) fY(y)

Cela nous pousse donc a la définition suivante de 1’espérance conditionnelle.
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“ DEFINITION 6.11 “*

Si X et Y deux variables aléatoires discrétes, on définit 'espérance conditionnelle de X sous Y = y, si
P(Y=y) >0,
EXY=y]=) xP(X=x|Y=y) =) xpxy(xly).
X X

Si X et Y sont deux variables aléatoires continues, on définit I’espérance conditionnelle de X sous Y =y,

si fy(y) >0,
—+00
BX)Y=y]= [ xplxlydx.

EXEMPLE 85. Soit X ~ Bin(n,p) et Y ~ Bin(n, p) deux variables aléatoires indépendantes. Calculons
E[X|X+Y = m]. On commence par écrire

PX=kX+Y=m) PX=kY=m—-k) PX=kP(Y=m-—k)
PX=kX+Y = m) = PX+Y=m)  PX+Y=m)  PX+Y=m)

On peut calculer

P(X+Y =m) = iIP(X—l—Y:m,X:k): f]?(x:k,yzm—k): i]P(X:k)]P(Y:m—k).
k=0 k=0 k=0

Ainsi, on obtient
& n n— n m— n—m m m-—n & n n
POy =m) = 3 (F)pta—prt (7 )t sy (1) (1)
k=0 k=0
Zn m n—m
—( )P (1—p)>—m.

m

Ainsi,
(P —p)" )P A=) () ()
Grypm(1— )2 G-

Ainsi, on voit que la loi de X sous X +Y = m est une loi Hypergéométrique de parametre (m,n,2n). On

connait ainsi son espérance et on a

mn _m
EXX+Y=m]=—-—=—.
XX+Y=m]=70" =3
EXEMPLE 86. On considere X et Y de densité jointe,
e_ie_y
fxx(xy) = Ly>o1y>0-

Calculons E [X]Y = y], on a déja calculé

X

e v
fxy(xly) = 7]1x>o-

et
fr(y) = e 1yso.

On peut donc calculer

(e8] efy
E[X|Y:y]:/0 oy =y

Tout comme on a vu que la probabilité conditionnelle est une vraie probabilité, I’espérance condition-
nelle est une vraie espérance et les théorémes que 1'on a vus sont aussi vrais. Par exemple, on a le théoréeme
suivant,
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“ THEOREME 6.12
On a
n n
EYX|Y=y| =) EX|Y=y
i=1 i=1

et si ¢ est une fonction alors

Yx 8(x) pxpy (x]y) dans le cas discret,

EgX)|Y=y]= ,
f g(x) fxy(x|y)dx  dans le cas continu.

Ici on a définit une fonction h(y) = E [X]Y = y]. On peut alors mettre Y en argument de cette fonction et
on dénote ceci E [X|Y] := h(Y). En particulier, cette fonction est aléatoire méme si c’est une espérance! On
se donne connu la variable aléatoire Y et on calcule alors 1’espérance de X sachant Y.

“ DeFNITION 6.13 <
Si on pose h(y) = E [X|Y = y] alors on définit

E [X]Y] = h(Y).

“ THEOREME 6.14 *
Si X et Y sont deux variables aléatoires alors

Cela s’écrit
E[X]Y=y]P(Y=y) dansle cas discret,

E[X] =
fj’;o E[X|]Y =y] fy(y)dy dans le cas continu.

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas discret,

Y EX]Y=y]P ZZx]P =x[Y=y)P(Y=y)=)_ ) xPX=x,Y=y)

Y y x

EXEMPLE 87. Un homme saotl veut rentrer chez lui : il voit trois chemins. Le premier met 3 minutes et il
rentrera chez lui, le deuxieme met 5 minutes et revient au point de départ, le troisiéme met 7 minutes et
revient au point de départ. S'il revient au point de départ, il a oublié ce qu'il a fait et reprend un chemin au
hasard. En moyenne, combien de temps met-il a rentrer chez lui?

Maison

5min

On définit X le temps de trajet et Y le numéro du premier chemin choisi, par la loi des probabilités totales,
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on peut écrire
E[X] = E[EX]Y]] = E[X]Y =1]P(Y = 1) + EX|]Y = 2]P(Y = 2) + E[X|Y = 3]P(Y = 3).

Maintenant, on a E[X|Y = 1] = 3 puisque qu’on sait qu’il va rentrer chez lui en 3 minutes. Ensuite on a
E[X|Y = 2] = 5+ E[X] car il va marcher pendant 5 minutes puis revenir au point de départ et il devra
encore faire le chemin pour rentrer chez lui. De la méme fagon, on a E[X|Y = 3] = 7 + E[X]. Finalement, on
a

E[X] = % (154 2E[X]) <= E[X] = 15.

EXEMPLE 88. Soit N une variable aléatoire discrete d’espérance E[N] et soient Xj, ... une famille de va-
riables aléatoires i.i.d d’espérance p et indépendantes de N. Calculons IE {Zﬁl X,}. On somme donc un
nombre aléatoire de variables aléatoires et on prend ensuite I’espérance. On commence par écrire

N N +o00 N 400 n
E|YXi|=E|E|YX)N||=)Y E|}Y X(|N=n|P(N=n)=)_ ) E[X/IN=n]P(N=n).
i=1 i=1 n=1 |i=1 n=1i=1
On utilise maintenant I'indépendance des X; et de N pour écrire
N +o00 n +00
E|Y Xi|=Y YEX]P(N=n)=) nuP(N=n)=E[N]u.
i=1 n=1i=1 n=1

Dans ce calcul, on a calculé h(n) = E [Zﬁl X;IN = n} = ny et ainsi on obtient que

N

2 Xi

i=1

E N

EXEMPLE 89. On considere la densité jointe

_ 1 1 x=ux\ , (y=my\" (=) —py)
fX'Y<x,y)_2ﬂﬂxﬁymeXp< 2(1—p2) (( (%°¢ ) +( 0y > 2P Ox0y >>

Calculons Corr(X,Y) = CO(Z((‘);Y) = E[X;](X X% On a vu dans une feuille d’exercice que la loi de X condition-

nellement a Y = y est donnée par N/ (ptx + o (Y =y, oZ(1— pz)) et que la loi marginale de Y est une
N (py,0%).Orona

E(XY] = E[EXY|Y]] = [ EXY]Y = ] fy(y)dx
et
EXY[Y=y]=EXy[Y=y]=yEX]Y =y] =y <#x + p(%(y - yy)) -
Ainsi,
E [XY|Y] = Yux + p%(Yz — pyY)
et finalement

1% 1%
E [XY] = pypx —O—pa—i (]E [Yz} — y%) = Uypx +'D£ Var(Y) = pypix + poxoy.

Ainsi,
Corr(X,Y) = EXY =y
Ox0y

EXEMPLE 90. On peut aussi utiliser I’espérance conditionnelle pour calculer des variances. Par exemple si
N ~ Geo(p), recalculons la variance de N. On rappelle que N correspond au nombre d’épreuves pour
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obtenir un succeés ainsi si Y = Ly remier lancer est un succes, ON peut calculer
E[N] =E[E[N]Y]].

Maisona E [N?|Y =1] = 1et E [N?|Y = 0] = E [(1 4 N)?] car si la premiere épreuve est un échec, alors
on est revenu au point de départ. Ainsi, on a

E[N2[ = 1xP(Y =1)+F |(1+N)?| P(Y=0) = p+ (1 - p) + (1 - p)E[N? +2(1 - p)EIN]

D’ou,

E{Nz} :;19+2(1—P) _2-p

Finalement,

Var(N) = E [N?] — E[N]” = 1=r

EXEMPLE 91. Soit U ~ Unif(0,1), on suppose que la loi de X conditionnellement a U = p est Bin(#n, p).
Quelle est la loi de X?
On va conditionner sur les valeurs de U pour écrire

P(X=i) = [ POX=ilU=p)fulpdp = [ Px=ii0=piap= [ (7)1 priap

1

= m /0.1 pr(1—p) .

On a vu dans (4) que
L neiq. TE+1DT(n—i+1) il(n—i)!
/0 pL=p)dp = T(n+2) T (1)

Finalement, cela nous donne

n! il(n—1i)! 1

PX=D =0 v~ ar1

Ainsi, X suit une loi uniforme sur {0, ..., n}.

EXEMPLE 92. Soient X et Y deux variables aléatoires continues et indépendantes. Calculons P(X,Y). On a

PX<Y)= [ PX <Y =yf)dy = [ PX<ylY =pfwdy = [ PX<y)frly)dy
= [ B /).
On peut aussi utiliser le conditionnement pour retrouver le produit de convolution
PXHY <2) = [ POHY <2lY = )fy(n)dy = [ POX <z ylY =) fr(y)dy
= [ PX<z=p)f(w)dy
= [ Fxz =) vy,

En dérivant par rapport a z, on retrouve

fxx(z) = /]I;fx(Z —y)fy(y)dy.
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“ DerNITION 6.15
Soient X et Y deux variables aléatoires X et Y alors on définit la variance conditionnelle de X par rapport
ay,
Var(X|Y) = E [(x —E [xm)zM

“ THEOREME 6.16
On a
Var(X) = E [Var(X|Y)] + Var (E [X|Y])

Démonstration. On peut aussi écrire Var(X|Y) = E [X2|Y] — E[X|Y]* et ainsi
E [Var(X|Y)] = E [E [xﬂy” ~E [E [xmz} —F [xz} ~E [E [xmﬂ .
Mais on a
Var (E [X]Y]) — E [E [xmz} ~E[EXY]]?-E [E [xyyﬂ ~F [xz} .
Finalement, on obtient
E [Var(X|Y)] = E [xﬂ — Var(E[X]Y]) - E [xﬂ = Var(X) — Var (E [X|Y]).
O

EXEMPLE 93. Le nombre de personnes qui se sont rendues a une gare ferroviaire au temps t est modélisé
par une loi de Poisson de parameétre At. Si le premier train arrive selon une loi Unif(0, T) indépendante au
nombre de passagers, calculons 1'espérance et la variance du nombre de passagers dans le train.

On définit les variables aléatoires

N; : Nombre de passagers dans la gare au temps ¢,

Y : Heure d’arrivée du train.
On est donc intéressé par la variable aléatoire Ny. On peut calculer
E [Ny|Y = ﬂ =E [Nt|Y = t] =K [Nt] = At.

Ainsi, on a l'espérance conditionnelle E [Ny|Y] = AY et on peut donc calculer l'espérance

BNy] = BB[Ny|Y]] = BAY] = 5L

Pour calculer la variance de Ny, on a
Var(Ny|Y = t) = Var(N¢|Y = t) = Var(N;) = At.
Et ainsi, Var(Ny|Y) = AY. Par la formule que 'on vient de voir on a

AT ., AT A2T?
Var(Ny) = E [Var (Ny|Y)] + Var (E [Ny|Y]) = E[AY] + Var(AY) = -t A*Var(Y) = >t

EXEMPLE 94. Soit N une variable aléatoire sur IN, (X;);c une suite de variables aléatoires i.i.d telle que
IE [X;] = u et Var(X;) = ¢2. Calculons la variance de Z%il X;.
On sait que E [Z%il X,'|N} = NE[X] = Ny et que Var (2%11 Xi|N) = No?. Ainsi, on peut utiliser la

formule pour calculer
N
Var (Z xi> N
i=1

N
Var [ Y X; | =E
i=1

On se donne X et Y deux variables aléatoires et on veut prédire Y sur ce que 1’on sait de X. si g(X) est

+ Var (IE)

N
L
i=1

N] > = E[N]o? + p? Var(N).
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le prédicteur de Y, on veut que cette quantité soit proche de Y. Une facon de quantifier ce “proche” est de
vouloir minimiser

L(g(X),Y) = E (Y- g(X))?].

Le théoreme suivant nous donne que le meilleur prédicteur est en fait I’espérance conditionnelle.

“ THEOREME 6.17

Pour tout fonction g, on a
E[(Y-g(¥)?]| > B [(Y-E[Y]X])?].

Démonstration. On calcule

B [(Y = 200) X] = E[(Y = EYIX] + E[Y[X] - (X))*|X]

=E [(Y - BIYX)) X] +E [(BIYX] - g))*[X] + 2 [(Y — EIY|X]) (E[YIX] - g(X))/X].

Maintenant, on voit que E[Y|X] — g(X) est une fonction que de X est ainsi, si on conditionne sur les valeurs
de X cela correspond a une constante et on peut donc le passer en dehors de 1’espérance pour écrire

E [(Y — BIY|X)) (B[Y|X] - g(X))*|X] = (E[YIX] - g(X)) E[(Y — E[Y|X]) X
= (E[Y|X] — g(X)) (BY|X] - E[Y|X]) = 0.
Cela donne ainsi que
E (Y - g(¥))| =B [(Y - E[YX)?] + B [(BIYIX] - g(X))*] > E [(Y — E[Y|X])?]
var le deuxiéme terme est positif. O

EXEMPLE 95. Un signal est envoyé en A et est modélisé par S ~ A (u,0?). Il est percu en B par R qui
conditionnellementa S = s, R ~ N/ (s,1). Si on sait que le signa regu est R = r, quel est le meilleur prédicteur
du signal envoyé?

Commencons par regarder la densité conditionnelle de S par rapport a R = 7. On commence par la
densité jointe

s—p)? )2 s — )2
forlsm) = (M fus(rls) = e = e T = e (<3 (BT - 92)).

En développant, on va écrire

(s —p)? 2_ 21 2p W
2 +(r—s)"=s 24—1 —s ﬁ+2r + =+

o2
—1+02 s2—2s o V—HUZ +ﬁ+r2
02 1402 02 02
:1+02 52—25y+ra2+ ;H—raz 2 71—1—02 y—f—raz 2+y72+r2
o? 1+ 02 1402 o? 1402 o?

1402 S_]l-l—T’UZ 2_(y+r02)2+;42+r202
02 1+02 02(1+0?) o2

otl on a développé et complété le carré. On obtient finalement la densité jointe

2
2\2 5 — B
(1 4 G ) o (s-f)

1 1
Jorls:m) = g7 oxp (_M e

o
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On peut donc obtenir la loi marginale de R, on remarque qu’on a séparé la variable s de telle sorte que seule

la seconde exponentielle sera intégrée et cela correspond a une intégrale gaussienne de variance —— et cela

1+
nous donne donc

1 1 (5. 5 (n+ro?)? o2
/fSRS e one xp( 202 (]4 e 1402 znl—l-az

R S 1 (a o (utre?)?
B 271(1+02) exp< 202 <;4 e 1+ 02 ’

Finalement, cela nous donne

o
ontoy < Bt 1 ()
fR(r) 2”1102 1402

On voit donc que

p+re?  o?
SR: ~ 5, T ——H
| ' N<1+02 1+02

etainsi E[S|R = 1] = }ﬁm Le meilleur prédicteur est donc donné par

2
__H 4
EBR =2+ 172k

6.2 Fonction génératrice des moments

“ DerNITION 6.18
Pour t € R et X une variable aléatoire, on définit sa fonction génératrice des moments par

My (t) = E {etx} .

On dit qu’elle existe si il existe § > 0 tel que Mx(t) < oo pour tout f € (—4,4). Ona

M (0) = B [X"].

On remarque que pour certain t, on peut avoir M(t) = 4o0. On l'appelle fonction génératrice des mo-
ments pour la raison suivante, en dérivant par rapporta t, on a

M, (t) = E [Xetx} — M'(0) = E[X.

De méme, on a

MY(t) = E {i(xéx)} —E [XZefX] — ML(0)=E [xﬂ .

On peut faire ceci ainsi de suite et bien avoir Mg{l) (0) = E [X"]. On peut ainsi utiliser la fonction génératrice
pour calculer des espérances ou des variances par exemple. Calculons la fonction génératrice des moments
de certaines lois.
“ THEOREME 6.19 “
Si W ~ Bin(n, p) alors
My (t) = (pe! +1—p)" pour tout t € R

Si X ~ Poi(A) alors
Mx(t) = eMe 1) pour tout t € R.
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SiY ~ Exp(A) alors

/\ o
E |:etX:| _ A1—f sit < )\,
400 sinon.

SiZ ~ N (u,0?) alors
B2
E [etx} = e"t5 pour tout t € R.

Démonstration. SiW ~ Bin(n, p) alors on a
L n . " n k e n
E [etx} =) e”‘(k> Pk —p)nF = Y (k) (e'p)" (1—p) k= (e'p+1-p)".
k=0 k=0

Si on veut retrouver I'espérance et la variance, on calcule
Miy(t) = npe’ (e'p+1—p)" " = My (0) = E[X] = np.
Pour le second moment on dérive deux fois
My (t) = npe’ (e'p+1— ;9)”71 +n(n—1)p** (e'p+1- ;7)1171
qui nous donne
My (0) = {XZ} =np+n(n—1)p*>=np(1+ (n—1)p).

En combinant ces deux calculs, on retrouve Var(W) = np(1 — p).
Pour X ~ Poi(A), on a

+o00 k +o0 Nk
Mx(t) = E [etx} =) etk%e*)‘ =e ') L\:’) = e AAL
k=0 ’ k=0 :
En dérivant, on retrouve
M (1) = Aefe(® 1) — M (0) = B[X] = A.

Et encore
M (1) = Aee} (1) 1 A2e2eM ) — My (0) = B | = A+ 22

et on retrouve Var(X) = A.
Pour Y ~ Exp(A), on calcule
t—A

e oo oo A
My(t) = {ety} :/ o leMdy — A/ ot=Mx gy — { e(t)\)x] _ { 5 sit<A,
0 0

0 400 sinon.

On remarque ainsi que la fonction génératrice n’est pas définie partout. On peut calculer facilement, pour
t <A,

A 1
ML(H) = ——— M (0) = E[Y] = —.
Bt 2A 2
" _ 1" _ 2| _ 2
MY(1) = =g = MY(0) =B Y] =
et on retrouve bien Var(Y) = %
Enfin, pour Zy ~ N (0,1), on calcule
Mg, (t) = E {etz‘)} = / etx_% dx = / L ex (—1 (x2 —2tx 412 — t2>) dx = eé / ! e (X3t>2 dx
“ R /27 Var TP\ 72 R /27T
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SiZ ~ N (p,0?) alors on sait que Z a la méme loi que 0Zy + y et ainsi

2g2

Mz(t) — E |:et(ﬂ+020)] — et}lE |:etl7’ZO:| — et}l+T'
On peut dériver
2,2
My (1) = (-+0%) "5 — My(0) = B[Z] = p.

Et
2,2 2,2
MU(t) = 02" 5 4 (4 + o2) 2T — MY(0) = E [zz} = o2 4 2

et on retrouve Var(Z) = o2, O

Une propriété treés importante de la fonction génératrice des moments est que, comme la fonction de
répartition, elle caractérise la distribution. Nous énongons ce théoréme sans le prouver.

“ THEOREME 6.20 ©
La fonction génératrice des moments caractérise la distribution de la variable aléatoire i.e. si X et Y sont
deux variables aléatoires et si il existe § > 0 tel que pour tout t € (—6,5), Mx(t), My(t) existent et
Mx (t) = My(t) alors pour tout x € R, Fx(x) = Fy(x)

EXEMPLE 96. Si on sait que Mx (t) = 55 (e’ + 1)" alors on peut réécrire

o= (102)"= (b0 (-3)°

et on remarque ainsi que X ~ Bin (10, %)

EXEMPLE 97. Si on sait que M, (t) = O que vaut P(X =0)?
On sait que si X ~ Poi(A) alors Mx(f) = M =1) et ainsiici X ~ Poi(3) et P(X = 0) = 4.

Nous avons aussi une propriété trés importante sur la fonction génératrice des moments de la somme
de variables aléatoires indépendantes.

“ THEOREME 6.21
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors

Mx1y(t) = Mx(t)My(t).
Démonstration. La preuve vient simplement du fait que
E {ef(X”)} —E [etxetY} —E [efx} E [e”} = My (F)My (f).
O

EXEMPLE 98. On peut utiliser ce résultat pour par exemple retrouver la formule de la fonction génératrice
des moments d’une loi binomiale de parametre (7, p). On sait que X est le nombre de succes sur 1 épreuves
indépendantes et ainsi

" 1 sile i .
si le i-iéme lancer est un succes
X = Z X; avec X;= . !
= 0 sinon.

Or on calcule facilement
E [etxl} =1-p+e'p
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d’ot1 on obtient

Mx(t) = [ [Mx,(t) = (1= p+e'p)".

De plus, on remarque aussi que si Y ~ Bin(m, p) et est indépendante de X alors

n—+m

My () = Mx(E)My(t) = (pe +1—p)" (pe' +1=p)" = (pe' +1—p)
Comme la fonction génératrice des moments caractérise la distribution, on sait alors que X +Y ~ Bin(n +
mp).
EXEMPLE 99. Si X ~ Poi(A) et Y ~ Poi(p) avec X et Y indépendantes alors
My (F) = My(H)My (£) = eM&De(e'=1) = e (e'-1)
et on remarque ainsi que X+ Y ~ Poi(A + p).
EXEMPLE 100. On peut faire la méme avec la somme de deux variables gaussiennes. Si X ~ N(u1,07) et

Y ~ N (p2,03) et X et Y sont indépendantes alors

tzug t2(712+(7%)

202
My iy (£) = My(H)My (f) = etttz elat 2" = elmtr)it
et on voit donc facilement que X+ Y ~ N (y1 + p2, 07 + 03).

EXEMPLE 101. On considére X ~ x2, on rappelle que cela veut dire que X = Y/ ; X? avec (X;) une famille
de variables aléatoires i.i.d normales centrées réduites. Calculons la fonction génératrice de X. Par indépen-
dance, on sait que

Mx(t) = ﬁMxi(ﬂ = (Mx, (1)"

car les X; ont tous la méme loi. Ensuite on calcule

2
e—2(1-2t)x

e et %
My, (t :E[e 1] :/ 7dx:/ ————dx.
() R /27 R V27
Si on pose 02 = ﬁ > 0 pour t < % alors on peut calculer
2
e 22 1

dx =0 =

R /27T V1=2t

Sit> %, on voit que I'intégrale est infinie. Enfin, on obtient pour la loi x2,

My (t) = (1-2t)2 .
+o0 sinon.

EXEMPLE 102. On peut reprendre 'exemple ot on a une loi Y ~ Unif(0,1) et on suppose que X condi-
tionnellement 4 Y = p suit une loi Bin(#, p). On avait vu que X ~ Unif({0,...,n}), retrouvons le avec la

fonction génératrice des moments. On a
E [etX’Y = p] = (pe' +1—p)".

Et ainsi,

B[] =8 B[] = [ (pe' +1-p)"ap
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En faisant le changement de variable y = pe’ + 1 — p avec dy = (e’ — 1) dp, on obtient

n

1 et 1 e(n—l—l)t_l 1 n
£X n kt kt tU
E{e ] et—l/l U N 7’l+1k;()e k;()e (U=h {e ]

avec U ~ Unif({0,...,n}).

On peut aussi définir une version simultanée de la fonction génératrice des moments par la définition
suivante.
“ DerNITION 6.22
Pour Xj, ... X, n variables aléatoires on définit leur fonction génératrice des moments conjoints M,, par

exp (Z eixiﬂ .

M, (6y,...,60) = E

En particulier si on écrit

alors on peut écrire

De méme, si MX(§) existe pour ||6]| < ¢ alors elle caractérise la distribution conjointe de X, ..., X, et
de plus si Xy, ..., X;; sont indépendantes alors

My (6) = TTMx (6).
=1

On remarque que ’on peut retrouver My, en prenant §; = 0 pour i # j et 6; = t puisqu’on retrouve
My(0,...,0,4,0,...,0) = B [e™] = My,(t).

EXEMPLE 103. Soient X et Y deux variables aléatoires ii.d A (y,¢?). Montrons que X + Y et X — Y sont
indépendantes et donnons leur loi. On peut calculer la fonction génératrices des moments conjoints

E [eel (X+Y)+92(X7Y)} - F [e(91+ez)x] E [e(e]fez)y]

01 + 6)%02
=exp <],£(91 +92) + % +‘M(91 — 92) +

= exp (261y + 6%02) exp (0262)

— {e91z1} i) [eezzz}

avec Z1 ~ N (2u,20%) ~ X+ Y et Zy ~ N(0,20%) ~ X —Y et on remarque aussi que X + Y et X — Y sont
bien indépendantes.

7. THEOREMES LIMITES

7.1 Inégalités de probabilité

On commence par donner quelques inégalités tres générales et tres utiles.

89



7 Théorémes limites Probabilités

“ THEOREME 7.1: Inégalité de Markov m
Soit X une variable aléatoire avec X > 0 et a > 0 alors

E[X
P(X>a)< c[z ]
Démonstration. Soit a > 0, on considere 1x>, alors on a
X
]lX2a < -
a

En effet, si X < a alors I'inégalité devient % > 0 qui est vrai et si X > 4, on obtient 1 < % qui est aussi vrai.
En prenant I'espérance des deux cotés on obtient

X E[X
E[lx>,] <E {a] — P(X>a) < L ]
O
“ THEOREME 7.2: Inégalité de Bienaymé-Tchebyshev =
Soit X une variable aléatoire d’espérance u et de variance o alors
o
P(X—ul2k) < 2
Démonstration. On utilise 'inégalité de Markov pour écrire
E[X-u? o2
P(X—pl > b =P (X > ) < T o7
O

Ces inégalités sont tres utiles car elles permettent d’obtenir des bornes en ne connaissant que I'espérance
ou la variance de variables aléatoires.

EXEMPLE 104. Une usine fabrique des composants et en fabrique 50 par semaine en moyenne. Bornons la
probabilité que 1'usine fasse 75 pieces la semaine prochaine.
Si on dénote X le nombre de composants par semaine alors on sait que E[X] = 50 et ainsi
EX] 50 2
P(X>75) < —— = o= = =.
X>P)< %5 =573
On sait que la variance de ce nombre de composants par semaine est 75. Bornons la probabilité que la
production soit entre 40 et 60.

P(40 < X < 60) =P(—10 < X—50 < 10) = P(|X — 50| < 10).
Or par l'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev, nous avons

Var(X) 75 3

100 100 4

P(|X — 50| > 10) <

et ainsi
P(|X—50] <10) > .

N

11 faut bien faire attention que ces bornes ne sont que des inégalités et pas des égalités.

EXEMPLE 105. Soit X ~ Unif(0,10) alors nous savons que E[X] = 5 et Var(X) = % et nous avons par
I'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev

25
- <22~ 052
P(IX ~5| > 4) < 72 ~ 052
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Mais on peut aussi le calculer directement et

10 dx Tdx 1
P(X—5>4) = P(X>9 ]Px<1=/ ax X2
(I | > 4) (X >9)+TP( ) b 0T 1075

On a bien sur 0.2 < 0.52 mais la borne n’est pas du tout précise.

EXEMPLE 106. Si X ~ A/ (y,0?) alors on obtient

P(X—p >20) < 25 = 7.
Mais on a
P(X—u|>20)="P (‘W‘ > 2) =P <X;V > 2) +P (W < —2) =2(1—®(2)) =~ 0.0456.
De méme, la borne est trés loin de la vérité.

Ces bornes sont cependant tres utiles d"un point de vue théorique lorsque 1’on ne connait pas exactement
les variables aléatoires.

a . N a
THEOREME 7.3
Soit X une variable aléatoire telle que Var(X) = 0 alors P (X = E [X]) = 1.

Démonstration. Soientn > 1 et u := E[X], alors
1
P <|X ul > n) < Var(X)n =0

Donc par la continuité des probabilités, on a

. N 1)
OznlglgoIP <|Xy>n> _]P<nl§§o{xﬂ|>n}> =P(X # n).
O

L’'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev nous donne une borne pour un écart a la moyenne des deux cotés
Si on en veut qu’un, on peut bien sur faire
o2
PX=p2k) <P(X—pl=2k) < 7
mais on peut faire mieux!

“ THEOREME 7.4: Inégalité unilatérale de Tchebyshev =

Soit X une variable aléatoire d’espérance y et de variance ¢ alors pour tout a > 0,

o? o?
P(X>a+p) < P(X<—a+p) <

a2+ o2’ a2+ o2

Démonstration. Posons Y = X — u alors pour a > 0, on cherche, pour b > 0,

E [(Y+b)? 242
IP(Y>a):P(Y+b>a+b)=lP<(Y+b)2>(a+b)2)< EEerb)Z)]:(Zjb)Z'

On peut maintenant optimiser en b, si on dérive

d (024b02\  2b(a+b)2—2(a+b)(c*+b*) 2b(a+b)—20%—2b> 2(ab—0?)
db <(a+b)2) N (a+b)* N (a+0)3 ~ (a+b)3

91



7 Théorémes limites Probabilités

et on voit que le seul point critique est donné par x = %-. On peut vérifier facilement que c’est un minimum.

2412
(a+b)2

1,2 2 .
e : b

L
L

—a LZ
a

Ainsi en choisissant ce b, on obtient

2, ot
P(Y > a) < s :a2¢72+04: o2
Z )= 2\2 (@t 24l
(5["’7)

O

EXEMPLE 107. On reprend I'exemple de 1'usine qui produit en moyenne 50 composants par semaine avec
une variance de 75. Par I'inégalité de Markov, on avait calculé

2
P(X > 75) < 3 ~ 0.667.
Avec I'inégalité unilatérale de Tchebyshev on obtient
7 7
P(X>75) = P(X>50425) < > = 7> _ 3 o107

S 754252 700 28
On voit que I'inégalité est beaucoup plus puissante dans ce cas.

“ THEOREME 7.5: Bornes de Chernoff “
Soit X une variable aléatoire alors pour tout a € IR,

(X>a) < e MR [etx} pour tout £ > 0,
X<

(

P
P

a) < e MR {etx} pour tout £ < 0.

Démonstration. On peut écrire pour t > 0,
P(X>a) =P(eX > ") <e ™ ™E {etx}
en utilisant 1'inégalité de Markov. Si on choisit t < 0, alors on a
P(X<a)=P (etx > em) <e ™R {etx}
par Markov encore. O

EXEMPLE 108. Regardons les bornes de Chernoff pour une variable normale centrée réduite X. On sait que

2

E [etx} = et7.
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Ainsi, , ,
2 2_
P(X>a)<e o7 — o7,

On cherche le t qui minimise cette fonction avec t > 0 et on voit que cela correspond a t = a. Ainsisia > 0,

NFo

P(X>a)<e™

De méme, sia < 0 alors

ISh ¥

P(X<a)<e™

EXEMPLE 109. Un joueur joue a un jeu : a chaque coup il gagne 1$ avec probabilité % et perd 1$ avec proba-
bilité % et les coups sont indépendants. On cherche a borner son gain total sur n coups si X; est la variable
aléatoire donnée par P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1,

n
P (Z X; > a) <?
i=1
En utilisant la borne de Chernoff, on doit calculer la fonction génératrice des moments et on a
1 1
E[tx,}zft et — cosh(t).
e 5e + 5€ cosh(t)

On peut essayer de borner cette fonction en écrivant

; +00 tk 7t +00 ktk
eZZEr e :2(_1)H
k=0 k=0
et ainsi en utilisant (2¢)! > 211,
1 +oo tk +oo tzK +oo t2[ +00 (%)e 2
t
cosh(t) == ) 14 (1) ==Y ——<)Y ——=) —e7
2 k:o( )& S0 S Z2n T A

Ainsi par indépendance,
2
t
E {etw:lxi} < e’ T,

En utilisant Chernoff, on peut alors borner

n 2
P (2 X; > a) <e T,
i=1

Ceci étant vrai pour tout t > 0, on choisit le meilleur et on voit que ceci est atteint pour t = £ et on obtient

la borne
2

n
P (in = a) < e .
i=1
Par exemple, on voit que

10 36
P() X;>6|<e 2 ~0.1653.
i=1

Ceci est bien sur qu’une borne, on peut aussi directement calculer cette probabilité. Pour avoir la somme
qui fait plus de 6, on doit nécéssairement avoir au moins 8 gains de 1$, on a donc trois possibilités 8, 9 ou 10
gains et on calcule donc

10
1 /(10 10 10 4541041 7
> = — = = — =) U. .
P<§X1/6> 210(<8)+(9>+<10)> 1024 120 ~ 009
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7.2 Loi des grands nombres

Nous allons voir notre premier théoréme limite qui nous donne que la moyenne empirique d"une famille
de variables aléatoires i.i.d converge vers I'espérance des variables aléatoires.

“ THEOREME 7.6: Loi faible des grands nombres =

Soient (X;) une suite de variables aléatoires i.i.d d’espérance y alors pour tout e > 0,

1 n
(e

> s) — 0.
n—,oo

Démonstration. On suppose que Var(X;) = 02 < oo,

On a aussi

qI\)

/—\
:\'—‘
M:

) = % i‘iVar(Xl) = —

02
— — 0
nes n—oo

Méme si on a utilisé la variance des variables aléatoires X;, le théoréme reste vrai sans cette hypothese

i=1

Ainsi par l'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev,

(i

O

mais la preuve est plus compliquée. Ici, on parle de convergence en probabilité, on écrit parfois

14 P
w XS

Il y a d’autre forme de convergence, par exemple on a le suivant

“ THEOREME 7.7: Loi forte des grands nombres m

Soit (X;) une suite de variables aléatoire i.i.d d’espérance y alors

()

Quelle est la différence entre pour tout & > 0,

“(nfe-

1 n
P(zgximﬂ>:1-

La premiere version nous dit que si N est assez grand alors avec grande probabilité ‘ LyN X;— y‘
1

e. En revanche, cela ne nous dit pas que pour tout n > N, X ;4’ < ¢, il pourrait avoir

de grands écarts entre % " 1 X; et u pour certains 1, et méme poss1blement une infinité, mais ceci
1
n

arriverait avec faible probabilité. La deuxiéme version nous donne que X y‘ ne peut étre

plus grand que & quun nombre fini de fois avec probabilité 1.
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Démonstration. La preuve dans le cas général est compliquée. On va supposer que E [X?] < 400 et ainsi
E [X?] < co. Pour simplifier, sans perte de généralité, on suppose que E[X;] = 0 et on dénote S, = ¥/ ; X;.
On a alors

E [sﬂ —E fﬁ X XXX,

i,k =1

Mais les i, j, k, £ peuvent étre égaux, on a donc 5 types de termes de la forme
X{ XX, XPG, XXX, XiXiXiXy.
Par indépendance, on a
E [x?x]} —E [xﬂ E[X]=0=E [x%xjxk} — B XXX ] -

Il ne reste donc que les termes de la forme XIZX]Z et X}. Si (i,j) est donné avec i < j alors on a (3) = 6 termes
qui donnent tous XZZX]Z puisqu’on choisit deux des termes et on leur donne la valeur i et les autres la valeur
j. Ainsi, on peut écrire

Blsi] = B[] +6 LB paxt] = LB [x¢] + 300 — 1) ] = [x¢] + 3 — 1),
i=1 i<j i=1

On remarque que
0< Var(3) = E[X}| - [xﬂz =T [xﬂz = o* <E |X}]

et ainsi on a la borne
E {Sﬂ < (n+3nn-1))c

que I'on réécrit
E St - ot 30*
Al ST

On remarque donc que
+oo g4

S
L i

n=1

< 0

400 4
e | -
n=1 n

ol on a pu échangé la somme et I'intégrale car les variables aléatoires sont positives. Comme l'espérance de

la variable aléatoire est finie alors on voit qu’elle est finie presque stirement et ainsi
+o00 84
n —
P Z prs <40 | =1
i=1
Mais la série est finie que si le terme général tend vers 0 et on obtient ainsi

IP(S"—>O):1.

n n—oo

O

EXEMPLE 110. On suppose que la probabilité d’avoir un gargon est 1 et on suppose que les couples font des
enfants jusqu’a obtenir un garcon. On veut évaluer la proportion de gar¢ons dans une génération. On dénote
Xle nombre d’enfants d’un couple pris au hasard alors on voit que X ~ Geo (%) etainsiP(X =k) = 217 On
suppose que 'on a N couples et on dénote Xy, . .., Xy le nombre d’enfants respectifs. Alors la proportion de
garcons s’écrit, comme on a un gargon par couple,

N
X1+ + XN
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Par la loi forte des grands nombres on sait que

N 1Y,
X1++XN N—oo E[X] o

mais E[X] = 2 d’ot la proportion tend vers % IIn’y a donc pas de déséquilibre!

7.3 Théoréme central limite

Le deuxieme théoréme limite correspond a la limite des fluctuations d’'une somme de variables aléatoires
iid autour de sa moyenne.

“ THEOREME 7.8: Théoréme central limite

Soit (X;) une suite de variables aléatoires i.i.d d’espérance y et de variance o alors la distribution de
%\/ﬁ Y, (X; — u) converge vers la distribution A/ (0,1) dans le sens suivant, pour tout x € R,

2

X e 2

1 n
P Xi—u)<x| — —du.
(Froe-n<s) 2 [ 5

Ici on a convergence des fonctions de répartition. On appelle ceci la convergence en distribution, pour la

prouver on va utiliser le théoréme suivant dont on omettra la preuve.

“ THEOREME 7.9
Soit (Z;);>1 une suite de variable aléatoire de fonction de répartition Fz, et de fonction génératrice des
moments Mz, . Soit Z une variable aléatoire de fonction de répartition F et de fonction génératrice des
moments My alors si

Mz (t) — Mz(t) pour tout t = Fz, (x) — Fz(x) pour tout x tel que Fz est continue.
n—00 n—oo
2
Ici, la fonction génératrice des moments de la limite est donnée par e, il suffit donc de montrer que
2
Mz, (t) —= e pour tout t € R et on obtiendra directement le résultat.
n—oo

Démonstration. Pour simplifier, et sans perte de généralité on va suppose que i = 0 et ¢> = 1. On veut donc
montrer que if Y. 1 Xi converge en distribution vers une loi normale centrée réduite. Dénotons M(t) =
o L=

foen X n
E eﬁzf—lxl} :E{eﬁl} :M(t) :
NG

E [e™i] alors on a

On veut donc montrer que

£\" 2 t 12
M<> — ez <:>nln<M<>)—>.
\/ﬁ n—00 n n—soo 2

Dénotons L(t) = In(M(#)) alorsona L(0) = 0,L'(0) = MO) _ 1 —getona

M(0)M"(0) — M'(0)* _

YOI = """ Mp

Ainsi, on utilise la regle de de 'Hopital pour écrire

L(7) ¢ U(+= (L
lim 7L, () — lim —Y"" = lim — (1ﬁ) = lim (()
n—co n n—eo o n—c0 9,3 % n—oco o1
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On utilise la regle de de 1'Hopital encore une fois,

LH Ln,% t2 2 2
].1m nL L g 11m M — hm t L// t o L
N

n—00 n—00 M- n—00 \f 2

par continuité. O

NI

EXEMPLE 111. Un scientifique fait des mesures qu’on suppose étre indépendantes et il prend la moyenne
des mesures sur un grand échantillon. I suppose que X; a E[X;] = d et E [(X; — d)?] = 4. Combien de
mesures doit-il réaliser pour étre a 95% sur d’étre a 0.5 de d. La premiére méthode est d’utiliser 1'inégalité

"X 4
=d, Vi =) ==
Cn(g2)

de Bienaymé-Tchebyshev

1 n
0 X

i=1

Ainsi,
1& 1
( Ly X —d >05> 16
n n
i=1
On cherche donc n de telle fagon que < 0.05 qui nous donne n = 320.

On peut aussi réaliser 'approximation avec le théoréme central limite en écrivant
n
P(i <%>_P< d)<£ﬂaﬂ¢0f)—1

Y Xi—d
On cherche alors I'entier tel que 2& (4) —1 > 0.95 et on obtient n = 62 ce qui est beaucoup moins que

1
ﬁ j:Z1(XZ

i=1

I'inégalité de Tchebyshev. Cependant, il y a un probleme a cette méthode, on n’a pas une approximation
quantitative donc on ne sait pas si n = 62 est assez grand pour faire 'approximation par le théoréme central
limite. Dans le cas de 1'inégalité de Tchebyshev, on en est sur! Une version quantitative du théoreme central
limite existe sous la forme suivante.

“ THEOREME 7.10

Soit (X;) une suite de variables aléatoires i.i.d avec E[X] = p, Var(X) = o2 et E [|X}|] < oo alors pour

n P
P (o B0 <e) ~pvion <o) < E0EL

touta € R,ona

EXEMPLE 112. On lance 10 dés équilibrés. On cherche la probabilité que la somme soit entre 30 et 40 en
utilisant le théoreéme central limite. On dénote X; le résultat du i-iéeme dé et alors X = 2}21 X;. On calcule la
moyenne et la variance

B[X] =2, Var(X)=E ] ~B[X[.

Or o1
20 7=
EVJ_6

et ainsi 91 49 35

On centre et on normalise

Ainsi,
12 /12 12
PBO<X<40)=P < 350 (30 —35) < Zyp < 350 (40 — 35)) 20 (5 350> — 1 =~ 0.6456.
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EXEMPLE 113. Un enseignant dispose de 150 copies. On suppose que les temps de correction sont indépen-
dants et de moyenne 20 minutes et d’écart-type 4 minutes. Approximons la probabilité que 1'enseignant
corrige 25 copies pendant les 7 premiéres heures. On dénote X; le temps de correction de la i-ieme copie, 7
heures donnent 420 minutes. On cherche donc

25
P ) X <420
i=1

avec E[X;] = 20 et Var(X;) = 16. On centre et renormalise pour définir

1 25 1 25
Zps = —— [V X, —=25%x20 ) = — [ Y X; =500 .
225 % 16 <1_21 : > 20 (l_zl :

Ainsi, on calcule,

25

420 —

P (Z X; < 420) =P (225 < 020500> =P (Zys < —4) ~ 1 — ®(4) ~ 0.00003
i=1

On a aussi une version encore plus générale du théoreme cenrtal limite oli on relaxe I’hypothese d’étre
identiquement distribuée.

“ THEOREME 7.11: Théoreme central limite plus général =
Soit (X;) une suite de variables aléatoires indépendantes telle que IE [X;] = y; et Var(X;) = o7 alors si
— Il existe M > 0 tel que pour touti € N, P (|X;| < M) = 1.
— Y2, 07 = +oo.
alors

n X: — u; X -5
;'1 10__2 n—o0 — o0 /271-
= 1
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