
Feuille d’Exercices VI
Calcul Stochastique

Exercice 1. Soit (Bt)t⩾0 un mouvement brownien standard, on considère

Xt =
∫ t

0
esdBs.

1. Expliquer pourquoi (Xt)t⩾0 est un processus gaussien et trouver sa fonction de covariance.
2. Trouver une fonction τt telle que le processus (Bτt

)t⩾0 a la même distribution que (Xt)t⩾0. En particulier,
on vérifiera que E[X2

t ] = E[B2
τt

].
3. Calculer E[X4

t ] et P(Xt ⩾ 1).

Exercice 2. Montrer que si Xt est une martingale continue et que φ est une fonction convexe alors Yt = φ(Xt) est
une sous-martingale locale. Trouver un exemple pour lequel Yt n’est pas une sous-martingale.

Exercice 3. Soit (Mt)t⩾0 une martingale locale continue.

1. Soit (Nt) une autre martingale locale continue, montrer que (Mt + Nt)t⩾0 est une martingale locale.
2. On suppose que pour tout t > 0, E

[
sup0⩽s⩽t |Ms|

]
< ∞. Montrer que (Mt)t⩾0 est une martingale.

3. Est-ce vrai si on suppose seulement que Mt ∈ L1 pour tout t > 0?

Exercice 4. Soit B un mouvement brownien stadnard, et pour t < 1,

Yt = (1 − t)
∫ t

0

dBs

1 − s
.

1. Montrer que (Yt)t∈[0,1) est un processus gaussien et calculer sa fonction de covariance. Cela vous rappelle-t-il
un processus vu dans une autre feuille d’exercices?

2. Montrer que la limite limt→1− Yt existe dans L2 et calculer la.
3. Soit

Ws =
∫ s

1+s

0

dBu

1 − u
.

Montrer que (Ws) est un mouvement brownien.
4. (Pour ceux en Mathématique) Montrer que limt→1− Yt = 0 presque sûrement.

Exercice 5. Nous savons que si f ∈ H2([0, T ]) alors
∫ T

0 f(ω, s)dBs est dans L2(dP) par l’isométrie d’Itô. On peut
se poser la question de l’implication inverse. Si f ∈ L2

Loc et si
∫ T

0 f(ω, s)dBs ∈ L2(dP), a-t-on f ∈ H2?
Dans la suite f ∈ L2

Loc et Mt =
∫ t

0 f(ω, s)dBs.

1. Soit τn = T ∧
(

inf{t ∈ [0, T ],
∫ t

0 f(ω, s)2ds > n}
)

, montrer que

E

[∫ τn

0
f(ω, s)2ds

]
⩽ E

[
sup

0⩽s⩽T
M2

t

]
.

2. Montrer que f ∈ H2([0, T ]) si et seulement si E
[
sup0⩽t⩽T M2

t

]
< +∞.
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