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1. MARCHE ALEATOIRE SIMPLE



Calcul Stochastique 1 Marche aléatoire simple

Nous commengons par 'un des processus stochastiques les plus simples. Soit {X;};>1 une famille de
variables aléatoires inépendantes et identiquement distribuées telles que

La marche aléatoire simple (MAS) commengant en Sy est définie par
n
Su=So+Xg 4 +Xu =S+ )_X.
i=1

On peut penser ce processus comme un joueur misant $1 & chaque lancer de piece. Dans ce cas, S, — Sg
correspond au gain aprés n lancers. On peut alors s’intéresser a la probabilité que le joueur gagne A dollars
avant de perdre B dollars. En d’autres termes, si on définit

Tap =min{n >0,S, = AouS, = —B}
alors on voudrait calculer

P (Se,5 = A|So =0).

1.1 Analyse du premier pas

Une maniere d’analyser ce processus est de considérer un pas de la marche en partant d'un Sy quel-
conque. Par I'indépendance des pas, on peut relier ces quantités a la probabilité voulue. Plus précisément,
considérons pour —B < k <A,

f(k) =P (STA,B = A’SO = k) :

Nous voyons que nous voulons calculer f(0) et de plus on voit facilement que f(A) = 1et f(—B) = 0. En
analysant un pas de la marche on obtient I'équation pour —B < k < A,

1 1 1 1
fk) = EIP(STA,B =AlSy=k—-1)+ EP(STA,B =AlSy=k+1) = Ef(k —-1)+ 5f(k+ 1).
On peut réécrire cette équation, avec Af (k) = f(k) — f(k—1),
Af(k) = Af(k+1).

Nous avons donc constance des accroissements de f ainsi f(k) = ak + B et on peut trouver « et B par les
conditions au bord

‘ﬂ

f(A) =aA+p=1

& = A+B
B
f(=B) =—-aB+p=0 B =xm
On obtient donc finalement le résultat
B
f(O) = IP(STA,B = A|SO = 0) = m
E La variable aléatoire Sr, ; n’est bien définie que sur I'événement {Tpp < co}! %

PROPOSITION 1.1. Soient A,B > 0,
IP(TA,B < OO) =1

Démonstration. On remarque tout d’abord que si l'on gagne (dans le sens o1 X; = 1) A + B fois de suite, on
est garanti de sortir de I'intervalle [—B, A] et ainsi 7o g < co. Pour utiliser cela, on définit

E) = {X; =1pourtouti € [((A+B),({+1)(A+B)—1].}
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Par définition de la marche aléatoire simple, on sait que P(E;) = ZA% et de plus {E}/>( est une collection
d’événements indépendants. Si E; se réalise alors on atteint A et ainsi 7o g < (£ + 1) (A + B). On peut réécrire

cela
n—1

{TA,B > T’Z(A+B)} C ﬂ E;
=0

Ainsi pour toutn > 1,

n—1 n—1 n
1
P(tap =) < P(tap >n(A+B)) <P (ﬂ E@) = e]_%IP(Eg) = <1 — 2A+B> )
=0 =

En faisant tendre n — oo, on voit que P(tpp = o) =0 O

On remarque que l'on a en fait prouvé beaucoup plus que 74 p < co presque stirement. On peut réécrire
I'inégalité plus haut comme
P(tap > k) < cre 2

pour certaines constantes c1,c; > 0. En particulier, on en déduit que Ta g € L! puisque

E[taB] = Z P(tap > k) < +o0
k=0

et en fait on a méme E[t!] < co pour tout £ € IN. On peut aussi utiliser 'analyse du premier pas pour
calculer [t g|. Pour ce faire, on définit

g(k) = E[taB|So = k].
Alors pour —B < k < A, aprés un pas de la marche
§(K) = o8k~ 1)+ 3g(k +1) +1
avec les conditions au bord g(A) = g(—B) = 0. Avec la définition Ag(k) = g(k) — g(k— 1) alorson a
A%g(k) = AlAg](k) = g(k) — gk —1) — gk —1) +g(k —2) = g(k) — 2g(k — 1) + g(k —2).

Nous obtenons donc le systeme

g(A),g(-B) =0.

On doit penser la premieére équation comme ’équivalent de 1’équation différentielle f/(x) = —2 qui a pour

{—Azg(k+1) =2,

solution f(x) = —x? 4 bx + c. On trouver les coefficients avec les conditions au bord qui nous donne les
deux racines du polynéme de degré 2 et ainsi

g(k) = —(k—A)(k+B)

et finalement
g(O) = E[TA,B‘SO = 0] = AB.

La valeur de cette espérance nous fait réaliser un probleme pour un joueur. En effet, on peut se demander
combien de temps devons-nous attendre pour avoir un profit d"un seul dollar. Définissons

7 =min{n 20,5, =1},

alors on voit clairement que 7y > 71 g mais comme E[7; g] = B nous obtenons que pour toutB > 0, E[t;] > B
et donc avec B — o0, nous avons que
E[Tl] = Q.
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1.2 Marche aléatoire biaisée

On peut définir une variante de notre processus, pour p # %, on choisit {X;};>1 une collection de va-
riables aléatoires indépendantes distribuées selon

PXi=1)=p, PX;j=-1)=g=1-p.

On définit toujours

n
Su =50+ ) X
k=1

Pour A,B > 0, on garde la méme définition de 74 p et calculons
P(St,5 = AlSp = 0).

On remarque que la preuve de la Proposition 1.1 est toujours valide et T4 p < oo presque stirement. On fait
I’analyse du premier pas avec
f(k) = IP(STA,B = A|SO - k)

qui nous donne I'équation
fk) = pflk+1) +qf(k=1) <= pAf(k+1) = qAf (k).

Ainsi on remarque que les accroissements ne sont plus constants mais on a maintenant

k+B
Af&+&):ZAf@):(Z) Af(-B+1)

et donc en utilisant le fait que f(—B) =0,
k k q j+B
f)= % afk=sr-B+n) 3 (1) =af-Be
j=—B+1 j=—B+1 \P

Si on utilise maintenant f(A) = 1, on obtient

_1
_ p
Af(-B+1) = g g\ ATBHT
- (%)

En combinant les deux termes, on obtient
B
- 3
fO)=P(Sy =A[So=0) = —— 45

On voit que les calculs, méme si ils sont possibles dans ces cas, deviennent plus compliqués. On va mainte-
nant introduire la théorie des martingales pour rendre ces calculs systématiques.

1.3 Exercices

EXERCICE 1. On considere la marche aléatoire simple S;,.

1. Montrer la formule -
P(Su =015 =0) = 5 ()

2. En utilisant la formule de Stirling sur la formule dessus, montrer que E[N,] — oo ot N, est le

nombre de visites en zéro par Sy pour k < n.
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3. Le but de la question est de montrer que la marche aléatoire symétrique est récurrente i.e.
P (S, = 0 pour un nombre infini de n) = 1

a. On considére N =}, 1g, —o. Montrer que E[N] = co.

b. Montrer que E[N] = 1L avec
r=P(S, =0pourunn >1|Sy =0).

¢. En déduire que la marche aléatoire est récurrente.

EXERCICE 2. On considere la marche aléatoire symétrique commengant en 0. On définit
N; = nombre de fois ot on a atteint k avant de retourner en 0.

1. Montrer que P(Nj > 0) = 5.
2. Montrer que P(Ng > j+1|Ng > j) = 1 + 5L
3. En déduire que E[N] = 1.

2. MARTINGALES EN TEMPS DISCRET

On commence par rappeler quelques notions de théorie de la mesure, en particulier la définition d"une
tribu et d’une filtration qui sont deux noitions clés dans 1’étude des martingales.

“ DerNITION 2.1 *
Soit un ensemble (), une tribu F sur () est une collection de parties de () telle que

1. o eF
2. PourtoutA € F,A° ¢ F
3. Sipourtoutn € N, A, € F alors U,,eny An € F.

On définit une filtration comme une sous-suite croissante de tribus
“ DerNITION 2.2
Soit Q) un ensemble muni d'une tribu F. La famille {F; },en de sous-tribus F;, C F est une filtration si

pour tout n < m, F, C Fy,.

On rappelle que par exemple si {X;};>1 est une famille de variables aléatoires définies sur un espace de
probabilité (Q), F,P), on peut définir F,, = o(Xy,...,X;) la tribu engendrée par Xy, ..., X, et {F; },>1 est
une filtration.

Une martingale est alors la donnée d’un espace de probabilité filtré et d’un processus adapté a cette
filtration.

“ DerNITION 2.3 ©
Soient (Q), F,{Fu},P) un espace de probabilité filtré et M = {M, },en une collection de variables
aléatoires sur Q). M est une martingale par rapport a { F,, } ou {F, }-martingale si
1. Pourtoutn > 1, M, € F,
1, M, € L'ie E[|[M,]|] < o0

1, EMy,41|Fn] = My.

2. Pour tout n

Z
3. Pour tout n >

L’intuition derriére cette définition est de voir F;,, comme l'information que I'on a a l'instant n. Si on
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considere M;, comme la fortune d"un joueur a l'instant n alors sa fortune apres avoir fait une nouvelle mise
sachant toutes les mises précédentes est en moyenne égale a sa fortune en temps n. On peut commencer par
donner quelques exemples

EXEMPLE 1. Soit {X;};>1 une collection de variables aléatoires indépendantes telle que E[X,,] = 0 pour tout
n > 1 alors le processus défini par Sy = 0 etS, = Y_' ; X; est une martingale par rapporta {c(Xy,...,Xy)}.

EXEMPLE 2. Soit {X;};>1 une collection de variables aléatoires indépendantes centrées et Var(X,,) = ¢ pour
tout n > 1 alors le processus défini par My = 0 et M, = S2 — no? pour n > 1 est une martingale par rapport
a{o(Xy,...,Xu)}. En effet, les deux premieres propriétés sont claires par définition de M,, et de X;,. Pour la
troisiéme, on voit que pourn > 1,

E[Mn+1|]:n] = E[(Sn +Xn+1)2 - (7’1 + 1)02|fn] = E[S%l - n‘72|}—n] +2E[Snxn+1|}—n} +E[X$z+1 - 02|-Fn]
=M, + 28, E[X 1] + EX3 4] — 0% = M,..

Nous allons maintenant voir une maniere de construire de nouvelles martingales a partir d"une martin-
gale donnée. On commence par une définition.

“ DeFNITION 2.4 ©
Une suite de variables aléatoires {A;};>1 est dite prévisible par rapport a une filtration {7, } si pour tout
n>1
Ay € Fy1.

Pour des variables aléatoires prévisibles, on voit que A, ne dépend que de l'information sur F;,_; c’est-
a-dire de l'information avant de placer une mise au temps n. Par exemple, on peut voir A, comme un
multiplicateur, on peut choisir de doubler notre mise au temps 7 et de ce fait A,(M,, — M,,_1) corespond au
changement de la fortune du joueur par la n-iéme mise. Cette interprétation motive la définition suivante.

a , a
DEFINITION 2.5

Le processus {1\7[,1}”21 défini par M, = M et

n
M, =M+ ) Ap(Mg — My_q)
k=1

pour n > 1 est appelé la transformée de martingale de M par {A, }.

Cette transformée est une méthode générale pour créer de nouvelles martingales. Nous 1'utiliserons
notamment dans la prochaine sous-section pour prouver le théoréme d’arrét de Doob.

“ THEOREME 2.6 ©
Soit M une martingale par rapport a une filtration { 7, }, si { A, },,>1 est une suite de variables aléatoires
bornées et prévisibles par rapport a {F, } alors M est une martingale par rapport a { 7, }.

Démonstration. On a bien sur M,, € Fy, par définition et M, € L! puisque les variables aléatoires A, sont
bornées. Pour la propriété de martingale, on calcule

E[Mn-i-l‘}—n] = M" + E[An+l (Mn+1 - Mn)l]:n] = 1\7[,1 + An-&-lE[Mn-i-l‘}—n] - An+an = ]-\7[71'

21 Temps d’arrét et théoreme d’arrét

Une notion que nous allons utiliser de nombreuses fois est celle de temps d’arrét. Une maniére intuitive
de voir un temps d’arrét est une regle qui que I'on peut utiliser pour arréter notre jeu de mise, cela peut étre
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par exemple lorsque notre fortune est devenue assez grande. Une telle notion ne peut bien sur dépendre du
résultat d"une mise qui n’a pas encore eu lieu. Ceci donne la définition suivante.

“ DerNTION 2.7 €
Une variable aléatoire T prenant des valeurs dans IN U co est un temps d’arrét par rapport a une filtration
{Fn} sipour toutn € N,
{t <n} € Fy.

II est souvent interéssant d’étudier un processus X, précisément au temps d’arrét 7. Si T < oo presque
stirement alors on peut définir

()
Xe =) Loy Xp
k=0

Une maniére de contourner le probléeme venant de 1'événement {7 = oo} consiste a tronquer la variable
aléatoire T et de considérer plutdt n A T = min(#n, 7). Le prochain théoréme va étre utiliser de nombreuses
fois le long de ces notes et la preuve est basée sur 'utilisation de la transformée de martingale.

“ TuEOREME 2.8 ©
Soit M une martingale par rapport a une filtration {F,} alors le processus arrété M* := {M} est
aussi une martingale par rapport a {F, }.

Démonstration. Pour simplifier le probleme, on suppose que My = 0. Si on définit,
Ap =Tz =1 =T € Fra

on obtient un processus prévisible par rapport a { 7, }. De plus, nous avons

n
Mn = Z Ak(lv[k - Mk—l) = MT]lrgn—l + Mn]lr>n = Mn/\T~
k=1

Par Théoréme 2.6, on obtient donc que M est une martingale par rapport a { ; }. O

Nous pouvons utiliser ce résultat pour obtenir nos résultats sur la marche aléatoire symétrique et biaisée
d’une autre fagon. Si on se rappelle de la définition de 74 g,

Tag =min{n € N, S, = AouS, = —B},

on voit clairement que Tp g est un temps d’arrét. Ainsi par le théoréme d’arrét ci-dessus, nous obtenons que
S™B est une martingale et ainsi

E [SEA'B} =E [SSA'B] =0 pourtoutn € N.

Par la Proposition 1.1, nous savons que Ta p est fini presque stirement et ainsi

TAB __ p-s
Si’l - S?l/\TA/B n_>oo} STA,B'

Par le théoreme de convergence dominée, puisque pour tout € IN, [S;**| < max(A, B), nous obtenons que

0= lim B [$;*"] = B[ lim $7*"] = B [Sy,,] -

n—o00 n—oo

Nous pouvons maitnenant calculer d’une autre fagon cette espérance puisque

E [STA,B] = AIP(STA,B = A) —BP (STA,B = _B) =-B+ (A + B)]P (STA,B - A)
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qui nous donne en combinant ces deux équations

B
]P (STA,B — A) - m

En utilisant notre deuxieme exemple de martingale M, = S,, — n?

avec S la marche aléatoire symétrique,
nous pouvons calculer E[7 g]. En effet, par le théoréme d’arrét, nous savons que M™ 58 est une martingale
et ainsi

E M| =B M| =0,
De plus, par définition de 7 g, nous avons que pour tout n € N,

‘M,ZA’B <max(A%,B?) +1

et comme nous avons prouvé plus haut que Ta g € L!, nous pouvons encore utiliser le théoréme de conver-
gence dominée et obtenir

0= lim B [M*] =B [ lim M*| = B [My,,].

n—oo n—oo

Et de méme, on peut calculer

B A
2 2

B _
A+B U AL

E [MTA,B] = {Sz } — E[TA,B] =A E[TA,B] = AB — E[TA,B]-

TAB

On retrouve finalement le résultat
E[TA,B] = AB.

2.2 Inégalités de Doob

On commence par généraliser la notion de martingales en acceptant une inégalité plutdt qu'une égalité
pour la propriété de martingale .

“ DerNITION 2.9 ©
Soit M = {M,, },eN une suite de variables aléatoires intégrables et { F; } une filtration telles que M,, €
Fu pour tout 7 € IN, On dit que M est une sous-martingale (respectivement sur-martingale) par rapport
a{Fu}si

M, < EM,1|Fu] (respectivement M, > E[M,;1|F,]) pourtoutn > 1.

La notion de sous-martingale est intéressante car de nombreuses opérations naturelles sur les variables
aléatoires telles que la valeur absolue, ou le passage a la puissance p, créent des sous-martingales a partir
de martingales. En effet, on a le theoréme suivant

“ TufoREME 2.10
Si M est une martingale par rapport a {F,} et ¢ est une fonction convexe telle que pour tout n € IN,
¢(M,) € L! alors ¢(M) est une sous-martingale par rapport a {F; }.

Démonstration. La mesurabilité et l'intégrabilité sont évidentes par hypothese du théoréme. Pour la pro-
priété de sous-martingale, on utilise 'inégalité de Jensen conditionnelle qui nous donne

‘P(Mn) =¢ (E[Mnﬂ‘}—n]) <E [‘P(Mn+1>|}—n} .
O

Les inégalités de Doob sont utiles pour borner le maximum des # premiers termes d'une martingale par

le n-iéme terme.
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“ DEFINITION 2.11 “*

Soit {M,, },eN une suite de variables aléatoires, on définit son processus maximal M* par

M;, = sup M.
0<k<n

On donne ici la premiere inégalité maximal de Doob.

“ TutorEME 2.12 ©
Soit M une sous-martingale positive et A > 0, alors pour tout n € IN,

AP (M;; > A) < E [Mylyzsa] < EM,].

Démonstration. Pour commencer la preuve, on va d’abord prouver que pour tout A € Fy, et pour tout
n>=m,
EM; 1] < E[M,14].

En effet, par la définition d'une sous-martingale, nous avons
M, <E [Merl‘}—m] <E [E [Mm+2‘}—m+1]|]:m] =E [Mm+2|}-m] .

I nous suffit maintenant de multiplier les deux cotés par 1o € F;; et de prendre I'espérance pour obtenir

I'inégalité voulue. On définit maintenant le temps d’arrét suivant
T=min{n € N, M, > A},

on peut réécrire

De plus, par définition de 7, nous avons aussi
A]P(T < n) =E [/\]lTéﬂ] <E [MTﬂrén] = Z E [Mkﬂrzk] .
k=0

Comme T est un temps d’arrét, {T = k} € Fj et par 'inégalité que nous avons prouvé au début de la
preuve, nous avons que pour tout k < n,

E[Mk]lrzk} <E [Mn]l'rzk] .

Finalement, nous obtenons

n
AP (M > A) =AP(t<n) < ) EMl,] <E
k=0

n
Mn 2 ]1T:k
k=0

= B[M,ly; 5] < EM,].

O

La deuxieme inégalité est la plus souvent utilisée mais la premiére est trés utile pour prouver 'inégalité
L? de Doob. On commence par donner une généralisation de 1'inégalité que 1’on vient de prouver

COROLLAIRE 2.13. Soit M une sous-martingale positive et p > 1 alors pour tout A > O on a
APP(ME > A) < E {M,ﬂ .

Démonstration. On remarque que la fonction ¢ : x — x? pour p > 1 est une fonction convexe croissante sur
R etainsi ¢(M) = M est encore une sous-martingale. Si on applique le theoréme précédent a M avec A7,
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on obtient
APP ((MP)E = AP) = APP ((ML)P > AP) = APP (M, > A) < E [Mﬂ .

O

On donne maintenant une autre inégalité maximale, dite inégalité L” de Doob. On rappelle que pour
une variable aléatoire dans L”, on définit sa norme L? par

1
X1y = (E[XP])7 .
“ THEOREME 2.14 ©
Soit M une sous-martingale positive. Pour tout p > 1 et pour tout n € IN,

P
||M:1||P < ﬁHMan

Démonstration. On commence par voir qu’il n’est pas clair que si M, € L? alors M, € L?. Pour contourner
ce probléme, nous considérons pour un certain m > 0,

M =M Am

qui est une suite de variables aléatoires bornées. On commence par écrire

~ M; 00 00 .
E KMZ)T =E p/o P ldx| =B {p/o x”l]lﬁpxdx] = p/o xPIP(M} > x)dx

m
= p/o xP7IP (M > x)dx.

On utilise maintenant I'inégalité maximale du Théoreme 2.12 pour voir que

. m m M
HMlez < p/ xP2E Myl >y | dx = pE [Mn/ x”_zllM;;)xdx} = pE Mn/ xP~2dx
0 0 0

| S

On utilise maintenant I'inégalité de Holder pour obtenir

o S p—1
VT35 < g IVl N
qui donne finalement
Y p
I3 < M

Pour passer l'inégalité & M}, sans la troncation, on fait tendre m — oo et utiliser le lemme de Fatou. O

2.3 Convergence des martingales

Les martingales ont tendance & converger. En effet, nous allons voir dans cette sous-section qu’une mar-
tingale bornée dans L! converge presque stirement vers une limite qui existe dans L!. De plus, si M, est
bornée dans L¥ pour p > 1, une martingale converge presque stirement mais aussi dans L”. On verra
dans la Section 4 la notion d’intégrabilité uniforme qui donnera une condition suffisante pour aussi avoir
convergence dans L!. Pour l'instant nous verrons ce théoréme suivant de convergence presque stire pour
les martingales bornées dans L!.

11
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“ THEOREME 2.15 ©
Soit M une martingale, on suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que

E[M,]] <C pourtoutn >0
alors il existe une variable aléatoire M telle que E[|M]|] < C et telle que

oo
M, LGN Meo.
n—oo

Pour prouver ce théoreme, nous allons introduire la notion de montées d’une martingale mais nous allons
commencer par la proposition suivante qui nous fait savoir qu’un joueur ne devrait pas passer un tour pour
un jeu qui lui est favorable.

PROPOSITION 2.16. Soient M une sous-martingale positive et A = {A; },,>1 un processus prévisible tel
que pour toutn > 1, A, € {O, 1}. Alors si M est la transformée de M par A, nous avons

E[M,] < E[M,].
Démonstration. Par la définition d’une sous-martingale et du processus A, nous avons
E[Ar (Mg — My_1) [ Fi-1] = ABMy — My_q| Foq] < E[Mg — Mye_q| Fea].
En prenant I'espérance des deux cotés et en sommant l'inégalité pour 1 < k < n, on obtient
E[M,] — E[My] < E[M,] — E[M].
O

Nous définissons maintenant la notion de montées qui nous permettra de définir le processus correct A
pour notre preuve de la convergence des martingales bornées dans L.

“ DerNITION 2.17 ©
Si {x;}1<i<n est une suite de nombres réels, on définit le nombre de montées de l'intervalle [a, b] par {x;}
comme le plus grand entier k tel qu’il existe 2k entiers 0 < iy < j;3 <ip < jp < -+ < iy < ji < n tels que
les éléments de {x; w1 <L k} sont plus petit ou égal a a et les éléments de {xjg, 1 < ¢ < k} sont plus
grands ou égal a b.

Le théoréme suivant permet de borner le nombre de montées moyen d’une sous-martingale M.

“ THEOREME 2.18 *
Soient M une sous-martingale et 2 < b, si on dénote N, (a, b) le nombre de montées de {My, 0 < k < n}

de [a, b] alors
E (M, — )]

E[Na(a,b)] < ="

Démonstration. On remarque tout d’abord que x — (x —a)4 est une fonction convexe croissante et ainsi
(M,, — a) 4+ est une sous-martingale positive. De plus, on voit que le nombre de montées de [a, b] par {My, 0 <
k < n} est égal au nombre de montées de [0,b — a] par {( My —a)4,0 < k < n}.

On considére maintenant le jeu de mise suivant sur la suite (M — a)4 : on mise pour la premiere fois
lorsque la suite atteint 0 et on ne mise une nouvelle fois que lorsque (M — a) est plus grand que b — 4. Cela
crée un processus prévisible A qui ne prend des valeurs que dans {0,1} et ainsi on sait par la Proposition
2.16, on obtient

—~—

E [(MH - a)+} < E[(My —a)4].

12
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Maitenant, par définition de notre jeu de mise, on voit qu’on est garanti au temps n d’au moins gagner
(b —a)Ny(a,b), c’est -a-dire que 'on a

(M, —a)+ > (b—a)Ny(a,b).
On obtient donc le résultat final en prenant I’espérance et en combinant les deux inégalités précédentes. [

On est maintenant prét a prouver notre théoréme de convergence pour les martingales bornées dans L.

Démonstration du Théoréme 2.15. Soienta, b € Q deux nombres rationnels tels que 2 < b, nous allons prouver
que

P(E;) =0 avec E, = {liminan <a<bg limsupMn}

n—co n—oo

puisque cela prouve la convergence de M,, vers une variable aléatoire possiblement infinie, on prouvera
ensuite que la limite est dans L!. Tout d’abord puisque Ny (a,b) est une suite croissante, par le théoréme
de convergence monotone, elle converge presque stirement vers une variable aléatoire possiblement infinie
N (a,b). On remarque alors par définition du nombre de montées que

E; C {Noo(a, b) = 00}
Par le Théoreme 2.18, nous savons que

E[(M,—a),] _ C+al

<
B[Ny (a,b)] < =ES 1 < =20

Et par le lemme de Fatou, nous avons donc

B[Nes(a,b)] =  [liminfNa(a,b)] < lim inf E[N,(a, )] < C+al

n—00 n—o0 b —a

Ainsi, nous avons que N (a,b) € L! et donc P(Ne(a,b) = ) = 0 et finalement P(E,;) = 0. Ceci prouve
donc que M converge presque stirement vers une limite M, pour voir que M« € L!, on utilise encore le
lemme de Fatou pour observer que

E[M] = E[liminfM,]| < liminf E]M,] < C.

n—o0 n—oo

O

On donne maintenant le théoréeme de convergence pour les martingales bornées dans L” pour p > 1
mais on ne donnera pas la preuve de ce résultat.

“ TuEOREME 2.19 “
Soit M une martingale, on suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que pour un certain p > 1,

E[M,|P] <C pour toutn >0

alors il existe une variable aléatoire M telle que E[|M,|?] < C et telle que

.S LP
M, 25 Mo et M, —— Meo.
n—,oo n—oo

Démonstration. Tout d’abord, nous savons par I'inégalité de Holder que
1 1
E[[M,|] < E[[M,[F]r <C?

et M est une martingale bornée dans L! et elle converge donc presque stirement vers une variable aléatoire

13
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1
M, telle que E[[Mw|] < C?. Par le lemme de Fatou, nous avons
E[|Mu|?] = E [nminf |MH|P} < liminf T [|[M,|?] < C.
n—00 n—o0

Il ne nous reste plus qu’a prouver la convergence L?. Tout d’abord, nous remarquons que

p
M), — M| < <ZSup|Mn|>

n=0

et par 'inégalité L? de Doob, nous avons pour m € IN,

=

sup [My|

os<n<m

P p
< L M < L

ot nous avons utilisé le fait que M| est une sous-martingale positive. Par le lemme de Fatou en prenant

m — co, nous obtenons ainsi que

sup [M,|
n=0

p

. P P .
et ainsi (2 sup,~o [Mn |> € L! et par le théoréme de convergence dominée nous avons que

lim E M, — Me|?] = E [1131 M, —MOO|P} —0.
n—00

n—oo

O

Il est important de voir que p est strictement plus grand que 1. En particulier, on n’a pas convergence
L! pour une martingale bornée dans L! mais seulement une convergence presque stire. Nous allons
voir deux contre-exemples,

o Définissons une suite de variables aléatoires i.i.d X, telle que

(X =0) =P (4 =2) = 5.

On considére alors la martingale

Voyons que M est une martingale par rapport a la filtration F,, = o(Xj,...,X,). Tout d’abord
nous avons clairement M,, € F,, et

E([M, ] = B[M,] = [[EX] =1

car E[X;]] = 1, enfin nous avons

n+1

EM, 41| F] = E | [ [ Xi| Fu | = [ [XEXnt1] = My
i=1

i=1

. . I 5. .
M est une martingale bornée dans L' donc on sait qu'il existe M telle que M, pT> Meo. Mais
n—oo
nous avons que

1
P (M #0) = P (M, (% =2}) = o
dont la somme est une série convergente. Par le lemme de Borel-Cantelli, nous savons que

presque strement, il existe un indice i tel que X; = 0 et ainsi Mo, = 0 et donc E[M] = 0.
Comme E[M,] = 1 pour tout 1, nous voyons que M ne converge pas vers M dans L.
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e Prenons () = IN* muni de la mesure de probabilité

= 1 1
P=2 o =)
On considere alors la filtration F,, = o({1},{2},...,{n}, [n +1,0[) et le processus donné par
Xp = (n+ 1)]1[n+1,oo['

On voit tout d’abord que X;, € F;; et aussi que
EXul =EX = (n41) 3 (21— L ) =1
e kK k+1) 7
De plus, nous avons
n
E[XnJrl |-7:n] = 2 ]l{k}E [XnJrll{k}] + ]l[n+1,oo[E X1l [n +1, OOH
k=1

z E [ﬂ[n+z,oo[]1{k}] E [ﬂ[nﬂ,mﬂhnﬂmd
=n-+2 1 +(n+2)1101 00
( )k;l {k} P({k}) ( ) [41,00] P([n+1,00])

1
n+2
= 0+ (14 2) L1 00 22 = X
n+1
Ainsi (X)) est une martingale par rapport a {F,} et elle est bornée dans L! donc elle converge
presque stirement vers une variable aléatoire Xo. Soit w € Q) = IN*, alors il existe N(w) € IN
tel que pour tout n > N(w), X;; = 0 (il suffit de prendre N(w) = w + 1 par exemple) et ainsi

Xu % 0 mais on a E[X;,] = 1 pour tout n € IN donc la martingale ne peut converger dans L!.
n—oo

2.4 Exercices

EXERCICE 3. Soit {M, } une martingale pour une filtration {F,} telle que E[M2] < oo pour tout n.

Montrer que I'on peut écrire
M2 =N, + A,

ot {N,, } est une martingale pour la filtration { 7, } et A, est un processus prévisible et monotone (A, >
Ay-1).
Indication : on pourra écrire A, 11 = A, + E[(M,,;1 — M,,)?|F,] pour n > 1et Ag = 0.

EXERCICE 4. On suppose que {M,, } est une sous-martingale et que v et T sont deux temps d’arrét bornés
tels que v < 7. Prouver que E[M,| < E[M]

EXERCICE 5. On considére une suite d’événements indépendants A; satisfaisant

Soit T = min{n > 0,};" ; 15, = k}. Montrer en appliquant le théoreme d’arrét de Doob a une martin-
gale bien choisie que pour tout k > 1,

Elp(w)] =k
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3. CONSTRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN

Nous allons introduire dans cette section 1'un des objets les plus importants de ces notes, le mouvement
brownien standard qui est un processus gaussien presque stirement continu. Pour bien définir cet objet, nous
allons tout d’abord donner quelques rappels sur les processus gaussiens

3.1 Processus gaussiens

On commence tout d’abord par rappeler la densité d"une variable aléatoire gaussienne d’espérance y et

de variance 02,

1 _
fuel¥) = ose

Nous allons aussi généraliser la notion de variable aléatoire a des vecteurs dans IR”. En particulier, nous

N|—

(1)

pouvons définir si {v; }1<;<4 est une collection de variables aléatoires d’espérance y; alors

01 E[Z)l] ‘1/11
- EF=| ¢ |=|:]|=7

<l
I

vy E[vy] Ha

= (oijh<ij<ar  ij = Bl(vi —wi) (0 — pj)]
ji est appelé l'espérance du vecteur v et X est appelé la matrice de covariance du vecteur V. Nous pouvons

maintenant donner la définition d'un vecteur gaussien.

“ DeFNITION 3.1

Soit ¥ € R?*4 définie positive et ji € R?. Un vecteur gaussien v € RY d’espérance ji et de matrice de
covariance X est un vecteur de densité

L 3G =G,

fa®) = J@n)adets

On peut commencer par observer un vecteur gaussien en dimension 2. En particulier si (X,Y) est un

vecteur gaussien tel que Cov(X,Y) = 0 alors sa matrice de covariance est donnée par

5 - Var(X) 0 (2 0
B 0  Var(Y)) "\0 o

et on peut écrire la densité du vecteur gaussien, si E[(X,Y)] = (yx, yy), comme

1 fé(xfm)zfﬁ(yfw)z
e
270y 0y

falxy) = = fyx,tfx(x)fyy,ay (v)

et on obtient donc que X, Y sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes.

Il faut faire attention que ceci n’est seulement correct car on a supposé que (X,Y) est un vecteur
gaussien. Deux variables aléatoires gaussiennes de covariance 0 ne sont pas nécessairement indépen-
dantes. Par exemple, si on considere X ~ N'(0,1) et une variables aléatoire ¢ indépendante de X telle
que P(e = 1) = P(e = —1) =  alors en définissant Y = X, on voit facilement que Y est aussi une
variable aléatoire gaussienne centrée de variance 1. De plus,

Cov(X,Y) = E[XY] = E[eX?] = E[¢]E[X?] = 0.

Clairement X et Y ne sont pas indépendantes puisque X? = Y2.
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Au-dela de la densité, nous pouvons aussi caractériser les vecteurs gaussiens par leur fonction caracté-
risitique. On rappelle que si X ~ A (u, 0?) alors

. L g22
E {eltX] — e1tye 7.

La généralisation aux vecteurs gaussiens est facile, on obtient la proposition suivante

PROPOSITION 3.2. Soit ¥ un vecteur gaussien d’espérance ji et de matrice de covariance X alors pour
tout 0 € RY,

On peut utiliser la fonction caractéristique pour montrer une propriété importante des vecteurs gaus-
siens qui est parfois donné comme définition.

“ THEOREME 3.3

v € RY est un vecteur gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire de ¥ est une variable
aléatoire gaussienne.

Démonstration. Les deux sens de la preuve sont similaires. Supposons que toute combinaison linéaire de ¥
est gaussienne. Soit 8 = (64, .. .6,)", alors Zgz = 0 -V est une combinaison linéaire de V et est donc une
variable aléatoire gaussienne d’espérance 0 - i avec ji 'espérance de V et de variance

2
d d
Var(Zz) = E {(Za —0- ﬁ)z} =E (Z(ekvk - 9ki4k)> = ) 60E [(vi — i) (vj — pj)]
i=1 ij=1
d — —
= Z 91‘9]‘0'1’,]' = GTZB
iji=1
Ainsi si on calcule la fonction caractéristique de Z3, nous avons
E [eizé} —E [eié-v] — olfjig—36726
ce qui prouve que V est un vecteur gaussien. O

3.2 Mouvement brownien standard

Le mouvement brownien standard porte son nom du botaniste écossais Robert Brown qui étudiait les
trajectoires de pollen. Il a été ensuite retrouvé par Louis Bachelier pour appliquer ce processus a la finance
mais c’est Albert Einstein qui a donné la description quantitative qui a démocratisé son étude. Norbert
Wiener a donné sa premiere définition mathématique et Paul Lévy prouvera de nombreux résultats sur ce
processus et ses trajectoires. En particuler, nous verrons dans la prochaine sous-section la construction de

Lévy du mouvement brownien.

“ DerINITION 3.4
Soit T > 0, le mouvement brownien standard (MBS) sur [0, T] est un processus aléatoire {BS}SE[O,T]
défini sur un espace de probabilité (Q), F, P) tel que
1. Bp =0.
2. Ses accroissements sont indépendants :si 0 < tg < t; < -+ < t, < T alors les variables aléatoires
(By, , — By,)1<i<n sont indépendantes.

3. Pour0 < s <t <T,Bs — B ~N(0,t—5s).

4. Les fonctions t — Bt(w) sont continues pour presque tout w € Q.
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Le mouvement brownien est un exemple (et I’exemple le plus important) d'un processus gaussien donné
par la définition suivante.

“ DEFINITION 3.5

{Xt}te[o,T] est un processus gaussien si et seulement pour tout choixde 0 < ) <t < --- < t; < T,
(Xty, o0 X, )T est un vecteur gaussien

Par les premieres propriétés du mouvement brownien, on peut calculer la fonction de covariance de ce
processus. Ce résultat est trés important et sera utilisé de nombreuses fois.

“ TutOREME 3.6
Soit B un MBS sur [0, T] alors pour s, t € [0,T], on a

COV(BS, Bt) =sAt

Démonstration. On remarque tout d’abord que E[B;s] = E[Bs — By] = E[N(0,s)] = 0. Ainsi nous avons si on
suppose que s < f,

Cov(Bs,By) = E[BsB;] = E[Bs(B; — Bs + Bs)] = E[Bs]JE[B; — Bs] + E[B] = 0+5 =s At
ol on a utilisé le fait que les accroissements sont indépendants et B ~ N (0, s). O

En fait, cette structure de covariance caractérise le mouvement brownien dans les processus gaussiens
centrés, a condition d’avoir la presque siire continuité.

PROPOSITION 3.7. Un processus gaussien {X; }c[o 1] centré de fonction de covariance s A t a ses accroi-
sements indépendants. De plus, si Xg = 0 et ses trajectoires sont presque stirement continues alors X est
un MBS.

Démonstration. 11 suffit de montrer I'indépendance des accroissements puisque la seconde partie de la pro-
position est alors immédiate. Soit 0 < t; < --- < t, < T, alors comme (X¢, — X¢,,..., X¢, — thq) est un
vecteur gaussien, il suffit de calculer la covariance de deux accroissements et voir qu’elle est nulle. Pour
i<j,
Cov(Xy; — X, 1'ij - th—l) =E[(X;;, - Xfiﬂ)(xtj - th—l )]
= E[X;,Xy] = E[Xgtjq] = BXq,_ X ] + E[Xe Xi ] = ti — i —tig + £ = 0.

3.3 Construction de Lévy du mouvement brownien

L'idée principale est de construire un processus gaussien de la fagon suivante. Si {Z, },cn est une col-

lection de variables aléatoires gaussiennes centrées de variance 1, alors on voudrait écrire

B =) au(t)Zy
n=0

En échangeant la somme et l'intégrale, si on peut le faire, alors on obtient directement que E[B;] = 0. De
plus, pour la covariance on peut faire un calcul formel et voir que

E[BsBy] = Z an(t B[ZyZm] = Zan

n,m=0

On cherche donc une suite de fonctions a, : [0, T] — R telle que Y% a,(t)an(s) = s A t. Pour simplifier les
notations, nous allons définir le mouvement brownien standard sur [0, 1] et nous allons considérer 'espace
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de Hilbert L?([0, 1]) muni du produit scalaire

1
(,9) = [ F5)g(s)ds

On rappelle qu’un systéme orthonormé total de L?([0, 1]) est une collection {¢, } e telle que

m

/Ol On(s)Pm(s)ds = dpm et { Y anpn, m €N, (ay, ... an) € lRm} est dense dans L2([0,1]).
n=0

En particulier, on rappelle que si {¢y, },cN est un systéme orthonormé total alors

/¢n (s)ds =0 pourtoutn e N= f =0

ainsi que l'identité de Parseval

too)=[ fe) ds—2<f #) (8, bn) -

Muni de ces propriétés, on remarque que si l'on choisit f = 1y j et g = 1| alors

Goh= [ ar=sni= & (o) ([ o).

Ainsi, nous voyons qu'un candidat naturel pour la construction du mouvement brownien est

+00 t
B; = ’E)Zn/o ¢n(x)dx

avec {¢y }nen un systéme orthonormé total. On va donc maintenant choisir un systéme qui va nous sim-
plifier 'analyse de ce processus. Le systéme choisi est basé sur les ondelettes de Haar qui sont construites a
partir de la fonction suivante

1 si0<t<;
H(t)=¢ -1 sit<t<1
0 sinon

“ DEFINITION 3.8

Soit n € IN, alors il existe j, k tels que n = 2/ + kavec 0 < k < 2/ — 1. On définit alors les fonctions

ol
Pn(t) = Pji(t) = 2H(th—k) et ¢o(t) = 1.
Par exemple, on donne les premiéres ondelettes

P1(t) = ¢poo(t) = H(t), P2 (t) = ¢p1o(t) = V2H(2t),
¢3(t) = p11(t) = V2H(2t — 1), ¢u(t) = poo(t) = 2H(4t).

PROPOSITION 3.9. {¢, }nenN est un systéme orthonormé total.

Démonstration. On commence par calculer la norme de ¢,

' 2 Lot (2 — k)
/0<pj,k(t)dt:/o 2H<2t—k> dt

2]k
/ /dt—l
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De plus, par définition de ¢;, on voit aussi facilement que pour n # n’ € N,

1
/0 9k (E)gy 10 ()t = 0.

Pour montrer que le systeme est total on va montrer que 1 { Kk +1] € Vect(¢y,) par recurrence sur j, tout
J o
d’abord pourj =1aveck=0,1o0ona

_ $o+ oo
toy="2 !

_ $o— o0

[21] 2
Si on suppose que la propriété pour un certain j € IN et pour tout 0 < k < 2/ — 1. Alors soit un entier

k€ {0,...,2/*1 — 1}, alors on peut observer que

! (Z_HI +1 ) =1
—_ 2 : .
5 Pjak Tk k] 2 24]

O

De ces ondelettes de Haar, on va considérer leur primitive, aussi appelé fonctions de Schauder données
par

t sio<t< g,
Aly=4¢ 1—t sis<t<],
0 sinon.
On définit alors _
Au(t) = Aji(t) =272 (2ft - k) (1)
et ainsi ,
2ls—k

B} i S . i
/ Pix(t) = 2% / H (2Jt - k) dt =271 / H(t)dt = Aji(s).
0 0 0

Nous avons donc construit notre candidat naturel pour le mouvement brownien, il faut maintenant prouver

que cette série de fonctions converge vers la bonne limite.

“ THEOREME 3.10 ©

Soit {Bs }s¢[o,1] défini par
+o00
Bs =) Au(t)Zy

n=0

avec {Z, },eN une collection de variables aléatoires indépendantes normales centrées réduites. Alors
la série converge uniformément sur [0,1] presque stirement et la limite est un mouvement brownien
standard.

Pour prouver ce théoréme nous allons utiliser la Proposition 3.7 et nous devons donc montrer que B est
un processus gaussien centré de covariance s A f tel que By = 0 et f — B;(w) est continue pour presque
tout w € Q. Le choix de notre systéme nous donnera facilement la structure de covariance et de l’espérance
du processus et la convergence uniforme de la série nous donnera la continuité puisque les fonctions de
Schauder sont continues. Enfin, il restera a verifier le fait que B est un processus gaussien.

Avant toute chose, nous allons montrer un lemme qui nous sera utile pour prouver la convergence uni-
forme de la série.

LEMME 3.11. Si {Z, } ,en est une collection de variables aléatoires i.i.d N'(0,1) alors il existe une va-
riable aléatoire C tel que

|Z,] < Cy/logn pourtoutn >2 avec P(C < +o0)=1.
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Démonstration. On commence par voir que pour x > 1,

R T

Ainsi, poura > letn > 2,

P(|Zs| > /2aTogn) < y/ = .

7T n%

par le lemme de Borel-Cantelli, nous avons donc que

P(|Z,| > \/2alogn infiniment souvent) = 0.

On peut donc définir la variable aléatoire

C = sup 2]
n>2 +/logn
etona |Z,| < Cy/logn par définition et P(C < o) par le lemme de Borel-Cantelli. O

Nous sommes maintenant parés a prouver Théoreme 3.10.

Démonstration du Théoréme 3.10. On commence par prouver la convergence uniforme presque stre en utili-
sant Lemme 3.11. Soit M > 2/ pour un certain ] € IN,

400 +o02/—1 +o02/—-1
Y |Za| - |An(t)| < C Z Viegndn(t) <CY, Y y/log (Z+k)Aj(t) < Cy/log2 )}, /j+1Au(H)

n=M j=] k=0 j=1 k=0

ott on a utilisé le fait que 2/ + k < 2/*1 = eli+1)1°82 Maintenant, il est important de voir que par définition
de A, pour un j fixé et pour tout ¢ € [0,1], il existe un unique k € {0, 2/ — 1} tel que A jk(t) # 0 et de plus

Y - . ,
Akl < %2 2. Finalement, la somme sur k ne consiste que d’un terme et on peut borner

An(t)

———— 0 presque stirement
J—o0

< log Zoc % \/ +1 unif.ent
j=J

N\\

ou la convergence presque stre vient du fait que P(C < o) = 1. Par la convergence uniforme de la série, on
obtient que la limite B existe et est continue presque stirement. La convergence uniforme nous permet aussi
de calculer rigoureusement 1’'espérance et la covariance de B et on a pour s < ¢,

—+o0
=E ) Z.Au(t 1 ZAn E[Z,] =0
n=0

et

E[BsBy] = Z ZnZmDy (t

n,m=0

Z An(E)An(s) = i) (/Ot ¢>n(u)du> (/O gbn(u)du)

1
= /0 H[O,s]]l[O,t] =sAt.

Finalement, nous avons plus qu’une chose a vérifier : que B est un processus gaussien. En tant que somme
infinie de gaussiennes, ce n’est pas totalement évident. Soient 6= 01,..., Bm)T ER"ett <ty < -+ <ty
alors

. . ) T . m
E [e‘zn L 191Xf} —E [e‘ il GJ'E::OZ"A"“J‘)} ~TIE [elz" I 91An<tf)} .
n=0

On peut calculer cette quantité en utilisant le fait que Z, est une variable gaussienne centrée de variance 1
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puisque 6;A, est déterministe, on obtient

. +oo 1 2 - =
E |:el jmzl ert/-:| _ H e—j <Z}n=1 ejAn(tj)) _ e—% Z;r:b 27,’](:1 9]‘9}(An(tj)An (tk) _ e—% 7/”‘=1 gjektj/\tk _ e_%eze
n=0

avec X = (t]- A tk) 1<j k<m et on a donc bien un vecteur gaussien et B est un processus gaussien et est donc

finalement un mouvement brownien standard. O

Nous avons donc réussi a construire le mouvement brownien sur [0, 1], pour définir un mouvement
brownien sur [0, T] ou méme sur R, on construit {B")},cn ou les B sont des mouvements browniens
indépendants sur [0, 1] et on définit un mouvement brownien sur R par

n
Site[nn+1)pourn>0, By=)_ ng) + Bgﬁl)
k=1

3.4 Premieres propriétés du mouvement brownien

La premiere propriété que nous allons voir et le changement d’échelle du mouvement brownien. En
d’autre terme, toute la complexité du mouvement brownien sur [0, 1] est en fait comprise dans tout intervalle
[0, a] pour touta > 0.

PROPOSITION 3.12. Soit B un mouvement brownien standard et a > 0 alors X = (X;);>0 défini par

1

X = —
‘T Va

Bat

est aussi un mouvement brownien standard.

Démonstration. Nous allons utiliser la Proposition 3.7 pour montrer que X est un mouvement brownien.
Xo = 0 par définiton et de plus t — X;(w) est continu presque sirement par la continuité presque stire
de B. Il est clair que X; est un processus gaussien car B est un processus gaussien. Il suffit donc de calculer
I'espérance et la covariance de X.

E[X¢] = —=E[Bg] =0

S

1 1
E[XiX;s] = EE[BatBas] = E(as) A (at) =sAt.
U

Nous allons maintenant voir la loi de Markov simple du mouvement brownien, nous verrons la version
forte plus tard dans la Section 5.

PROPOSITION 3.13.Si B = (B;)>0 est un mouvement brownien standard alors pour s > 0, le pro-
cessus X = (Bgys — Bs)s>0 est aussi un mouvement brownien standard. De plus il est indépendant de

o(Bt)o<t<s-

Démonstration. L'indépendance vient de 1'indépendance des accroissements du mouvement brownien. De
plus, on a clairement que Xo = 0, E[X;] = 0 et X est un processus gaussien. Il suffit donc de calculer la
covariance pour t1,tp € Ry

E[Xt, Xt,] = B[(B, +s — Bs) (Bstr, — Bs)] = E[Bst#,Bsy1,] — E[BsBsyr,] — E[BsBsr,] + E[B]
=(s+H)AN(s+t)—s—s+s=1H ANt

O
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Finalement, on a aussi la propriété d’inversion du temps.

PROPOSITION 3.14. Si B est un mouvement brownien standard alors X = (X¢);>¢ avec
X; = tB1
t

alors X est un mouvement brownien standard.

Démonstration. On voit clairement que E[X;] = 0, Xo = 0, et X processus gaussien, De plus

1 1
E[XXs] = tsE {B%Bg =ts (t A S) = sAL.

La continuité presque stre de t — X;(w) est claire pour t > 0. Pour la continuité en 0, il faut faire un peu

. . d - .
plus attention. Tout d’abord on remarque clairement que By (:) tB1 ainsi, on voit que pour tout ¢ > 0,
t

rlN U {’tB%Qs} —p|{N U {Blze]|=0

n>0¢eQnlo,1] n20teQn[0, 1]

puisque ¢t — B(w) est continu presque stirement et By = 0. Ainsi on voit que sB; — 0 le long des
s—

s
rationnels et par continuité sur tout (0, +o0) on voit que X; ﬁ 0. O
—

3.5 Exercices

EXERCICE 6. Utiliser la fonction caractéristique ou la forme explicite de la densité pour répondre aux
questions suivantes.

1. Soit V = (vy,...,v,) un vecteur gaussien d’espérance y € R" et de covariance X € S,(R). Soit
A € M,,(R). Montrer que AV est un vecteur gaussien d’espérance Ay et de covariance AXA .

2. Montrer que si X et Y sont deux variables gaussiennes indépendantes d’espérance zéro et de va-
riance 1 alors X — Y et X 4 Y sont deux variables gaussiennes indépendantes d’espérance zéro et
de variance 2.

3. Montrer que si (X,Y) est un vecteur gaussien, alors la distribution conditionnelle de Y sachant
que X = x est normale d’espérance

_ Cov(X,Y)
Pyjx=x = My t T(X)(x — pix)

et de variance
0_2 . 0.2 . COVZ(X, Y)
YX=x 7Y Var(x)

EXERCICE 7. Soit (B¢)¢>0 un mouvement brownien standard et s < .
1. Calculer E[B;B?].
2. Calculer E[B2B?]. On pourra recalculer E[X*] avec X ~ N(0, 1) si on I'a oublié.
3. Montrer que E[BsePs] = se*/2. On pourra tout d’abord calculer E[eX] ott X ~ A(0,1).
4. Calculer E[BseB].

EXERCICE 8. Soit (B¢)¢>0 un mouvement brownien standard et a € R.
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1. Calculer lim; oo E[1p,<4]-

2. Calculer lim;_, E[B¢1p,<q4].

EXERCICE 9. Soit (B¢);>0 un mouvement brownien standard.

1. Montrer que si 0 < s < t alors la loi jointe de (B, B;) est donnée

1 — g2l (y—x)?
X, — e 2s 2(t—s) A
foa(x:y) 27t4/s(t — s)

2. Montrer que pour touts > 0, P(Bs < 0,Bys > 0) = %.

EXERCICE 10. La construction de notre mouvement brownien standard s’écrit By = Y, Ay (t)Z,. On
remarque que Ag(1) = 1 et A,(1) = 0 pour tout n > 1 ainsi que A,(0) = 0 pour tout n > 0. On peut
donc définir un nouveau processus

Ui =) Au(t)Zn.
n=1

Ce processus est un processus continu sur [0, 1] tel que U(0) = U(1) = 0, il est appelé un pont brownien.
1. Montrer que I’on peut écrire Uy = B; — By pour 0 < ¢ < 1.
<Ss<t<L

2. Montrer que 'on a Cov(Us, Uy) = s(1 —t) pour 0 < s

3. Soit X; = g(t)By,y), trouver les fonctions g et 1 telles que X; a la méme structure de covariance que
le pont Brownien.

4. Montrer que le preessus défini par Y¢ = (1 + t)U; /(1+t) €st un mouvement brownien sur [0, c0).

Remarque : Cela nous donne une autre définition du mouvement brownien sur R .

4. MARTINGALES EN TEMPS CONTINU ET MOUVEMENT BROWNIEN

Nous avons construit le mouvement brownien comme processus gaussien continu, dans cette section
nous allons introduire le concept de martingales en temps continu et nous verrons que le mouvement brow-
nien en est un exemple. La notion sera importante dans le reste de ces notes puisqu’elle est directement
reliée a I'intégrale stochastique, au calcul stochastique et méme aux applications a la finance.

4.1 Filtrations et martingales

La notion de filtration en temps continu est la méme que dans le cas discret

“ DerNITION 4.1
Soit (Q), F, P) un espace de probabilité. { F; } ;>0 est une filtration sur (Q, 7, P) si pour tout > 0, F; est
une sous-tribu de F etsis < t, Fg C Ft.
De plus, un processus (X;);>o est adapté a { F; }> si et seulement si pour tout t > 0, Xy € F.

On peut ainsi donner la définition de martingales en temps continu qui est la méme que dans le case
discret
“ DerNITION 4.2 *
Soit (Q), F, { Ft}+=0, P) un espace de probabilité filtré. (X;);>( est une martingale par rapport a { F; }+>0

si et seulement si

1. E[|X¢|] < oo pour tout ¢ > 0.
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2. (Xt)=0 est un processus adapté a { F }1>o.
3. Pour s < ¢, nous avons E[X;| Fs] = X.
Si la troisieme propriété est remplacée par Xs < E[X;|F;] (respectivement Xs > E[X;|F;]) alors X est

une sous-martingale (respectivement une sur-martingale).

Pour la marche aléatoire simple S, = Y_I' ; Xy, nous prenons la filtration naturelle 7, = o(Xy,...,Xy).
Pour le mouvement brownien standard, ’analogue devrait étre la filtration F; = 0 (Bs, s < t). Cependant,
étre en temps continu pose certaines difficultés, en particulier il est naturel d’augmenter la filtration.

a , a
DEFINITION 4.3
Soit B un mouvement brownien standard. On considére

C={Ac€o(Bs,s<t),P(A)=0} et N={BCA AecC}

En particulier, les sous-ensembles B € A/ ne sont pas nécessairement mesurables mais on pose P(B) = 0
pour tout B € A. On définit alors la filtration brownienne standard { F2};>o par

FB ZN\/O’(BS,S <t)

L'avantage d’augmenter la filtration 0 (B, s < t) est qu’elle suit maintenant de bonne propriétés, notam-
ment de continuité a droite.

PROPOSITION 4.4. La filtration brownienne standard {FP};-¢ satisfait les conditions habituelles :
1. FP contient tout B € .
2. Pour toutt >0, FP = Ny F2 = fﬁ.

Démonstration. La premiére propriété est claire par définition de la filtration brownienne standard. Pour la
seconde propriété, soit s > t and on considére l’ensemble

g = {AEU(Bu,ugs),]E{]lA‘}'g} 6.7:23}.

On considére maintenant les événements A qui sont de la forme suivante pour 0 < fp < t; < -+ < t; <
tel que t = t; pour un certain k, et Ay, ..., A, des boréliens de R,

n
A= ({By, — By, € A¢}.
k=1
Par I'indépendance des accroissements de B et la propriété de Markov simple, nous avons alors si s = t;,

E[1a|FE] = E

i n
k ]:15"| = H]lBtk—B,kileAkIP ( ﬂ {Btk+1 — By € Ak})
k=1

n
11 Ip, B,  eA
k=1 k=i+1

On voit donc que E[1 4| F, t’i] est mesurable par rapport a 7P et ainsi nous voyons que tous les événements A
de cette forme sont dans G. On observe maintenant que les événements de cette forme génere o(B,, u < t),
on peut alors utiliser le lemme de classe monotone sur G pour ainsi voir que G = (B, s < t).

Finalement, soit A € ]-"t]i alors A € FB cars > t. De plus, il existe une variable aléatoire X € (B, u < s)
telle que X = 1, presque stirement. Alors par ce que nous avons prouvé plus haut IE[X\}'E] € FP mais
puisque P contient V, nous obtenons que 15 = E[15|FP.] € FP. Ainsinous avons FP. C FP et I'autre
inclusion étant évidente on obtient la continuité a droite. O

Nous voyons que nous avons utilisé a la fin de la preuve que la filtration contient N. En particulier,
nous pouvons voir que la filtration non augmentée {c(B;,s < t)}¢>0 n’est pas continue a droite. En
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effet, si on consideére I'événement

1
A= ﬂ {BH_S > By pour un s EQQ}O,EH
nelN

alors on voit clairement que A € F;+. On considere maintenant les deux événements suivants
E; = {w € Q, Bs(w) =spourtouts >0}, E;={weQ, Bs(w)=t—|s—t| pourtouts > 0}.

Alors on voit que E; C A mais E; ¢ A. Mais pour w € E; et w’ € E; on voit que pour tout s € [0, ],
Bs(w) = Bs(w') et ainsi si A € F;, on devrait avoir E; C A ce qui nest pas le cas. Donc A ¢ F; et
ainsi

Ft"’#ft'

4.2 Intégrabilité uniforme

Nous allons maintenant introduire la notion d’intégrabilité uniforme qui est une notion importante pour
les martingales en temps continu et discret. En particulier, c’est la condition naturelle pour obtenir une
convergence L! des martingales.

“ DeFNITION 4.5 ©
Une collection C de variables aléatoires est uniformément intégrable si

o) = supE [1Z]1 71| 0

C’est une bonne condition car elle permet de convertir une convergence presque stire en convergence

L

LEMME 4.6. Suppose {Z, },ciN est une suite de variables aléatoires uniformément intégrable telle qu’il
existe une variable aléatoire Z telle que

Z, p.s
n—o0
alors :
Zy =7 ie E[Zy,—2Z|]] —0
n—oo n—oo

Démonstration. Pour tout n € IN, we have
E [[Za[1)7,5+] < p(x).
Ainsi par le lemme de Fatou,
E [1ZI1175:] <HminfE ||Zultz, .| <p().

Nous avons donc
EZ|) = E [|Z[1 25| + EIZIT 7<) < p(x) +x < 0

et Z € L1. Maintenant, nous écrivons
Zn = Z| <|Zn = Z|L iz, |<x + |Zn — Z|L 7,5 < |Zn — Z|L|7,1<x + |Zn|L iz, )55 + [Z[117, 5

Pour le premier terme, on voit que |Z, — Z[1|z, <, < x+ |Z] € L! et par le théoréeme de convergence
dominée,
lim B {|zn - z|n‘zn|<x} = 0.
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Pour le troisieme terme, nous avons comme |Z[1z, |, < |Z| par le théoréme de convergence dominée

E(1Z/12,15:) == B[1ZIz54] < p(0).

n—o00
Ainsi on obtient finalement, que

E[|Z, — Z]] < 2p(x) —— 0.

X—00
La convergence L! permet aussi de passer a la limite dans une espérance conditionnelle.

LEMME 4.7.Si {Z, },cN est une suite de variables aléatoires telle que Z, % Z et si {Z,}neN est
n—oo
uniformément intégrable alors pour toute sous-tribu G,

E[Z:|6] 15 E[X|g].

., . L . L! ..
Démonstration. Par le lemme précédent, on sait que Z, T> Z et ainsi
n (o)

E[[E[Z,]G] - E[Z|G]|] = B [|E[Z, — Z|F][] < E[E[|Z, — Z||G]] = E[|Z, - Z] —— 0.

n—oo

De plus, pour tout € > 0,

P ([E[Z,|G] - E[Z|G]| > ¢) < ZE[|Zy - Z|] — 0.

n—oo

1
€

O

Nous allons voir maintenant un lemme qui nous permet de vérifier qu'une famille de variables aléatoires

est uniformément intégrable.

LEMME 4.8. Si ¢ : R — R est une fonction telle que @ — e si C est une collection de variables
X—00

aléatoires telle que pour tout Z € C, E[¢(|Z|)] < C < oo alors C est uniformément intégrable.

Démonstration. Soit Z € C,

<
N
0

< 0

E [|Z|1\Z\>x} = |: min{@, y x} x—00

WV

ol la convergence est uniforme sur Z. O

Par exemple, on voit qu'une famille uniformément bornée dans L” pour p > 1 est uniformément inté-
grable. En revanche, ce lemme ne donne pas qu'une famille bornée dans L! est uniformément intégrable
et d’ailleurs, ceci est faux. En revanche, on peut relier les variables dans L' a ces fonctions ¢ a croissance

sur-linéaire.

LEMME 4.9. Si Z est une variable aléatoire telle que E[|Z|] < oo alors il existe une fonction ¢ : R — R
convexe telle que @ —o Tooet telle que ¢(|Z|) € LL.

Démonstration. On commence par utiliser la formule pour 1'espérance

E[|Z|] = '/O.OOIP(\Z| > x) dx < co.
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Si on suppose qu'il existe une fonction 2 : R — R croissante telle que a(x) o o ettelle que
X— 00

/Oooa(x)IP(|Z| > x)dx < oo

alors on peut choisir
X
¢() = [ aly)dy

. . . X . .
qui est une fonction convexe car ¢’ est croissante et o) —— oo car a(x) — oo. Ainsi,
Y x—eo x—00

o)

“ a(y)dy] - [/ooo“(y)ﬂbydy] = Jy (2 de <o

Blp(Z)] ~E |
Pour montrer I'existence de a, on pose pour a €]0,1],

o = ([Teizzvay)

alors si on pose

on a

/Oooa(x)IP(|Z\ > x)dx —k:io/x

X1 P (|Z]
e (P (Z]

P
< <o
= 2(1-a)k

O

En particulier ce lemme nous permet de voir qu'une famille d’espérance conditionnelle par rapport a
différentes sous-tribus est uniformément intégrable.

LEMME 4.10.Si Z € L! et si Z € F alors {IE[Z|G], G sous-tribu de F} est uniformément intégrable.

Démonstration. On sait que comme Z € L! alors il existe une fonction convexe ¢ telle que ¢x) — 4o et
q ! X x—=oo

telle que E[¢(|Z|)] < oo. Alors on a finalement,
Elg (IE[ZIG]D] < E[E[p(1Z2])]9] < Elp(|Z[)] < 0

ol nous avons utilisé I'inégalité de Jensen dans la premiére inégalité. Par le Lemme 4.8, nous avons donc
que la famille est uniformément intégrable. O

4.3 Temps d’arrét et théoremes d’arrét

On définit un temps d’arrét en temps continu de la méme fagon qu’en temps discret.

“ DEFINITION 4.11 “*

T : QO — RU{oco} est un temps d’arrét par rapport a une filtration {F;};>0 si pour tout t > 0,
{w, T(w) <t} € F.

On peut aussi définir la variable aléatoire X, de la fagon suivante : pour tout w € Q) tel que T(w) < +oo0

par
Xe(w) =X¢(w) si T(w) =t
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On a alors aussi un théoréme d’arrét pour les martingales en temps continu. On appelle martingale continue
une martingale M = {M; };> telle que w — M;(w) est continue presque stirement.

“ TutorREME 4.12
Si M est une martingale continue par rapport & une filtration {7} } satisfaisant les conditions habituelles
et si T est un temps d’arrét par rapport a {F;}i>o alors M = {Mja¢}>0 est aussi une martingale
continue par rapport a {F;}.

Démonstration. La méthode de la preuve est de se ramener au cas discret. Pour ce faire, on introduit

S(n):{s+(ts);,kez} ¢ = inf (v> )

On voit que T est décroissant et T, T> 7. On note que T, est un temps d’arrét par rapport a { 7; }, en effet
n o0

2" 2" _
P(r, <t)= ) IP(Tn:s—i—(t—s)zI;): Y IP<5+(t—s)k2 1<T<s—|—(t—s)2];>e]-}.

k=—o0 k=—o00

Soit {Mp, Fp}pes(n) la martingale prise au temps p € S(n) qui est une martingale en temps discret. Ainsi
(IMp]) est une sous-martingale. En particulier

E[[Minz, |] < E[[M]]
ot on a utilisé le fait que t € S(n) par construction. Ainsi par le lemme de Fatou,
E[IMF ] < E[[Mindl] = B [liminf [Ming || < liminf E[[Mie, ) < B[M] < co.

Il ne nous reste plus qu’a prouver la propriété de martingale. Par le théoréme d’arrét de Doob discret pour
s € S(n),
E[Mt/\rn |-7:s] = MS/\Tn-

. . . 5. .
Puisque M est une martingale continue nous avons que Msx+, p—> Msar = M{. Puisque M; € L! nous
n—oo

savons par le Lemme 4.9 qu'il existe une fonction convexe ¢ telle que @ — cotelleque E[p(IM¢])] < oo.
X— 00
Par la convexité de ¢, nous avons que {¢(|Myp|), Fp},cs(n) est une sous-martingale en temps discret et ainsi,

pour toutn € IN,
E[¢(Minr, )] < E[p(IM:])] < oo.

Nous voyons donc par le Lemme 4.8, que la famille {M;x, } est une famille uniformément intégrable et
ainsi par le Lemme 4.7
E[Minq, | F] e E[Mf | Fg].

Finalement, on obtient bien la propriété de martingale

E[M{[Fs] = M.

4.4 Inégalités de Doob et convergence

Nous avons aussi les inégalités de Doob maximales pour les martingales en temps continu. On rappelle
la notation
M; = sup M;

0<s<t

alors le théoréme suivant donne 1’équivalent des inégalit’es vues dans la Section 2.
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“ THEOREME 4.13 ©
Si M est une sous-martingale continue positive et A > 0 alors pour tout p > 1,

AP (M; > A) < E[MY].
De plus si M; € L? pour un p > 1 alors

(M.

p
il < P

Démonstration. On se rameéne encore au cas discret en introduisant
it . "
D(n,t) = =5 0SI<2%,.

Par continuité de M; alors

. - % . o
fim sup My =M et Lap, v = I
tiED(Vl,T)

On a alors I'inégalité de Doob en temps discret

MP [ sup M;>A| <EM/]
t;eD(n,t)

et par le lemme de Fatou nous obtenons
AMP(M; > A) < EM/].
La preuve est similaire pour 'inégalité L. O

On a aussi un théoreme de convergence pour les martingales continues.

“ TuEorEME 4.14 ©
Soit M une martingale continue.

(i) Sipour toutt > 0, E[|M¢|’] < C < co pour un p > 1 alors il existe une variable aléatoire M, avec

E[|M«|?] < C telle que

p.s., LP
E—

M; Moo

t—o0

(i) Sipour toutt > 0, E[|[M;|] < B < oo alors il existe une variable aléatoire M avec E[|[Mw|] < B

telle que
M; 25 M.
t—o0

(iii) Si {M;};>0 est uniformément intégrable alors il existe une variable aléatoire Mo, € L! telle que

Démonstration. Pour (i), on remarque que {M, },eN est une martingale en temps discret, par le Théoreme
2.19, il existe une variable aléatoire M, avec E[|Mq|P] < C et telle que

s, LP
2 Meo.

n—o0

M,
Alors, on a pour t > m,

|Mt_Moo| < |Mt_Mm| + |Mm _Mool < |Mm _Moo| +SUP|MS _Mm|-

s>m
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On sait que le premier terme converge vers 0 presque stirement. Pour le deuxiéme terme, on observe que
(Ms — My, )s>m est une martingale continue et ainsi

1
P| sup |Mi—My|>A| < =E[M, — M,
m<s<n AP

En faisant tendre n — oo puis m — oo, on obtient que

P ( lim sup My — M,;,| > A) =0.
m—o0 t>m
Ceci étant vrai pour tout A > 0, on obtient que

.S,
M 20 M.
t—o0

Pour la convegence L¥, nous avons

Mt = Moo|lp < Mt = Mullp + M — Moo ||p < [|[Mir — Moo || + sup |[My — Meol[ e 0

n=>m

ot nous avons utilisé le fait que {|M; — M,,|P} est une sous-martingale et ainsi pour ¢ < n,
E[|M; — M, |P] < E|M;; — My |P.

Pour (ii), nous allons utiliser un raisonnement de localisation. Soit T, = inf{t, [M;| > n} alors T, est un

temps d’arrét. De plus, on sait que M™ est une martingale pour tout n € IN. Puisque E[|M;"|] < n nous

avons par exemple E[(M[")?] < n? et on peut utiliser (i). Il existe donc M telle que M} tp—s> Me. Pour
—00

tout w € {w € O, T, (w) = o0} nous avons M;" (w) = M;(w) et ainsi M;(w) converge lorsque t — oo sauf
sur un ensemble de probabilité zéro. Comme |M| est une sous-martingale nous avons pour tout T > 0,

E||M B
P sup [M¢| > A gﬂg—.
0<t<T A A

On peut faire tendre T vers l'infini et obtient donc

>

P (sup|Mt| > /\) <

t=0

Ainsi, en prenant n = A, on peut calculer

B
]P(Tn—oo)—l—]P(Tn<oo)—1—IP<sup|Mt|2?1) 21—;.
120

On utilise maintenant la continuité croissante des mesures de probabilit’es pour voir que

]P(G{Tn—oo}> = lim P(1;, = o0) = 1.

n—00
n=1

Ainsi, nous voyons que M; tp—s> M. Par le lemme de Fatou, nous avons
—00
E[[Me|] < liminf E[[M;]] < C.
t—o0

Pour (iii), nous savons qu’une famille uniformément intégrable est bornée dans L! puisque pour tout ¢t > 0,

E[[M|] < E[[Mi|Ljp, <o) + E[[M[Ljng, 22 < x4 p(x).
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Ainsi, par (ii) nous avons convergence presque siire vers une variable aléatoire Me,. Par le Lemme 4.6, la
convergence presque stire est aussi une convergence L. O

4.5 Mouvement brownien et martingales

Nous n’avons pas encore vu d’exemples de martingales en temps continu. L'exemple le plus important
est le mouvement brownien ainsi que certaines transformées du mouvement brownien.

PROPOSITION 4.15. Soit B un mouvement brownien et « € IR, alors

2t
B={Bi}is0, M={B?—t}lso et Zy= {e“Bt*“ i}»o

sont trois martingales par rapport a { FP}.

Démonstration. Pour B, on a clairement que B; € FP, de plus

2

e’% 2t
B[[B]] :A'x'ﬁdx: Vo <o

Finalement, pour s < ¢,
E[B|Fs] = E[B; — Bs + Bs|Fs] = E[B; — Bs] + Bs = Bs.
Pour M, nous avons aussi M; € ]-"tB et de plus
E[|M;|] < E[B?] +t = 2t < co.

Finalement, pour s < ¢,

E[B} — t| 7] = E[(B; — Bs + Bs)?| Fs] — t = E[(B; — B)?| Fi] + 2E[Bs(B; — By)| ] + E[BI| Fs] — ¢
= E[(B¢ — Bs)?] +2BsE[B; — Bs] + B2 —t =t — s+ B2 —t = M.
Nous avons la preuve que Z est une martingale en exercice. O

Nous pouvons maintenant utiliser la puissance de la théorie des martingales pour obtenir des résultats
sur le mouvement brownien.

PROPOSITION 4.16. Soit A, B > 0, on dénote
Tap = min{t > 0,B; = A ou B; = —B}
alors P(pp < o) = 1et

B
IP(BTA,B = A) = m et E[TA’B] = AB.

Démonstration. L'avantage du mouvement brownien, par rapport a la marche aléatoire simple, est la gaus-
sianité des entrées. Ainsi, on sait que

P(|Bys1 — Bu| > A+B) = P(INV(0,1)] > A+B) > ¢ > 0.

Ainsi, nous avons

n—1 n—1
IP(TA,B > Tl) <P (m {‘Bk—&-l *Bk| > AJFB}C) < H(l *8) = (1 *8)11.
k=0 k=0
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Ainsi, on voit que Tpop < o presque slirement et on a méme que Tp p a des moments de tout ordre. Main-
. A . . T, . T,

tenant, on voit que Ta g est un temps d’arrét et ainsi (B,*") est une martingale et comme [B,*"| < A +B,

nous pouvons utiliser le théoreme de convergence dominée pour voir que

T,
0=E[Bo] = E [B*"] — E [Bry,) -
Maintenant, nous pouvons calculer cette espérance et voir que
I [BTA,B] = AIP(BTA,B = A) - BIP(BTA,B = _B) = (A + B)IP(BTA,B = A) —-B=0

et ainsi
B

“A+B

Maintenant, on utilise le fait que M8 est une martingale et

P (BTA,B - A)

TAB 2
IM{* < (A+B)" —Tap
et comme on a vu Ta g € L!, on peut utiliser le théoréme de convergence dominée pour voir que

0=E[M] =E [MZA'B] —— E [Mq,,] = E[B, ] — E[tag).

t—o0 TAB

On peut donc calculer

Bltas] = E [B, | = AZA—?—B +BZBfA = ABiig — AB.
O
On peut aussi considérer le temps d’arrét
Ta = inf{t >0, B; = A}.
Pour la marche aléatoire symétrique, on a vu que E[1p] = oo. On peut en dire plus pour le mouvement

brownien .
“ THEOREME 4.17
Soit A € Ralors P(1p < o) = 1etpour A >0,

E [e'] = oAV

Démonstration. Soit n € IN, supposons A > 0, alors

n

IP(TA < OO) 2 IP(BTA/\”LLH :A) = A+1/l n—)—oo> 1

. . . . —a2t A
Soit & > 0, alors on va utiliser la martingale exponentielle Z, ; = e*®'~%"2. 7, est un temps d’arrét et Z;* est
une martingale et ainsi puisque Z4 < e*?, par le théoréme de convergence dominée,

1=E[Z, ] =E [Zfﬁ} o ElZam]
On calcule maintenant 1’espérance,
27TA

E[Zy | =E {e"‘BTA —a TT} - [ezxu—aZTTA}

et finalement en posant A = "‘72,

E [e_MA} = e AV2Y,
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Si A <0, on réalise la méme preuve en prenant a < 0. O

On en déduit la distribution de Tx.

COROLLAIRE 4.18. Soit A € IR, alors
1 1
E[ta] = E|—|=—.
[Ta] = +oo, |:TA:| A2
De plus, Ta a pour densité,
Al a2
fo ) = e i1
et ainsi
) A2
A = -
N(0,1)

Démonstration. Pour I'espérance, nous utilisons la définition de la transformée de Laplace,
. 7/\TA /\2 2
P(A) = [e V™8] =1 - AB[ra] + SEl]+ .
ainsi A
Elta] = f)l\irr(l)qb’(/\) = — lim ue_w\/ﬁ = +o0.
—

A—=0+/2)

Pour le deuxiéme résultat, on remarque que % = fooo e MdA. et ainsi
1 i _ ® _|AlVZx 1 /> _ 1
E[TA}:/O E [e XTA]dxz/O e 1Al xdxzﬁ/o ue ”duzﬁ.

Pour le calcul de la densité, cela vient de I'inversion de la transformée de Laplace, nous ne développerons
pas le calcul ici. O

4.6 Propriété de Markov forte

La propriété de Markov forte est la généralisation de la loi de Markov simple de la Proposition 3.13 a un
temps d’arrét. On commence par une définition de la tribu du passé avant un temps d’arrét.

“ DeFNITION 4.19 <
Soit T un temps d’arrét par rapport a une filtration {F; }. On définit la tribu du passé avant T par

Fr= {AE U Aﬁ{Tét}E]ﬂpourtoutt}O}.

t>0

En particulier, F; est une tribu et T est /z-mesurable.

LEMME 4.20. Si X est une JF;-martingale continue bornée et T est un F;-temps d’arrét alors pour tout
A€ Frets<t,
E [XT]IA]IT<S] =K [Xs]lA]lT<s] =E [XtﬂA]lr<s} -

De plus si Xeo = lim¢_,e0 X alors E [Xeo | Fr] = Xz

Démonstration. On définit

Sn—{s+2];,k€Z}ﬂ[O,oo[
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et ainsi (X¢);eg, est une martingale discrete. Pour tout A € Fr, AN {1t < s} € F;.Soitt, = min{r €S, r >
T} alors AN {1, = r} € F;. Ainsi, nous avons

E [X'rn 1AILTH<S] = Z E [XrILAILTn:r] = Z E [XSIlAIlTn:l’] =K [XSI[A]lTn<S] =K {XtﬂAﬂT,Ks] .
r€S,,r<s reS,,r<s

Pour la deuxiéme égalité, nous avons utilisé le fait que (X);es, est une martingale discrete et que s € S,
pour la derniere égalité, nous avons utilisé le fait que 1o1¢,<s € Fs, que t > s et que X est une martingale.

Maintenant, nous avons 1;,<; — lr<s presque stirement et que X;, — X; presque stirement. Alors en
prenant la limite en 1, par le théoréme de convergence dominée, nous avons

E [XT]lA]lT<S] =E [XS]lA]lT<S] =K [Xf]lA]lT<5] ’

en prenant ¢ — 0o, nous obtenons
E [XT1A1T<S] =E [Xoo]lA]l'r<s]

puis s — oo donne
E[X:1a] = E[Xoola] ie. E [Xeo| Fr] = E [X¢|Fr] = Xt

O

COROLLAIRE 4.21. Si X est une F;-martingale continue bornée et si v et T sont deux F;-temps d’arrét
alors v < T = X, = E[X¢|Fy).

Démonstration. La preuve est facile

Xy = E [Xeo|Fy] = E [E [Xeo| Fr]| Fv] = E [X¢|Fy] -

PROPOSITION 4.22. Si X est une F;-martingale bornée et T un Fj-temps d’arrét alors (X¢ar) est une
Fipr-martingale.

Démonstration. Xipr est Fipe-mesurable, Xine € LY car bornée. Enfin,
E [Xt/\T|~FS/\T] = XS/\T

pour s < t. En effet, si on définit c = t AT etv = s A T alors v < o et nous pouvons utiliser le corollaire
ci-dessus. 0

Si B est un mouvement brownien, on peut aussi définir la variable aléatoire B; par

Br(w)(w) siT(w) < oo,

Br(w)lrcoo = {

0 sinon.
PROPOSITION 4.23. Soit B un mouvement brownien et T un temps d’arrét par rapport a {F7}, alors
B:1;<o est mesurable par rapport a FP.

Démonstration. On commence par écrire

(o]
1 _ i =1lim) Bl
7 ST neo = gm

Brlicoo = nlglgo Z B
i=0
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Nous avons tout d’abord que 1 ceil € ]-"?. Pour le deuxiéme terme, soit A un borélien de R tel que 0 ¢ A
zn

alors
%] sit<s

Bsl>s € Afn{t <t} =
{sr}s } { } {{BSEA}Q{Sgrgt} sit>s.

et puisque
(BseAln{r<t}n{r<s}ecFP

2%6.7:7. D

nous avons que B ; 1
7 T2

Nous sommes maintenat prét a énoncer la propriété de Markov forte.

“ THEOREME 4.24 *

Soient B un mouvement brownien et T un temps d’arrét par rapport a {FP} tel que P(t < o) > 0.
Pour tout t > 0, on pose
BET) = (BT+t - BT)ILT>oo

alors sous la probabilité conditionnelle P (|t < o), B(Y) est un mouvement brownien standard indé-
pendant de F5.

Démonstration. Supposons que P(T < o0) = 1. Soit A € F2,0 < t; < -+ < tp et F: R” — R continue et
bornée. On veut montrer que

E [14F (B7,....B" )| = P(A)E[F (By,,.... By, )| -

En effet, pour A = (), nous obtenons que B(") est un mouvement brownien standard et pour tout choix de
0t <.+ <ty (Bglr),. .. ,Bg)) est indépendant de ]-'? et ainsi B(7) est indépendant de .7-'?. Soit

k k
Ty :min{zn,k eN, 1< 2”}
alors on voit que
, . p.s.
F(B™,... B") L F (B, B

n—o0
et par le théoréme de convergence dominée car F est bornée,
() (Tn) ps. (1) (7)
E [1aF (B, B{™)| 2o m [14F (BT, B{7) .

Maintenant, on peut écrire

(Tn) (Tn) _ =
E [15F (B{™, ..., B’ )]—I;E{]IA]I%<T<2L”F<BZL”HI—B%,...,B%JAP—B%M)}.

Cc
On remarque que AN {T < 2%} N {T < k2_nl } € FB et par la propriété de Markov simple, nous pouvons
27

maintenant écrire

& k-1 k
E []IAF (Bﬁf),...,Bﬁz)ﬂ :r}gr;o];IP (Aﬁ{zn <1< 2,1}) E[F(By,,...,Bt,)]

= P(A)E [F (Btl,...,Btp)] .

4.7 Principe d’invariance de Donsker et probleme de plongement de Skorokhod

On a vu des similarités entre le mouvement brownien et la amrche aléatoire simple, en particulier avec
le temps d’arrét 7 g. On peut aussi observer que la marche aléatoire simple est encodée dans le mouvement
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brownien. En effet, si on consideére
T = inf{t 2 0, Bt g] — 1,1[}

alors on sait que

1
P(Br, =1) = P(By = 1) = 7.

Si on définit récursivement pour k > 2,
Tk = lnf{t > Tk—1, Bt - BTk,l g} - 1/1[}

alors (By,...,Bz,) ala méme distribution que (Sy,...,Sy) avec S la marche aléatoire simple. On peut aussi
faire une limite d’échelle de la marche aléatoire simple pour retrouver le mouvement brownien : c’est le
principe d’invariance de Donsker. On considere {X; },en une collection de variables aléatoires i.i.d telle que
E[Xi] = 0 et E[X?] = 1 et on définit S, = Y}_; X;. On peut alors interpoler linéairement la marche aléatorie

pour obtenir un processus en temps continu
So =0, S(nt)=S,+ (t—n)Xyy1.

On rappelle qu'une fonction F : (C([0,1],R), || - |[«) — R est une fonction continue si pour toute suite de
fonctions continues sur [0,1] (f1)neN,

1fn = flloo n_)—oo> 0 = [F(fn) — F(f)| —= 0.

n—oo

“ THEOREME 4.25 “
Soit F: (C([0,1],R),|| - [|) — R une fonction continue alors pour tout x € R,

P(F(éﬁ@mﬂ)gx)——%P@®)<@.

n—oo

Le probleme de plongement de Skorokhod est un résultat qui montre que toute variable aléatoire L2 est encodé
dans le mouvement brownien au prix d'un temps d’arrét. Commencons par un cas facile, si on considere la

variable aléatoire B A
PX=A)= —— PX=-B)= ——
( )=a+s ¢ P )= A+B

alors en définissant
TA,B = inf{t 2 0, Bt Q] — B,A[}

on sait que

BTA,B :(2) X

et de plus, on a

B A
+B?

E = AB = A?
(7] A+B '~ A+B

= A’P(X = A) + B*P(X = —B) = E[X?].

On peut fénéraliser ce résultat a toute variable aléatoire X centrée de carré intégrable.

“ THEOREME 4.26

Soit X une variable aléatoire telle que E[X] = 0 et E[X?] = ¢ < oo alors il existe un temps d’arrét 7 tel
que pour tout x € R,
P(X<x)=P(B:<x) et E[r] =02

Démonstration. Soit y la distribution de X, on définit deux variables aléatoires I et ] telles que

S t
P(I<sJ<t)= %/ / (u —ov)dp(u)du(v) pours <0< t
—o0 JO
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avecy =[5 udp(u — f vdyu(v) pour bien définir une probabilité. On définit maintenant le temps
d’arrét
TL] = il’lf{i’ 2 0, Bt g]l,][}

On calculer maintenant

P(Byy <x) =E |E |15, I,]H —F []1I<x]]_1 - nKx]IJ

*/ [Tt = auoane) 3 [ [T 1eS - 9anoan)
. K bt )(/ Tocxdp(s )) (-/iosdy )(/ Licxdp(t ))]

= / ]lugxd.u(u) = IP(X < x)'
On peut maintenant calculer I'espérance de Ty,
Eln) = E[E [|L]] = —E[1]

_ _% / Ooo | stlt = 9)dnondn(s)

_ ;/'_Ooo ./(;” Stdyu(t)dp(s) — i/_ow /(;wstzdy(t)du(s)
= L ke 70 s*du(s) ) + 70 —sdpu(s) " Pdu(r)
LU I. L. )

= /jo szd‘u(s) = E[Xz] =02

4.8 Exercices

EXERCICE 11. Soient {B; } un mouvement brownien standard et « > 0.
(@)

1. Prouver que X; = exp (szt ) est une martingale.

2. Utiliser Xt('x) pour calculer ¢(A) = E[exp(—AT1)] ot T = inf{t > 0,B; = AouB; = —A}.
3. En déduire E[7?].

EXERCICE 12. 1. Soit {M;} une martingale positive, montrer que pours < t, on a
{w e M(w) =0} C {w e Q M(w) =0}

2. Soit {M;} une martingale continue.

a. Montrer que si T = inf{t > 0, M; = 0} alors M (., (w) = 0 pour tout w € {w, T(w) < +oo}.
b. Montrer que si Mt > 0 presque strement alors P(M; > 0 pour toutt < T) =1
Indication : Essayer de prouver que P(t < T) = 1 en utilisant le théoreme d’arrét.

c. (x) Construisez un processus continu tel que P(X; > 0) = 1Vt < T mais P(X; > 0 pour tout ¢ <
T) =0.

EXERCICE 13. 1. Soit {M;} une martingale continue positive telle que lim;_,.o My = 0 et My = 1.
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Pour x > 1, soit T, = inf{t, M; > x}. Montrer que

lim Mt/\Tx = xI[Tx<oo.
t—o0

2. En déduire P(7y < 00).
3. Soit M* = sup;~o M. Calculer P(M* > x).

4. Soient B un mouvement brownien standard et 6 > 0. On définit X; = B; — 0¢. Montrer que M; =
exp(20B; — 20%t) est une martingale et montrer que X* = sup;-o Xt est presque surement finie et
suit une loi exponentielle de parametre 20.

EXERCICE 14. Soit U; un pont brownien définit dans la Feuille II.

1. En utilisant I'exercice 5 de la feuille précédente, montrer qu’il existe un mouvement brownien B
tel que pour 0 <t <1,
U; = (1 = t)B e

2. Montrer que pour touta > 0,

P| sup Uy >a| =P (sup(Bs —as) >a)
0<t<1 §>0
3. Utiliser I'exercice précédent pour trouver la fonction de répartition et la densité de supy ;1 Us.
EXERCICE 15. Soit B un mouvement brownien standard.

1. Montrer que X; = B} — 3tB; est une martingale

2. Soienta,b > 0ett = inf{t > 0, B; ¢ (—B, A)}. Calculer la covariance Cov(t, B;).

5. TRAJECTOIRES DU MOUVEMENT BROWNIEN

5.1 Loi dulogarithme itéré

La loi du logarithme itéré décrit le comportement des trajectoires du mouvement brownien en 0 et en
I'infini. C’est aussi un autre lien que ce processus a avec la marche aléatoire simple.

“ THEOREME 5.1

Si B est un mouvement brownien standard alors

P [ limsup Bt =1] =1.

t-0% /2tloglog !

Avant de prouver ce théoreme, nous allons voir un corollaire qui nous donne la liminf ainsi que les

limites en +o0.

COROLLAIRE 5.2. Si B est un mouvement brownien standard alors

P | liminf Bt

207 /2tloglog 1
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De plus, on a aussi

Pl e —t )1 P Emie—t g
t%Jroop V2tloglogt | 7 t=>+oo | /2tloglogt

. . e . d . .
Démonstration. La premiere limite vient du fait B (:) —B. Les deux autres viennent du fait que (tB1 );>0 est
t
aussi un mouvement brownien standard par la Proposition 3.14. O

On remarque que la définition de la limsup ou la liminf, pour tout ¢, il existe deux suites (t,),en et
(sn)neN avec ty, sy P +oco telles que

Br, > (1—¢)y/2tyloglogty, Bs, < —(1—¢)y/2sloglogsy.
De plus, il existe ty > 0 tel que pour tout t > £y,
IB/| < (1+¢)\/2Toglog .
Pour la limite en zéro, on en déduit qu'il existe (1, ),eN et (Vn)neN avec uy, vy H—m> 07 telles que
By, <0< By,

On observe donc que le mouvement brownien est oscillatoire tant autour de zéro qu’au voisinage de l'infini.
Avant de prouver Théoréme 5.1, nous allons voir deux lemmes qui nous seront utiles lors de la preuve.

LEMME 5.3. Soit x > 0 alors

I\-)‘ Mg

—+o00 yz 1
< / e 2dy < —e”
X X

Démonstration. On observe que

et ainsi

On obtient I'inégalité en divisant par (1 + xl—z) . O

LEMME 5.4. Soit B un mouvement brownien standard et T > 0 alors
P | sup By > x| <2P(By > «x).
0<t<T

Démonstration. Soit tg < t| < -+ < t, = Tet 1, = 'mf{t]-, Bt]. > x}. On remarque que si By > x alors
Ty < t, = T ainsi

n
P(Br > x) =P(te <T,Br >x) = ) P(ty =t, Br > x) > ) P(tx = t;, By — By, > 0).
j=0 j=0
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Maintenant, puisque {7, = t]-} ={By <x,.. .,BtH <x, Bt]. >x} € ]-"g, cet événement est indépendant de
{Br— By, >0} etona

P(Br—B; >0) =P (N(0,T—t) >0) = .
Ainsi, nous avons

! 1 1
PBr>x)>) Pt = t))P(B: — By, 2 0) = EIP(TX <T)=:P (sup By > x) .

]':O 2 tl/-utn

On peut maintenant considérer une suite d’ensembles finies I, C [0, T] telle que I,, C I, et limy 00 I, =
[0,T] NQ eton a alors

P sup By >x | =supP |supB; > x| <2P(Bt > x).
0<t<T,teQ nelN tel,

On finit par la continuité presque stire du mouvement brownien pour dire que

P sup By>x ]| =P sup Bi>x|.
0<t<T,tcQ 0<t<T
O

Nous pouvons maintenant prouver la Théoreme 5.1 qui consiste en appliquant les lemmes de Borel-
Cantelli correctement.

Démonstration du Théoréme 5.1. Nous allons commencer par prouver que

lim sup

t .
————— < 1 presque stirement.
)+ 2tloglog ¢

Pour simplifier les notations nous dénotons ¢(t) = y/2tloglog 1. Soit (t,), une suite décroissante vers 0 et
6 > 0 ainsi que
n=A{Br > (14+0)p(t) pourunt € [ty t,11])} .

Nous voulons montrer que A, ne se réalise quun nombre fini de fois, c’est a dire que
P <hmsupAn> =P (ﬂ U Ak> =0.
=00 n=1k>n

Par Borel-Cantelli, nous savons que

—+o00
Si ) P(A,) < ooalors P(limsup A,) = 0.

n=0 n—00
Tout d’abord puisque ¢ est croissante alors
An C { sup By > (1+ 5)4>(tn+1)}
0<t<ty

d’ou

P(Aq) <P (0215 B> (1 +5)<P(fn+1)> < 2P(By, > (1+08)¢(tyr1)) < 2P <3%1 > (1 +(5)¢(\t%1)) ,

. B . . P ied e
Puisque —2 est une variable gaussienne centrée réduite, nous pouvons calculer cette probabilité et ainsi, en

Vin
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¢(tn+l)

posant x, = (1 +6) =it nous avons
]P(A)<2/°°e_x22d <2 L5
< x<yf=—e 2.
! xn V2T 7T X

Soit g €]0, 1], nous posons alors t, = " et nous choisissons g tel que A := (1 + )% > 1, alors

xu = (14 8), /2 loglog —— = /(1 + ), [2loglog —— = | [2Alog((n + 1) log -).
tn ] q"t q

Alors cela nous donne

2 _Alog((n+1)log L \/7 1 1
P(A;) < \F & Bi)=1/= :
( n) 7‘[e ) T (log(%)/\ (n+1))\

qui est le terme général d'une série convergence car g est choisi tel que A > 1. Ainsi par le lemme de Borel-
Cantellii nous avons prouvé 'inégalité voulue.
Nous allons maintenant prouver que

. By
limsup ————
t=0% /2tloglog !

De maniere similaire, nous allons introduire (#,) une suite décroissante vers 0, § > 0, et utiliser le lemme de

> 1 presque stirement.

Borel-Cantelli pour prouver que
P (B, > (1 —6)¢$(t,) infiniment de fois) = 1.

Soient t, = ¢" avec q €]0,1[ et Z, = B;, — B; _, alors nous avons que pour x > 1,

n—1

1 :
IP(Zn > x tn—tnﬂ) =~ [ e Tdx> > e
27T

On veut donc poser pour ¢ €]0,1],

x:w_(l,e)

tn - tn:l

ott nous avons posé f = (1 —¢),/ é eta = log %. On remarque aussi que si 4 < 1 alors x — oo lorsque
n — oo et ainsi x > 1 pour n assez grand. Si on injecte cet x dans (2), nous obtenons
1 £ 1
P (Zy > (1-)p(ta)) > —e——e 2 1080%) — .
2v/2mp log(na) 2V/2mpB log(noc)(mx)ﬁT

On note que le terme de droite est le terme général d’une suite divergente lorsque 52—2 < 1loup?* < 2cequi
correspond a q < €(2 — ¢). Ainsi nous choisissons pour l'instant 4 < min(1,e(2 —¢)).

Par définition du mouvement brownien, nous savons que la suite {Z, }, est une suite de variables aléa-
toires indépendantes ainsi par le lemme de Borel-Cantelli, nous avons que

P (Z, > (1 —¢€)¢(ty) infiniment de fois ) = 1.
Pour retrouver une borne sur le mouvement brownien, nous remarquons d’abord que
Bi, = Zu + B

n+1’
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. ()
ensuite comme B = —B, nous avons que

Bty = —(1+e)¢(tns)
une infinité de fois presque siirement par la premiere partie de la preuve. Ainsi

<P(fn+1))

Bi, > (1= )¢(t) — 1+ (tain) = (0 (1-e = (1) £

une infinité de fois presque stirement. Nous avons que

P(tni1) 2"+ 1og((n +1)log%)

= ~ 0 q
¢(tn) 2q" log(nlog%) eV

et ainsi ce ratio est plus petit que 2, /7 pour n assez grand. Ainsi si I'on choisit

e*éet <min (1,2 —¢) & __ &
— IS / '"41202) " (41 20)

nous avons que
P (B, > (1 —6)¢(t,)infiniment souvent) = 1.

O

La loi du logarithme itéré est importante car elle permet de comprendre le comportement asymptotique
du mouvement brownien tant en 0 qu’en l'infini. Nous voyons ici un corollaire

COROLLAIRE 5.5. Soit B un mouvement brownien standard et ¢ > 0 alors

]P(susz>O, inf BS<O>—1

0<s<e Ss<e

Démonstration. Par la loi du logarithme itéré on sait qu'il existe une suite (#,), tendant vers 07 telle que

1
Bi, = (1 —¢)y/2ty loglogt—
n

sup Bs > 0 presque stirement.
0<s<e

presque stirement et ainsi

Par le Corollaire 5.2 nous savons qu’il existe une suite (s,,) tendant vers 07 telle que

1
Bs, < —(1—¢)4/2suloglog o
n

inf B; < 0 presque siirement.
0<s<e

presque stirement et ainsi

O

De ce corollaire, on peut obtenir plus d’informations sur I'ensemble des zéros du mouvement brownien.

PROPOSITION 5.6. Soient B un mouvement brownien standard et Z = {t € [0,1], B = 0} alors Z
est presque stirement un sous-ensemble compact sans point isolé et de mesure de Lebesgue nulle de
l'intervalle [0, 1].
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Démonstration. Premiérement puisque B est une fonction continue presque stirement alors Z = B~1({0})
est une fermé presque stirement et donc un compact car borné. Soit i la mesure de Lebesgue alors

Le 2 () dsdP(w Licz(dP(w)ds = | P(s€ Z)ds= | P(B; =0)ds =0.
1= fo y teezasapr = 1, A A

Ainsi y(Z) est une variable aléatoire positive et d’espérance nulle et donc y(Z) = 0 presque stirement. Il
ne nous reste plus qu’a prouver ’absence de points isolés. Soit T € Z alors nous voulons prouver que pour
toute > 0,ilexisteunS € Z tel que [T -S| < ¢

Pour tout 4 € Q N [0, 1], nous définissons le temps d’arrét T, = inf{t > g, B; = 0} alors nous avons que
T, € Z et de plus par la propriété de Markov forte B(T1) = (Bp ,+s — Br,)s>0 est un mouvement brownien
standard ainsi nous savons que

P | Ve € QN]0,1 — g, sup B£T°’) inf B( 1) <0
Ogsgs O\S\S
ﬂ ﬂ Os<u12 5>00ir51\£ s < 0
g€QN]0,1[ e€QN]0,1—q[ VS5SE

par notre corollaire du logarithme itéré. Cela veut donc dire que pour tout g € QNJ0, 1] et pour tout € €
QNJ0,1 — g, il existe un Sptel que T; < S; < Ty +eetS; € Z. Donc aucun T, ne sont des points isolés.
Pour finir, soit T € Z et soit une suite de rationnels g, (w) 1 T(w) lorsque n — co. Alors par définition, nous

avons que g, (w) < T, () < T(w) et donc Ty, (w) € 2 tend vers T(w) et T n’est pas un point isolé. O

n(w

Dans notre raisonnement nous avons utilisé comme acquis le fait que (w,s) — 1,¢ Z(w) = 1By(w)=0
est une fonction mesurable pour la tribu F ® B([0,1]) ce qui n’est pas totalement évident. Dénotons
f cette fonction, il suffit de montrer que f~1({0}) € F ® B([0,1]) alors nous pouvons écrire

{0} ={wete01],Bsw) #0}= [ {weQVteEgr] B #0}x]gr]
g<reQn]o,1|

Maintenant nous pouvons écrire

(we el B 20} = ) {weavie g+ - 1] i) #o0}

nelN

- N U{weo,we{ﬁlr 1] IB:(w)] > %}

nelN peQ

Nous pouvons utiliser la continuité du mouvement brownien pour aussi écrire

N U {weQ,Vte [q+1 r——} Bt (w) P} N U N {weQ,|Bt|>%}e]-'

nelN peQ nelN peQ t€[q+%,rfﬂﬂQ

5.2 Régularité des trajectoires

On rappelle que nous avons construit notre mouvement brownien comme By = Y_;° ( A, (t)Z, avec Z,
une suite de variables N'(0,1) et A, (t) construites a partir des fonctions de Schauder comme dans (1). On
remarque que tout fonction continue f : [0,1] — R peut aussi s’écrire f(t) = Y 7" c,An(t) et la vitesse de
décroissance des coefficients nous donne de I'information sur la régularité de f. En particulier nous avons
le théoréme suivant.
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a . N a
THEOREME 5.7
Soit f(t) = Yo cnn(t) alors si les coefficients ¢, (f) ont la propriété qu’il existe un « €]0, 1] tel que
pour tout n = 2 +kavec0 < k < 27etj >0,

lea(f)] < 232

alors f € C*([0,1]) i.e. f est a-Holderienne : il existe un C > 0 tel que pour tout £,s € [0,1],

[f(8) = f(s)l < CJt ="

Démonstration. Sans perte de généralité, supposons que cp = 0. On commence par écrire

) oo 20t11
fB) = f(s) =Y Dj(s,) =) Y ca(Bul(t) — Buls)).
j=0 j=0 n=2i

On remarque tout d’abord par observer que par definition de A,, il existe au plus un 2/ < n < 271 — 1 tel
que A, (1) # 0, la somme sur 7 est en fait un seul terme. Ensuite, nous pouvons borner A, (t) < 2721 par
définition de A,, et ainsi nous obtenons

IDj(s,t)] < s(3=a)j =41 _ p—aj-1

Ensuite, nous pouvons aussi voir que comme A, est une fonction affine par morceaux de pente plus petite
que 21 nous pouvons donc aussi borner

ID;(s, )] < 237072741 g ) — 2|5 — ¢,

De la nous allons séparer la somme a un certain niveau que nous choisirons plus tard,

" , 20=0)(o+1) _ 1 2—a(o+1)
. < —&jrfla _ —aj—1 _ o _
O -FE)l< ¥ 292s— 1+ 12 s~ 5 3T

0<j<Jo />jo

o1 nous avons utilisé nos deux bornes différentes dans les différentes parties de la somme. Nous pouvons
maintenant choisir notre jy(s, t) tel que 2~ 001 < |s — | < 2710 alors

2 1-1+a 1 1 o
— < —— s — - |5 — — |5 — .
£() = fO) < 7 ls — a1~ I+ syl

En utilisant le fait que le deuxiéme terme est simplement négatif, nous avons

0 = )] < max (e 55y ) I 1

O

De ce théoréme, nous pouvons en déduire facilement une forme de régularité du mouvement brownien.

COROLLAIRE 5.8. Pour tout 0 < & < %, les trajectoires du mouvement brownien standard sont a-
Holderiennes presque stirement.

Démonstration. On sait qu’il existe un C > 0 et fini presque stirement tel que pour tout n > 2, |Z,| <
C+/logn. En écrivant n = 2/ + k, nous avons donc

1Z4] < Cy/log (2 + k) < C/j+1 < €220

pour tout & € [0, 3[. O
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Le corollaire ne nous donne pas plus d’informations notamment sur ce qu'il se passe pour a« > 3. Nous
allons commencer par résoudre le cas & > %

“ THEOREME 5.9 “
Soit G(a, ¢, €) I’ensemble

{we O, 3s€[0,1], Vt € Ry avecO < |s — t| < e nous avons |Bs(w) — By(w)| < c|t —s|*}.

Pour a > 1, nous avons P(G(w, ¢,€)) = 0 pour tout c € R ete > 0.

Avant de prouver le théoréme, nous pouvons en déduire un corollaire important sur les trajectoires du

mouvement brownien.

COROLLAIRE 5.10. Les trajectoires du mouvement brownien standard ne sont différentiables nulle part
presque stirement.

Démonstration. Si on utilise Théoreme 5.9 pour « = 1, nous obtenons que pour tout c € R, et tout € > 0,
P(G(1,¢,€)) = 0. En particulier, pour tout n > 1 et pour tout k > 1, P(G(1,n, 1)) = 0 et ainsi

P <nf_jlkf_le (1,71,’1{)) =0.

Mais cela veut dire que

1
P (Eln >1,3k>1,35 € (0,1, v+ € [0,1,0 < |t —s| < £, B — B| < n|t—s|> =0.

En passant au complémentaire, on voit donc que

1 |B—B
P (Vn> Lvk>1,¥s€[0,1],3t € Ry, 0< |t —s| < et ‘;_SS

271):1.

Ainsi pour presque tout w € ), t — B;(w) n’est différentiable nulle part. O
Nous pouvons maintenant développer la démonstration du Théoréme 5.9.

Démonstration du Théoréme 5.9. Soit m > 1 un parametre et n > 1 que l'on fera tendre vers l'infini plus tard.
Pour k € {0,...,n —m}, on dénote

X(n,k) = max{‘Bé —Bj+71

,je{k,...,k+m—1}.

On remarque en particuler que X, 1) est un maximum de m incréments indépendants.

Par définition de G(a, ¢, €), sur cet ensemble, il existe s € [0,1] tel que pour tout t € R, avec |t —s| < ¢
nous donne |Bs(w) — Bt (w)| < c|t —s|*. Ainsi, il existe unk € {0,...,n —m} tel que s € U;‘L:”‘l [%, %} .

On note aussi que pour tout j € {k,...,k+m — 1} alors
[N TES U
n n

- <—<¢

7

m
n

en prenant n assez grand. On remarque ainsi que pour tout j € {k,..., k+m —1},

“ B gk(%)a.

n

s nls

L
n

<|s

BS_BE

i
n
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On peut réécrire ce raisonnement comme 1l'inclusion

. my«
G(a,ce) C {w €0, min X (w) <2 (—) }
ke{0,...n—m} ! n
Pour un n fix¢, on note que les X, ;) sont identiquement distribués comme le maximum de m variables
gaussiennes centrées de variance % Ainsi

P (ke{ror}inm}x(n,@ <2 (’:)) —P <[)m Xy < 2¢ (’:)}) < (n=m+1)P (X <2¢(2)")

k=0

et donc
m

P(G(a,c,e)) <nP | {‘B/ —Bj1
]:1 n n

<2 (2)}) = s,
)

En utilisant le fait que B 1 @ % avec Z ~ N (0,1) et que

e

x2
7 2x
dx < p
V2T V21T

Pzl <) = [

Nous obtenons finalement que

Aem®\™
IP(G((X,C,E)) < nlp (|Z| < ZCWL‘XY[%_“)M < (\;;) nH—(%—a)m.
7T

En choisissant m tel que (% - 04) m < —1 et en faisant tendre n vers 'infini, nous obtenons finalement

P(G(a,c,e)) = 0.
O

Il y a maintenant un cas manquant pour la régularité puisque nous savons que pour presque tout w € (),
t — B(w) est C* pour & < % etn’est pas C* pour a > % Pourlecasa = %, nous allons énoncer un théoreme
lié au module de continuité de B dont nous rappelons la définition maintenant

m(e) =sup {|B —Bs|,0 <s <t<1,[|s—t <e}.

En effet, nous savons que la continuité uniforme des trajectoires coincide a m(g) — 0 lorsque ¢ — 01 par
exemple. Pour la regularité a-Holderienne, nous avons que f € C* si il existe un ¢ > 0 tel que m(e) < ce®.
Pour le mouvement brownien nous avons un description précise de la limite du module de continuité.

“ THEOREME5.11

P | limsup m(e) =1] =1

=0t 4 /2¢elog %

Nous omettons la preuve de ce théoreme qui se trouve similaire a la preuve de la loi du logarithme itéré.
Ce théoreme nous donne finalement la description finale de la régularité.

COROLLAIRE 5.12. Pour presque tout w € (), la fonction t — B;(w) n’est pas C?.

Démonstration. Soit 6 > 0, alors on sait qu’il existe une suite (g ) décroissante vers 0 telle que

M) 5 (1_4),/210g L = oo

Ve €k
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presque stirement. Or si B était C?2, on aurait m(e) < cy/e qui est impossible. O

5.3 Principe de réflexion

Le principe de réflexion consiste en le fait que 1’on peut symétriser le mouvement brownien par rapport
a une droite horizontale et on obtient encore un nouveau mouvement brownien. De plus, le temps choisi
pour symétriser peut lui méme étre aléatoire tant que c’est un temps d’arrét. Ce théoreme est un corollaire
de la propriété de Markov forte.

“ THEOREME 5.13 ©
Soit B un mouvement brownien et T un temps d’arrét par rapport a la filtration brownienne standard
de B fini presque stirement alors le processus B défini par

B — B sit<T
7\ Br—(Bi—Br) sit>t.

est aussi un mouvement brownien standard.

Le principe de réflexion est utile pour comprendre le processus maximum du mouvement brownien
défini par
Bf = sup B.

0<s<t

“ THEOREMES5.14 “
Pour tout x,y > 0,
P(B; > x,Bi<x—y)=P(B: > x+y),

ainsi B} et |B¢| ont la méme distribution. Enfin la densité de la distribution jointe de B; et B} est

foum(0) == pse

2(2v —u) _(o-w?

pouru € Rv > 0etv > u.

Démonstration. Soient x,y > 0 et T, = infi>o{B; = x}. Alors
Pty <t,Br2x+y)=P(tu <t,Bi<x—y)=P(t <t, B <x—y)

oll on a utilisé la définition de 7y et le fait que B est un mouvement brownien standard, et donc & la méme
distribution que B par le principe de réflexion. Maintenant puisque

{oe <t} = {Bf > x},

nous avons que
PBi>x+y)=PB; >x,B;>x+y)=P(B >x,B; <x—y)

ce qui prouve le premier résultat. En prenant y = 0, nous obtenons que

et de plus nous avons I'égalité triviale

et ainsi
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et B; et Bf ont la méme distribution. Pour obtenir la densité jointe de B} et B, on commence par remarquer
que
P(B; < u, Bf <v) =P(B; <u)—P(B; <u,Bf >0).

Enposant, u =x —y, v =x,alorsu € R,v > 0,etv > u. De plus, x + y = 2v — u et ainsi

P(B; < u, B} < v) = P(B; < u) — P(B; < u, B} 20)2@(\2) —P(B; =20 — 1)
() o5 0(3) + ()

avec ®(x) = [*_ &L dw. En dérivant cette expression, nous pouvons retrouver la densité du théoreme.
™ V271
O

Cela nous donne aussi la densité du processus maximum au temps ¢, puisque pour x > 0,

o(-5)-(5)

P(B; < x) = P(|B| <x) = ® (x)

Vi

En différenciant, nous obtenons la densité,

fB;‘ (x) = —e_%]l,@o.

Nous pouvons aussi retrouver la loi du temps d’atteinte, en effet pour a € R, si 7, = inf{t > 0, B = a}
alors

2
P(t > 1) = P(B] < a) = P([Bi| < a) = P(B? < a2) = P(IN(0,1)2 < ) = P ( > t)

6. INTEGRATION D’ITO

Le but de cette section est de construire I'intégrale

1(X)(w) = /O " Xe(w)dBy.

Malheureusement, les trajectoires de B ne sont pas assez régulieres pour réaliser une approximation en tant
que somme de Riemann. On commence par définir les ensembles de processus aléatoires que nous allons
considérer.

6.1 Intégrale d'Itd dans H?>

“ DerNITION 6.1 <
Soit B la tribu des boréliens sur [0, T] et { F;} la tribu brownienne standard. On définit alors F; x B la
plus petite tribu contenant tout A x Bavec A € F;etB € B.
On dit alors que X : Q) x [0, T] — R est mesurable si X € Fr x B et que X est adaptée siw — X¢(w) €
Fi pour tout t € [0,T].

On définit maintenant notre premier ensemble de processus sur lequel nous allons définir l'intégrale
d’Ito.
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“ DEFINITION 6.2

T
H? = H?([0,T]) = {X mesurable et adapté tel que E {/0 X%(w)dt] < oo}

Commencons par voir ce que 1’on voudrait obtenir sur des processus faciles. Tout d’abord, si X¢(w) =
14,0 (t) avec (a,b] C [0, T] alors

b
I(X)(w) devrait étre / dB; = B, — B,.
a

Par linéarité de l'intégrale (propriété que I'on voudrait aussi), on pourrait donc définir 'intégrale pour tout

processus élémentaire de la forme
n—1

Xe(w) = Y ai(w)ly<i<t
i=0
aveca; € Fy, et E[a?] < coet0=t) < t; < --- < t, = T.On appelera cet ensemble de processus H3.
“ DerNITION 6.3 <

On dénote ’H,% I'ensemble des processus X tel quilexisten € N, 0=ty < t; < --- <t, =T, ay,...,a,
avec a; € Fy, et E[a?] < oo tels que

n—1
Xt((U) = 2 ai(w>]lt,-<t<t,-+1-
i=0

Ainsi pour X € H3, on peut définir l'intégrale par

titve n-1
1(X) (w) = ;ai(w)/t_ dB; = ;)ai(w)(BtiH ~By,).

Le but est maintenant d’étendre la définition depuis H3 dans tout 2.

LEMME 6.4. Pour tout X € H?2,

T
B0 = K00 Beqap) = Xz apay = E | ) X2t

Démonstration. On écrit par définition X;(w) = ¥~ Va;(w) 1y <p<s, , et ainsi
n—1
Xp(w)> =Y aaily ey, 1 H<t<tjy = Z a;(w)* Ly cr<y g
i,j=0

par définition des fonctions indicatrices. Ainsi, nous pouvons calculer le terme de droite

E Uo Zdt} Z E[a /:H dt = gE[aﬂ(tiH —t).

Pour le terme de gauche, nous pouvons utiliser les propriétés élementaires du mouvement brownien,

n—1
Z aiaj(BfiH - )(Bf,+1 - Bf])]

i,j=0

+E
i=0

=E |jZ Zaiaj(BtiH — Btl-)(Bth — Bt].)
i<j

n—1 ) )
Z a; (Bti+1 - Bfi) :

Pour la premiére somme, nous savons que a; € Jy, C Ft]., aj € ft]. etBy , — By € Ft,, C .7-}]. puisque i < j
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mais par indépendance des incréments nous savous que By, , — By; est indépendant de F,. Ainsi,

E {(BtM - Btj)] = 0.

E lz Y aia;(By,, —By) (B, — Btj)] =E [2 Y _ajai(By,, —By,)
i<j i<j

Pour la deuxiéme somme, nous utilisons le fait que B;,,, — By, ~ N(0,ti41 — t;) et est indépendant de Ft;

i+1

pour écrire

n—=1 ) ) n—1 )

2 a; (Bfi+1 - sz‘) = 2 E[ui](ti+l - ti)'
i=0

i=0

E

O

Cette isométrie nous donne donc que la fonction I : 3 — L?(dP) est une fonction continue. De plus, si
(Xu)n est une suite de processus dans H3 C L?(dP x dt) qui converge vers une fonction X € L?(dP x df)

alors puisque toute suite convergente est une suite de Cauchy nous savons que [|X, — Xy, ||L2(dIP) —— 0.
n,m—o0

Alors nous avons

X)) = 1) [[2(apy = T = Xon) l2(apy = X = Xl 2w xary --=2 0

n,M—>00

et (I(X;)), est une suite de Cauchy dans L?(dP) qui est complet et est donc convergente : 1(X;;) —= l e
L2(dP). On voudrait donc appeler I(X) = ¢ mais nous devons d’abord répondre a deux questions :

1. Est-ce que cette définition est bien définie, c’est-a dire est-ce que la définition dépend de la suite (X )
convergeant vers X?

2. Pour toute fonction X € H2, peut-on trouver une suite de fonction dans H3 convergeant vers X?

Pour répondre au premier point, prenons deux suites de fonction (X ), et (X),), convergeant vers X. Alors
nous avons

1Xn =Xz @ xar) < 1% = Xlliz(apat + 1X =Xz @pxar 7550 0

Et par I'isométrie d'It6, nous avons

IT(Xn) = I(X3) l2(apy —= 0

n—o00

Pour le deuxiéme point, nous avons le lemme suivant.

LEMME 6.5. 73 est dense dans .

Ainsi, nous avons maintenant bien défini l'intégrale d’Itd pour toute fonction dans H2. L'isométrie d'Itd
est aussi vraie sur H2.

“ THEOREME 6.6 *
Pour tout processus X € H2([0,T]),

||I(X)||L2(d1P) = ||X||L2(d]P><dt)'

Démonstration. Soit X € H? et (X,), une suite de fonctions dans H3 qui converge vers X dans L?(dP x dt).
Alors nous avons,

1 XnllL2(apxar) — HX”LZ(dIdet)‘ < ‘Hxn = Xllez@pxan T IXll2@pxar = IXllez@p <ar

= [IXn = Xllz(@pxar) 755 0
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De la méme fagon, puisque I(X;;) ﬂ) I(X) par définition de I(X), nous avons que

M) 2 (awy = 11X l2(ap)-
Mais par I'isométrie d’It6 dans H3, nous savons que

X)Lz (apy = [Xnlli2@exary = X2 (@pxar)

et nous obtenons le résultat par unicité de la limite. O

6.2 Intégrale d'It6 en tant que processus

Nous avons pour le moment construit I'intégrale d’Itd en tant que variable aléatoire mais il serait préfé-
rable de la définir en tant que processus aussi ( fot Xe( )dBt) et . L'idée est de considérer

\\

is <
]l[oﬂ(wfs):{ oSS g0,
¢ 0 sinon.

En effet, pour X € H?, on peut définir LpyX € H? et on a donc envie de définir le processus
Zt = I(]l[o,t]X) € Lz(dIP)

pour tout f € [0, T].

La variable aléatoire I(1|y 4 X) est définie comme objet dans L2(dP) et peut donc prendre des valeurs
arbitraires sur A; € F; tel que P(A;) = 0. Mais ceci étant vrai pour tout ¢ € [0, T|, qui est indénom-
brable, ceci peut poser de gros problemes puisque U;c[o,1) A+ peut étre n'importe quoi.

Pour se sortir de ce probleme nous allons construire un processus Z continu qui sera égal a I(1yX)
presque partout.

“ THEOREME 6.7

Pour tout X € H?([0,T]), il existe un processus (Zt);c (o] qui est une martingale par rapport a la filtra-
tion brownienne standard, est continue et telle que

P (Zt = I(]l[o,t]x)) =1, pourtoutt € [0,T].

Démonstration. Soit X € H2, on sait qu'il existe (X,;) une suite de processus dans H3 telle que

IX = Xullr2(apxary 7= 0

et par définition 1o 4 X, € H3. Donc pour tout n > 1, pour tout w € Q et pour ¢ € [0,T],

k—1
Lig g Xn(w Z ailljg,p) + Al g
i=0
sit €]ty, tyy1]. alors par définition,
Zn,t(w) = I(]l[olt]Xn)( ) = ax Bt Btk Z z+1 — E Fi.

Comme B est une martingale continue, nous savons que Z, est une martingale (par rapport a F;) continue.
Ainsi, on sait que My = |Z,; — Z,¢| est une sous-martingale, par 1'inégalité L2 de Doob, nous avons que
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pour toutk € IN,

1
P sup |Zn,t - Zm,t‘ > ok < szE [|Zn,T - Zm,T|2} = 22k||I(XH) - I(Xm) Hiz(dIP) = 22k||Xn - XmH%Z(d]Pth)
0<I<T 2

L2(dPPxdt)

o1 nous avons utilisé I'isométrie d’Itd dans la derniere inégalité. Puisque X, X alors il existe une

suite 1y — oo tel que
1
max X — X ll12(apar) < a8

et ainsi
1

1
P Z —Z > — | < .
(OZIET\ et = Do 2k> 5%

Par le lemme de Borel-Cantelli, il existe (g C Q) tel que P(Q)y) = 1 et tel que pour tout w € (), il existe
N(w) < oo tel que pour k > N(w),
1

sup |an+1,t(w) —Zy t(w)]| < ok
0<t<T

Ainsi, pour tout w € O, (Zy, (w)) est une suite de Cauchy pour la norme infinie dans C([0,T]) qui est

complet. Donc pour tout w € )y, il existe une fonction continue t — Z;(w) telle que

Zy, (w) - Z(w) uniformément dans C([0, T]).
—c0

Par I'isométrie d’It6, on sait que

1
(ap) = ILjon X = LonXnla@exan < 55

||Z”k+1/t - Z”kft
et (Zy, ) est une suite de Cauchy dans L?(dP) et il existe donc Z; tel que

1Zot = Zilli2apy - 0

et par unicité de la limite Z; = Z; presque stirement. En fait Z; = I(1 0,4X) par notre définition. Nous avons
donc construit le processus continu Z qui est presque stirement égal au processus I(1 o,.f ).

Nous allons maintenant prouver que Z; est une martingale, il ne nous reste qu’a prouver la propriété de
martingale. Soit s < ¢,

E[1(1p0X)| 7] = B[t (109X) | ] + B [1(159X) | ] -
Si nous revenons a la suite de processus élémentaires X,;, nous avons
-1

2 ai(sz‘H - Bfi) +a; (BS - Bij)

E {I (1[O,S]Xn)’fs] ) )
=

fs] =1(1j09%)

car tout est mesurable par rapport a F;, en supposant que s €| ti, t]-H],. Pour le deuxieme terme, nous avons
7).

7| 7] =0

k—1
aj(Btj+1 - BS) + Z ai(Bti+1 - Bl‘i) + ak(Bt - Bfk)

E [I (ﬂ[s,t}x'o ’F } =B i=j+1

Les trois termes se calculent de la méme fagon,

i1 BS) 1 BS) 1 B;

E [a]-(Bt

F] =B [B a8

ft]} ‘fs} —E [ale [Bt

par indépendance des incréments, que s > t; et que a; € JFy;. Par I'isométrie d'Itd et la convergence dans
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L2(dP x dt) de X, vers X, on obtient bien que

i) {1 (]Hoﬂxn) fs} =1 (n[o,s]xn) @ Z..

—> 00

E[Z| Fs)

On a donc défini un processus continu qui est une martingale et pour X € H?([0,T]), on le dénote

t
7 = / X,dB.
0

Par exemple, on peut réécrire I'isométrie d’It6 comme

(/; Xs(w)st)z

On remarque que I'on a aussi une version conditionnelle de I'isométrie d’It.

E

=E [./; Xf(w)ds} :

PROPOSITION 6.8.Si X € HZ et 0 < s < t, alors

(/:Xu(w)dBu>2

Démonstration. Pour tout A € F;, nous devons prouver

t 2 t
Ta (/ XudBu> =E |:ILA/ Xf,du] .
JS S

Pour ceci, il suffit de considérer le processus

- 0 siu<s
Xu: .
TpaX, sis<u<t

E Fs

t
_E[/ X2du
S

7.

E

et d’appliquer l'isométrie d’Ito. O

Cette derniére proposition nous donne une généralisation du fait que (B? — t); est une martingale.

COROLLAIRE 6.9. Si X € H?2 alors

t 2 t
M; = (/ XudBu> —/ X2dt
0 0

est une martingale par rapport a la filtration brownienne standard.

On remarque que pour X € H2, puisque Z; = fg XsdBs est une martingale, nous avons
t
E [/ xsst] —E[Z] = E[Z] = 0.
0

6.3 Un calcul explicite

Nous allons faire un premier calcul pour obtenir la valeur de

t
/ B,dB..
0
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Pour une intégrale de Riemann habituelle, nous aurions pour une fonction C! avec f(0) = 0,

t , 1
| rof = fe2

Est-il possible que
t
/ B.dB, — ~B2 ?
0 2

En tant que deux variables aléatoires, on peut tout d’abord vérifier que leur espérance soit égale mais

t 1 t
E| [ BdBs| =0 et E|-Bf| ==
] =0 e w3 =
ol nous avons utilisé le fait que 'intégrale d’'It6 est une martingale pour calculer le premier terme. Ce calcul
nous donne en revanche un candidat clair, a-t-on

t 1, t
/OBsdBS:EBt—E,

Nous savons que le premier moment est le bon, nous pouvons vérifier le second moment,

t 2 t t t2
</ Bsst> :IE[/ Bgds] :/ sdt =
0 0 0 2

E

Pour le deuxiéme terme,

1 N2l 1 1 232 2 2 g2
<B§—>]—4E[B§]—E[tBﬂ+——+—.

E 2 2 2 4 4 2 4 2

Cela ne prouve bien sur pas que les deux valeurs sont égales mais nous allons voir que c’est le cas.
Tout d’abord, est-ce que B € #?? C’est un processus mesurable et adaptée a la filtration brownienne
standard. De plus,

E [/Oth(w)ds} = % < oo.

Faisons une approximation explicite par une fonction dans H2. Considérons t; = L pour 0 < i < netle
processus

n—1
Bui(w) = Y B (w)ly<rsr,, € Hp.
i=0

Nous pouvons calculer

2
T [n—1 Thn—1
[Bn — B||L2(dIP><dt) =B /0 <Z (Bff - Bt)]lfi<f<fi+1> di| =E /0 Z (Bti - Bt)Z]lfi<f<fi+1dt
- i=0

i=0

otll 'on a simplement développé le carré et utilisé les propriétés des fonctions indicatrices. Nous pouvons
maintenant calculer exactement cette quantité

n=1 ot 4 1 n—1 T2
_ _ 2 _
1Bn — Bllr2(gpxar) = l;)/tl (t—t;)dt = 3 ;}(fiﬂ —t)" = T

Par définition de l'intégrale d’It6, nous avons donc que

t
/0 BydB, = lim I(1pBy) = lim ) By, (By,, —Br) + By, ., (B — By, )

i<kn
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avec k, = max{k, t;,1 < t}. Si on regarde le deuxieéme terme nous avons que

E [By,,,(Bi — By, .,)| = E[By, .| BB~ By, ] =0
par l'indépendance des incréments. On peut calculer sa variance, et on a

tT
[Bfk 11 (Bt — Btkn+1)2} =t (t —tg,41) < — ——0

n n—oo

et ainsi nous avons maintenant

On peut réécrire

1 1
Bti (Bti+l Btz) = E <B%H,1 - B%,) 2 (BtH»l Btl)Z
et ainsi , . .
N B 2 - - R P - 2
/O BB, = fim o8, — 5 ¥ (B~ By)* = 5BF - fim 5 i;k (By,,, — Br,)

SoitY, = % Yick, (Bt — Bt,-)z alors

1 1 kn +1)
E[Y,] = 3 Z (tiv1 — ;) ztknﬂ ( nZn
i<ky
. (ko +1) T
t n+ t
_ | = < =
’E[Y”} 2’ n 2‘ = 2n

car par définition ¢, 1 < t < f;, 1. Maintenant nous avons

et nous venons de voir que le deuxieme terme tend vers 0. Pour le premier, nous devons donc calculer la

t
Yo -5

t
<Y — E[Yn]”]}(dlp) + HE[Yn] 5

L2(dP) L2(dP)

variance de Yy,

1
Yort Z v ( Brisa = Bti)z) 2 D (E {(Btzﬂ - Bt,)ﬂ e [(Bn“ - Bt,)zp
2, =
1 12 .
=5 i;kn (3(ti+1 — ti)2 — (tipq1 — ti)Z) — ig”(tiﬂ _ ti)z < knﬁ < t; H_OJ 0

Finalement Y, M 1t ce qui nous donne

/ B.dB, — Bt—f

Remarque nous pouvons généraliser ce que nous avons prouver sur Yj.

PROPOSITION 6.10. Pour toute subdivision 7w = {fg,..., ty} teleques = ty) < t; < --- < t,, = tsion
définit le pas maximal de la subdivision

7Tl = max |t —t
7| O<k<m71|k+l k|
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alors
m—1 2
-y g2 L@dP)
Sp = P (Btk+1 Btk) W t—s.

En particuler le mouvement brownien n’est pas a variation finie, c’est-a-dire que

m—1
B B —> 00.
kgo ‘ ter1 l‘k| 7|0+

En effet sinon, puisque

m—1
Sr < Krknga"f_l Bi,, — Be |- k;) Br,,;, — Bt

et que le premier terme converge vers 0 par continuité de B, nous aurions S; — 0 qui est absurde.
6.4 Propriétés de l'intégrale d’'Itd

Nous commengons par voir que l'intégrale d'It6 d’une fonction nulle presque partout est nulle

PROPOSITION 6.11. Si X € H? est bornée et si v est un temps d’arrét tels que Xs(w) = 0 pour presque
toutw € {w € O, s < v(w)} alors

t
H(w) = / Xs(w)dBs = 0 pour pregsue tout w € {w € O, t <v(w)}
0

L’idée de la preuve est de dire la chose suivante

tAv t
Zinw = [ Xslw)dBs = [ X:(w)LocydBs =0.

Mais on remarque que la seconde inégalité n’est pas évidente par la construction de notre intégrale, nous
allons donc la justifier.

Démonstration. Si X € H3 que V'on écrit Y a;(w) 1y, <s<y,,, avec a; € Fy, et ]E[al} < 0. 51 Xs(w) =0
presque stirement sur {s < v} alors a; = 0 presque stirement pour tout i tel que t; < v. Ainsi,

/t w)dBs = Za (BB, ) + ax(w) (Bt — By,)

sit €]ty tryq] etsit < v, alors
t
0
et le théoreme est donc vrai pour les processus dans H3.

Soit X € H? alors il existe une suite de processus (X,) € (H3)N telle que [|X, — Xl 2(@pxary — 0. De
plus |X| < B alors on peut écrire

2! iT
Xp,s(w Z a;(w)1y, <5<ty Avect; = o
et |a;| < B. En revanche, il faut faire attention car on ne sait pas que X, s(w) = 0 sur {s < v}et pour régler

cela, nous construisons un nouveau processus dans H3,
21 )
= Z ai(w)Ly<t Dy <s<ty € Hp

car 1<y, € Fy, car v est un temps d’arrét. Tout d’abord, nous remarquons que presque stirement sur {s < v},
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Xy,s = 0 et ainsi nous savons par le début de la preuve que
t A
/ Xn,s(w)dBs = 0 pour t < v.
0
Prouvons maintenant que X, — X dans L?(dP x dt).On sait que X, — X dans L?(dPP x dt) et aussi que
Xs(w) = Xs(w)Ly<s puisque Xs(w) = 0 pour w € {s < v}. Donc

L2(dIPxdt)

fn]lv<s X.

On dénote
An,s(w) = Xn,s(w)]lv<s - )A(n,s (w)/

alors A, s(w) = 0saufsis € [t ti 1] etv(w) € [t tiyq] et ainsi

T 1 1
18,5(@0) li2(@pxan =E | [ [Ans(w)Pds| <B |max |ai(w) 5 | < 5B —— 0.
(dPxdr) A ; 2

Ainsi, pour tout t € [0,T], nous avons que Z; = lim,_,c0 fot )A(n,sst = 0 presque stirement sur {t < v}. Il
faut faire attention, car nous avons un ensemble de probabilité 1 pour chaque t € [0, T] qui est un ensemble
indénombrable mais nous sommes sauvés par la continuité! On peut par exemple écrire,

P (Vt €[0,T], Zt(w) = 0sur {¢t <v(w)}) =P ﬂ {Zi(w) =0sur {t <v(w)}} | =1.
teQN[0,T]

O

En réalité, nous n’avons pas besoin de f bornée mais ceci simplifiait la preuve. Nous énongons le méme
résultat différemment dans la prochaine proposition.

PROPOSITION 6.12. Si X, Y sont dans H? et si v est un temps d’arrét tel que Xs(w) = Ys(w) presque
strement sur {s < w} alors

t t
/ Xs(w)dBs = / Ys(w)dBs presque stirement sur {t < v}.
0 0

6.5 Intégrale d'It6 dans L?

Loc

On a bien défini fot Xs(w)dBs pour un processus X tel que E { fot Xg(a))ds} < oo mais ceci est assez

restrictif. par exemple, Xs(w) = exp(B%(w)) n’est pas dans H2. On va étendre notre définition de I'intégrale
stochastique a 1’ensemble suivant.

“ DEFINITION 6.13
On définit

T
L2 = {X mesurables et adaptés de Q) x [0, T] — R tels que P (/O Xs(w)?dt < oo) = 1} D H2.

Loc

? . et en fait tout f(B) pour f : R — R continue est dans £ .

maintenant voir pourquoi nous appelons cet ensemble £2__, en particulier d’ol1 vient ce Loc.

Par exemple, exp(B*) € £ Nous allons

“ DEFINITION 6.14 “*

Une suite croissante de temps d’arrét (1,) est localisante pour X € E%OC si

ant(w) = Xt(w)llt@n S Hz

58



Calcul Stochastique 6 Intégration d'Itd

pourtoutn € NetP (U, {t. =T}) =

On voit que cette définition permet de se ramener & H? et en particuler cela est possible a partir de

processus dans £? .

PROPOSITION 6.15. Soit X € £? _ alors la suite de temps d’arrét
t
7 = inf{t c [o,T},/ X2(w)dt > nout > T}
0

est une suite localisante pour X.

Démonstration. Tout d’abord (7,) est clairement une suite croissante de temps d’arrét et de plus

P (n[_jl{rn = T}> =P(EneN, 7, =T)=P (/OTXE(w)dBS < oo) =1

Si on définit X, s (w) = Xs(w)1s<r, alors

T ) Ty AT )
X5 12 4wty = B UO Xs (w)]lsérnds} =E [/0 X5 (w )ds} <

et X, € H2. Donc (1) est une suite localisante pour X. O

Pour étendre la définition de I'intégrale stochastique a £2__, on veut réaliser le raisonnement suivant :
pour X € £2__, on choisit 7, une suite localisante (que I'on sait existe par la proposition précédente) et on
définit Z,,; = fo Xs(w)1s<,dBs que 'on peut définir puisque I'intégrand est dans H2. Le but est alors de
définir un processus continu Z; tel que pour tout t € [0, T],

P (Zt(w) - }}grgozn,t) -1

et on définira de cette fagon Z;(w fo Xs(w)dBs.

PROPOSITION 6.16. Soit X € L2
continues Z,, ; = fo Xs(w)1s<y, dBs alors pour tout t € [0, T] et n > m

et (T,) une suite localisante. Si on définit la suite de martingales

Znt(w) = Zyt(w) pour presque tout w € {w € Q, t < Ty (w)}.
Démonstration. Pulsque (Tn) est une suite localisante, c’est une suite croissante et 7, < T, et ainsi
X t(w) = Xe(w) i<y, = Xe(w) gy, = Xnt(w)

pour presque tout w € {w € Q, t < vy, }. Ainsi par la Proposition 6.12 nous obtenons que

t t
/O Xy, (w)dBs = /O X, (c0)dBs

presque strement sur {f < T, }. O

On peut maintenant utiliser cette proposition pour construire l'intégrale d'Ito sur £2 .

PROPOSITION 6.17. Il existe un processus continu (Z¢)o<;<T tel que

(Zt hm Zy t) =1 pour tout ¢ € [0, T].
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Démonstration. Soit N(w) = min{n € N, 1,(w) = T}, on sait que P(N < co0) = 1 car (1) est une suite
localisante. Soit Qg = ;1 {t — Z, est continue }, alors nous savons que pour tout w € Oy N {N < oo},
nous pouvons définir Z(w) = Zyy,,)(w) et ainsi sur cette ensemble ¢ — Z;(w) est un processus continu
et est donc continu presque stirement puisque P (Qp N {N < oo}) = 1. De plus, pour tout t € [0, T], par la
proposition précédente, nous avons que

P (hm Znt = zt) —Pp (,}E{;Zn/t - ZN,t) 1.

n—oo

O

2
Loc*

contre un probléeme dans notre définition, ce n’est pas clair qu’elle ne dépende pas de la suite localisante

Nous avons donc défini un processus continu que 1’on dénote fg Xs(w)dBs pour X € L7 .1y a par

choisie. Nous allons régler ce probléme avec la proposition suivante.

2

{oc alors

PROPOSITION 6.18. Si (7,,) et (1,;) sont deux suites localisantes de X € £

t t
lim Z,; := lim Xsls<r,dBs = lim Xsls<z,dBs = lim Z;
n—oo n—oo Jo n—oo Jo n—oo

presque strement pour tout f € [0, T].
Démonstration. Soit v, = min(Ty, T,,) alors on voit que pour tout n > m,
ot = Zny presque strement sur {f < vy, }.
On sait aussi que les processus convergent et donc
nlgl;o ot = nlgl(}o Z,,+ presque stirement sur {t < vy, }.

Mais U5, _1{vm = T} = Upy—1{tm = T} N {%n = T} qui est de probabilité 1 car ce sont deux suites locali-

santes. Ainsi, nous avons que

lim Z,; = lim Z,; presque stirement pour tout ¢ € [0, T].
n—oo n—oo

O

2

Nous avons aussi une proposition similaire a la Proposition 6.12 pour l'int’egrale stochastique dans L7 ..

PROPOSITION 6.19. Soient X,Y € £} __, et T un temps d’arrét tel que Xs(w) = Ys(w) pour touts < T

alors , ,
/ Xs(w)dBs = / Ys(w)dBs presque stirement sur {t < T}.
0 0

Il y a un cas particulier tres important de 1'intégrale stochastique lorsque 1’on integre une fonction déter-
minisite.

PROPOSITION 6.20. Soit f : [0, T] — R une fonction continue déterministe alors le processus défini par

% = /Otf(s)st

pour t € [0, T] est un processus gaussien centré a accroissements indépendants et de covariance

Cov(Zs,Z,) = /O ™ 2 ().
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Il faut faire bien attention que la gaussianité de l'intégrale stochastique vient du fait que la fonc-
tion intégrée est déterministe. En effet, nous avons vu que si on integre par exemple le mouvement
brownien lui-méme alors

/ BudB, = B2 —

qui n’est certainement pas gaussien puisque B? est le carré d’une variable gaussienne.

COROLLAIRE 6.21. Soit f : [0,00[— R tel que f(s) > 0 pour touts > 0 et

/ f dS t— o0 o
Soient ; = inf{u >0, [, f>(s)ds >t} et Y; = [ f(s)dBs alors (Y¢)>0 est un mouvement brownien

standard.

Démonstration. La preuve vient seulement du calcul de la covariance
Ts A\ Tt

Cov (Y, Ys) = /0 fz(u)du =SsAt

O

La preuve de la Proposition 6.20 vient de la proposition suivante qui donne une représentation de 1'in-

tégrale stochastique comme une approximation de Riemann du mouvement brownien.

PROPOSITION 6.22.5i f : R — R est une fonction continue et t; = % pour 0 < i < n alors nous avons

. Z T
r}l_rfolo z; f(Bt, ) (By, — By ) = /0 f(Bs)dBs

ol la convergence est en probabilité.

7. MARTINGALES LOCALES

7.1 Martingale locale et intégrale stochastique

Pour l'instant, nous avons vu deux propriétés particulierement importantes de l'intégrale stochastique :

e Si X € H2 alors ( fot Xsst) 0 est une martingale continue.

e Si f est déterministe et continue alors ( fo s)dB ) o est un processus gaussien centrée de covariance
t>

f;At 2 (u)du.

Que se passe-t-il alors si X € L2 .?

“ DerNITION 7.1 *
Soit (M¢)s>0 un processus adapté a la filtration brownienne standard {F;};>o alors (M;)s>o est une
martingale locale si il existe une suite croissante de temps d’arrét (7,), telle que 7, — oo presque
strement et telle que pour chaque k,
M = Ming, — Mo

est une martingale par rapport a { F; }.

On remarque l'on peut définir de la méme fagon une sous-martingale ou sur-martingale locale. On a lors
le théoreme suivant qui est immédiat avec les résultats que nous avons obtenus précédemment.
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“ THEOREME7.2

Soit X € £2__ alors il existe une martingale locale continue Z; telle que

P <Zt(w) - /Ot xs(w)st) ~1.

De plus, on peut choisir 7, (w) = inf{t > 0, fot X2(w)dBs = nout > T} comme suite localisante.

Démonstration. La preuve est simplement basée sur le fait que X, s(w) = Xs(w)1s<r, € H2. O

Il est important de savoir qu'une martingale est toujours une martingale locale mais qu'une mar-
tingale locale n’est pas nécessairement une martingale. En particulier, on peut construire un exemple
d’un processus X € £2 _quin’est pas dans H? et tel que son intégrale stochastique est une martingale
locale stricte (c’est-a-dire n’est pas une martingale).

Soit U une variable aléatoire presque stirement finie, mesurable par rapport a F, et indépendante
de B telle que E[|U|] = +co. Alors si on définit, Xs(w) = U(w) 1o}, nous avons

P (/Osz(w)%u < oo> —P (TUZ(w) < oo) = P(|U| < o) =1

et ainsi X € £?__. Nous savons donc que ( fot Xs(w)dBs)s=0 existe et est une martingale locale conti-

nue. Mais, nous pouvons facilement faire le calcul pour voir que

24() = [ U)o dBs = U(@)Br (@)

et donc
E[|Z|] = E[|[UB¢ar|] = E[|U[JE[[Biat|] = +o0

et la condition d’intégrabilité d’une martingale n’est pas satisfaite. Donc (Z;);>0 est bien une martin-

gale locale stricte.

7.2 Premieres propriétés des martingales locales

Nous allons voir dans cette sous-section des propriétés des martingales locales et en particulier leur lien
avec les martingales.

PROPOSITION 7.3. Si X est une martingale locale continue et B € R tel que |X;| < B pour tout t > 0
alors X est une martingale.

Démonstration. Pour simplifier, supposons que Xy = 0. Soient (7,), une suite localisante et s < f alors nous
savons que (X¢ar, )¢ est une martingale et ainsi

E [Xiat, | Fs] = Xsaz, -

Nous savons que T,; — o0 et ainsi X¢ax, k—> Xt, puisque |X¢nr,| < B pour tout 1, nous pouvons utiliser le
—00

théoréme de convergence dominée pour voir ainsi que

]E [Xt'fs] - XS'

PROPOSITION 7.4. Soit X une martingale locale avec E[|Xo|] < co alors si X; > 0 pour tout t > 0 alors
X est une surmartingale et si en plus E[Xt] = E[Xp] alors (X¢)o<¢<T est une martingale.
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Démonstration. Soit (T,), une suite localisante, nous savons que
Xsat, = E [Xear, |Fs)
pour tout s < t. Ainsi, par le lemme de Fatou (que nous pouvons utiliser car X > 0),

E[X;|Fs] =E [li}micgfxmm

fs} < iminfE [Xing, | Fs] < liminf Xong, = X
n—o0 n—o0

et ainsi X est une surmartingale. En prenant 'espérance, on obtient

E[X:] < E[X]

et si on choisit t < T, on obtient
E[Xo] = E[X;] = E[X] > E[X7]

et donc E[X;] est constante pour 0 < t < T si E[Xp] = E[Xt]. Siil existe Qg C Q) tel que P(Q)g) > 0 et tel que
Xs(w) > E[X¢|Fs](w) pour w € O, nous aurions E[Xs] > E[X;] ce qui est impossible donc P(()y) = 0 et X
est une martingale. O

PROPOSITION 7.5. Si X est une martingale locale continue avec Xy = 0 et si
TAB = inf{t } 0, Xt é] — B,A[}

est tel que P(7 < c0) = 1 alors E[X¢, ;] = 0.

Démonstration. Soit (T,), une suite localisante alors ng) = Xiar, est une martingale et par le théoreme

(k)

b /\TA,B) est aussi une martingale. Comme P(1pp < ) = 1, nous avons que

(k)

tEATAB

d’arrét nous savons que (Y
v (k) (k)

INTAB e Yz, presque stirement et puisque sup; [Y | < A+ B, par le théoréme de convergence
dominée,
E YW, | = imE Y[ | =0
t—oc0

TAB EATAB

(k)

Puisque 7 — oo presque stirement, Y, ,

k—> Xz, 5 par continuité de X et par le méme théoreme de
—>00 !

convergence dominée nous avons que

e limy® ] - 3 ] _
E[Xq,,] = E [klg?oy } = lim B [Y{,] = 0.

TAB k— 00

Nous avons aussi un autre critére lié & I'uniforme intégrabilité des martingales locales

PROPOSITION 7.6. Soit M une martingale locale continue telle que pour tout t > 0,
{M¢nr, T temps d’arrét}

est uniformément intégrale alors M est une martingale.

Démonstration. Soit (T,), une suite localisante pour M; alors (M;az, )t>0 est une martingale, nous avons que

Mspz, ——= Ms,  Miag, —— My
n—sc0 n—s00
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. . ) .y L!
Or, comme la suite (M¢aq, ) est uniformément intégrable, nous avons que My, — M; € L! et
n—oo

]E [Mt/\Tn|‘FS] ;/H—oo> E [Mt|fs] .

Nous finissons cette section par prouver un théoreme d’arrét pour les martingales locales.

PROPOSITION 7.7. Si X est une martingale locale et T un temps d’arrét alors Y; = Xz est une martin-
gale locale.

Démonstration. Soit (T,), une suite localisante alors Ynr, = X¢araz,. Par définition de 1, nous savons que
(Xtar,) est une martingale et par le théoreme d’arrét de Doob, (X¢ar,a¢) est une martingale. Ainsi (Y¢nz, )t
est une martingale et Y est une martingale locale. O

7.3 Changement de temps de martingale locale

“ DeFNITION 7.8
Si {1, 0 <t < oo} est un processus croissant continu a droite tel que pour tout t > 0, 7; est un Fi-temps
d’arrét alors {1, 0 < t < oo} est appelé un changement de temps.

L'idée d'un changement de temps est que si (M;) est une martingale locale alors (M, ) en est aussi une.
Nous allons énoncer cette proposition dans un cas simple.

PROPOSITION 7.9. Sioent M une F;-martingale locale continue et 7; un F;-changement de temps. Si
M;(w) est constante sur [7,- (w), Ty (w)] pour tout u > 0 et w € O alors (My,) est une Fr,-martingale
locale continue.

Démonstration. Soit {0}, } une suite localisante tel que (M¢ar, ) soit une martingale continue bornée pour tout
n. Alors nous savons que pour T; < T;, nous avons E [Mqag, | Fr,] = Mg ae,- Soit

op =inf{t, 4 > 0, }
alors g;; — oo et 0;; est un Fr,-temps d’arrét. On définit Y; = M, alors nous avons
Yt/\aﬁ,‘ = MTMU;; = Mg,
En effet, pour la second inégalité, nous voyons que si t < o;, alors 7 < 0 and thus
Yt/\aﬁ,‘ =Y; = Mn = Mn/\rr,,

etsit > o, alors comme (7;) est monotone, on voit que Ty > T, > 0y, et de plus, 0y, € [T,.-, Ty:], comme M
n
est constante sur cet intervalle nous avons donc My, = Mz .. Ainsi la propriété de martingale donnée plus
n
haut se traduit donc par

E [Yt/\(r,’{

}—Ts] = Ys/\a,’{

et o, est une suite localisante pour la martingale locale Y. O

La propriété de constance sur l'intervalle [7,-, T,| est trés importante. En effet, si on considére un
mouvement brownien standard B et F = 0(Bs,s < t) alors T; = inf{s, Bs > t} est un changement de
temps mais Y; = By, = t n’est clairement pas une martingale locale. Cela vient du fait que B n’est pas
constant sur les intervalles du type [T, , Ty].
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7.4 Variation quadratique

“ DfrNITION 7.10 *
Soit X un processus mesurable et adapté. Pour 0 =ty < t; < --- < t, = t, on dénote 7w = {to,...,t,}
une partition de [0, f] et on définit

n—1

Qr(Xe) = ¥ (Xey, — Xy,)?

i=0

la 7t-variation quadratique de X. Si il existe un processus dénoté (X); = (X, X); = (X¢, X) tel que pour

(k) tl(k)| P Oona
—00

toute suite de partition 71y telle que maxo<j<p, —1 |t; =

Qr (Xe) —— (X1

k—o0

alors (X) est appelé la variation quadratique de X.

De méme, nous pouvons définir la covariation quadratique que nous dénotons (X, Y); = (X¢, Y¢) en consi-

dérant la limite de
n—1

Q (X, Yr) = Z Xty — X)) Yty — Ye)-
i=0

Nous énongons le théoreme d’existence de la variation quadratique d"une martingale locale sans le prou-
ver. Nous prouverons a la place, I'existence de la variation quadratique des processus d’'Ité dans la section

suivante.
“ THEOREME 7.11 *

Soit M une martingale locale alors (M) existe et est 1'unique processus croissant tel que (M? — (M);)

soit une martingale locale.

L'unicité vient du fait que la variation quadratique d’un processus a variation finie est nulle.

PROPOSITION 7.12. Soit M une martingale locale, si M est un processus a variation finie alors M = 0
presque stirement.

Démonstration. On rappelle que M est a variation finie signifie que pour presque tout w € Q, t — M;(w)
est a variaton finie : pour tout ¢ > 0, il existe une mesure signée yu telle que M; = u([0,t]) et en particulier
My = 0. On définit la suite de temps d’arrét

t
T —inf{t}O,/ | 211}.
0
On définit Nt = M¢+, qui est une martingale locale avec Ny = 0. Nous avons fooo |dNs| < 7 et ainsi

ot c0
PQZZ / dbﬁ < /ﬁ |dh&|§§n
JO JO

et est donc une martingale. Soit 0 = ty < t; < --- < t, = t une partition de [0, t] alors

n—1 n—1 n—1
EN{] =E Y N%iﬂ - Ni] =) E |:N%i+1 - ZN%i +N%i:| =) E |:N%i+1 — 2B [N Ny, | 7 ] +N‘;‘1}
i=0 i=0 i=0
n—-1 n—1
= Y B[N}, —2Ni, Ny +NF| = B [(Ng,, —N;)?]
i=0 i=0
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en utilisant le fait que N est une (vraie) martingale. Ainsi,

n—1
Sup |Ntl‘+1 - Nt,‘| Z |Nti+l - Nti|
i i=0

n—1
E[N?| = ¥ B[(Ny, - N, 2| <E < nE
i=0

sup |Nti+l - Ny |]
i

qui tend vers 0 lorsque u(7r) — 0 par continuité et convergence dominée. Ainsi, nous avons
E [M%Am] —E [N%] =0
et ainsi E [M?] = 0 en prenant n — oo par le lemme de Fatou. O

Preuve de I'unicité dans le Théoreme 7.11. Si il existe deux tels processus croissants que 1’'on dénote A et A’
alors A — A’ en tant que différence de deux fonctions croissantes est a variation finie et de plus

Ar— Al = (MF = A} — (M7 — Ay)
est une martingale locale a variation finie et est donc presque stirement nulle. O
La variation quadratique nous donne d’autres conditions a vérifier pour qu’une martingale locale soit

une vraie martingale.

“ TutorEME7.13 ©
Soit M une martingale locale avec My = 0 alors

1 est une martingale bornée dans est équivalent a | < 00. De plus, si ceci est vrai alors
(i) M ingale bornée dans L2 est équivalent a E[(M De plus, si ceci i al
(M? — (M);) est une martingale uniformément intégrable et E[M2,] = E[(M)].

(ii) M est une martingale dans L? i.e pour tout t > 0, M; € L? est équivalent a E[{M);] < oo pour tout

t > 0. De plus, si ceci est vrai alors (M? — (M);) est une martingale.

Démonstration. Prouvons I'implication = pour (i). Soit T > 0 alors nous savons que

E <4EM3] < 4supE [ M|

t>0

sup M?

0<t<T

et en prenant T — co, nous obtenons

E

sup M%] < oo.

>0

Soit (T )» une suite localisante de la martingale locale (M? — (M)) alors E [M%AT” — (M)¢rg, ] = 0 et ainsi

E[(M)irs,] <E [supM?| < co.

s=0

En prenant n — oo puis t — oo, nous obtenons
E[(M)eo] < co.
Pour I'implication <, nous considérons encore une suite localisante T, et
vy =T AInf{t >0, |My| = n}
une autre suite localisante telle que M+, soit bornée. Alors nous avons

B M, | = E[(M)o,] < E[(M)a] < o0
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et ainsi par le lemme de Fatou,
E [Mﬂ —E [liggio{}f Mfm} < liminf [Mfmn} < E[(M)o].
et M est donc bornée dans L2. Puisque (M¢ny, ) est bornée dans L2, elle est uniformément intégrable et ainsi
Ll
My, —— M
n—oo

et ainsi comme IE [M;ny, | Fs] = Msny,, nous avons IE [M;| F;] et finalement M est une martingale bornée dans
L2. De plus,
M — (M)¢| < supM? + (M)eo € L!
£>0
et nous savons donc que (M? — (M);) est une vraie martingale.
Pour prouver (ii), il suffit de fixer t et de considérer la martingale locale (Msa¢)s. O

On remarque que les mémes propriétés s’appliquent pour la covariation quadratique

PROPOSITION 7.14. Soient M et N deux martingales locales alors (M, N) est 'unique processus a va-
riation finie tel que (M{N; — (M, N)) soit une martingale locale.

De plus, si M et N sont deux martingales bornées dans L? alors MN — (M, N) est une martingale
uniformément intégrable et (M, N) est bien défini et vérifie E[MwNeo| — E[MoNy] = E[(M, N)co].

La variation quadratique peut aussi étre utiliée pour controler 'ordre de grandeur des martingales lo-
cales.

“ THEOREME 7.15: Inégalités de Burkholder-Gundy-Davis m
Soit p > 0 alors il existe deux constantes positives ¢, et C, telles que pour toute martingale locale M

p
(sup |M; |>
s=0

On remarque tout d’abord que 1’on peut remplacer oo par t en prenant la martingale locale (Ms;). Nous

continue avec My = 0,

p

¢)F [(M}éo] <E <GC,E [(M)é} .

allons prouver 1'inégalité de gauche pour p > 4 et I'inégalité de droite pour p > 2. La preuve est basée sur
I'application de la formule d’Itd que nous verrons dans la prochaine section.

Démonstration. Soit p > 2 et 7, = inf{t > 0, M| > n} alors N = M;x, est bornée. Si on considere
f(x) = |x|P alors f € C? pour p > 2. De plus, f'(x) = p|x|P~signe(x) et f’(x) = p(p — 1)|x|P~2. Ainsi par
la formule d'It6,
1. 1 _
d|N¢|P = p|N¢|P l51gne(N,g)dN,g + Ep(p — 1)IN¢|? 2d<N)t.

On voit que le premier terme est un intégrande dans H? et ainsi en prenant I’espérance, nous obtenons

. B p-2
BN P) = 22V | [ 2ao | < 222D <sup |Ns> Ny

0<s<t
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= 1. En utilisant I'inégalité de Doob L”, nous avons

p
( sup |Ns|>
0<s<t

ol l'on a utilisé 1'inégalité de Holder avec pTTZ + %

<Os<1;12ths!>p1 < (}L)pEHNtV]] < ((pz)pp(’?z_ U)E

En réarrangeant bien, on obtient
p
e |
0<s<t

et on obtient bien le résultat en prenant n — co.
Regardons l'autre inégalité pour p > 4. De la méme manieére on peut se ramener au cas o (M); est

p—2
P 2

=

: e o]

N

E

<GE|m)

bornée. Alors nous avons ,
M? = 2/0 MsdM; + (M);

et ainsi

B || =5

P
2]
r
<sup |Ms|)
0<s<t

' :
(sup |M; ) 1 .
s=>0

Si on considére N; = fot M;dM; alors N; est une martingale locale et d(N); = M?d(M); et (N)o =
fooo M?d(M)¢. On peut alors utiliser I'inégalité que nous venons de prouver pour p > 2 et voir ainsi que

(/OooMfd<M)t>Z]

r P 1
< by <SUP|Ms|> + bpE <SUPMt2> ((M)eo)

s=0 t=0

r P7 p
< byE | | sup [Mg| +bpy | E || sup M ]
L s=0 | s=0

r
avech, = ang > ay. Endénotantx = | |E {(M)go ety = \/IE Ksups>O |Ms\)p} alors on obtient 1’équation

4
ot 2
(M%—z/ MSdMS> ] < a,E
0

t
IM;|? + ‘/0 M.dM.

ot
< a,E +E ’/0 MdM,

]

En prenant t — co, on obtient

14
E {(M)&} <ayB +E

‘ / M.dM,
0

i P
E {(M)é] < aple <sup|Ms|> +bylE

s>0

L]

s

E | )

x? - bpxy — bpy2 <0.

Ainsi, x doit étre plus petit que la plus grande racine A et ainsi

1 1
B bpy +bpy 1+ 3 _ (b,,+b,,21/1+bp)

1
y=—y
Ve

x<)x+ 5 X

O

On peut déduire des inégalités de BDG un critere intéréssant pour prouver qu'une martingale locale est
une vraie martingale u.i.
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COROLLAIRE 7.16. Soit M une martingale locale telle que My = 0, si E [ <M)oo} < oo alors M est une

martingale uniformément intégrable.

Démonstration. On voit que E [sup@0 \Mtﬂ < o0 et ainsi comme |M;| < sup,., [Ms| € L!, on sait que M est
une martingale uniformément intégrable. O

8. FORMULE D’ITO

8.1 Formule d'Itd pour f : R — R

On a vu par un calcul explicite que fot BsdBs = 1B? — L. Ainsi, il se passe quelque chose de différent par
rapport a la régle de la chaine habituelle. Ceci est résumé dans la formule d’It.

“ THEOREME 8.1: Formule d’Ito “
Si f:R — RestC?alors

FB) = £ + [ £/ BB+ [ 7 (B)s

que l'on écrit parfois

df(B) = f'(Bf)dB; + %f”(Bt)dt.

Par exemple, en prenant f(x) = 2 alors on retrouve la formule 1B2 = tBsdBS + £
P P 2 2 Pt 0 2

2

On remarque aussi que tout est bien défini : puisque f € C2 nous avons que f'(B;) € £? .

Démonstration. Donnons tout d’abord le plan de la preuve pour f € C? une fonction C? a support compact.
Dans ce cas,

f(Be) = £(0) (f(By) = f(Bt,_y))

I
™=

avec

On peut borner r de telle sorte

ol < [ ly—ul sup | () = £"(0)ldu = 3y = xh(x,y)

X<y

avec h(x,y) = sup,c,, |f"(v) — f"(x)| qui est uniformément continue, bornée et telle que h(x,x) = 0.
Ainsi nous avons

FB1) = F(0) = (7 (Br) = £(Br1)) = 3 | (B = By ) (By) + 5By — By )2 (By )| e

I
—
I
—

Et nous avons

|€n| < Z(Bti - Bti71>2h(Bti71’Bti)'
i=1

Nous avons donc trois buts dans notre preuve :
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n P t
(1) Yo(B, — By )f (B) — [ f/(B1)dB.
m Ly B, -8, 2B, ) o L [ F(Bar
(I1) 5;( t — B )7 f " (By ) nooo D Of (Bt)
(III) &, —— 0.
n—oo
Considérons le premier but (I). Soit M € R, on considere
™ = tAInf{s € [0,t], |Bs| > M}
et fm qui est une fonction continue a support compact telle que fyi(x) = f(x) pour tout x € [—M, M]. Alors
nous avons que fy(B;) € H2([0,t]). Définissons le processus élémentaire
n
Xn,S(w) = ZfM(Bti,1 (w))]lti,1<5<t,‘ S H%
i=1

Alors nous avons

/Ot i(fM(Btiﬂ) - fM(Bs))Z]lt,-_1<s<t,-d5

i=1

[Xn = fm(B)l2@pwary = E

< E

1

sup  (fu(Br_,) — Au(Bs))?

n
= t<s<t;

S|~

1

Comme fy est continue & support compact, nous avons que le module de continuité

p(h) = sup {|fm(x) = W), |x =yl <h} —— 0.

Ainsi,

i=1 i—1<8<tj

2
t n
[ X _fM(B)HLZ(d]det) < n ZE [V (t sup ‘Bti—l _Bfi|> ] < ton

avec 6, — 0 as n — oo ot I'on a utilisé le théoreme de convergence dominée car y(h) est bornée. Nous
pouvons finir par le fait que 1’on sait par l'isométrie d'It6 que

n

t 12 t
Y- fu(Br ) (B~ By ) = [ X -2 [ fug(Bo)dB.
i—1 0 n—oo 0
La convergence L2 entraine bien la convergence en probabilité et nous avons donc fini avec le but (I) pour
fwm ala place de f. Nous allons maintenant utiliser notre temps d’arrét 7. En effet, pour tout w € {ny = t}
alors f(Bs(w)) = fm(Bs(w)) pour tout s € [0, t] et par la persistance de I'identité

/Otf(BS)st = /Oth(Bs)st pssur {nv = t}.

Soite > 0, et

n

3 £ (B (@) By (@) — By @) = [ f(Beleo))aB:

Ayule) = {w cQ,
i=1

28}.

P(An(e)) =P(An(e) N{mm < t}) + P(An(e) N{mm =t}) < P(my < t) + P(An(e) N {1t = t}).

alors nous voulons montrer que P(A; (¢)) —— 0 mais nous pouvons écrire
n—oo
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Soit & > 0 alors il existe M > 0 tel que P(ty < t) < J, pour le deuxiéme terme, nous avons
n t
P(Au(e) N {ty = t}) <P { |3 fu(Br ) (B, — By, ) —/O fu(Bo)dBo| > et | —0
i=1

vu que l'on a prouvé la convergence en probabilité pour fy;. Cela finit la preuve de (I).

Pour la preuve de (II), nous commencgons par centrer notre terme et considérer
n

if” B, ( —By, ,)?— (ti— ) %2 "B, ) (ti — tiz1)-

i=1 i=1

I\)\P—‘

Comme la fonction s — f”(Bs(w)) est continue presque stirement nous avons que

5 L7 B [ 5 [ B

1

Si on dénote

B, — % if”(Bti—l) ((Bti — Bti—1)2 _ (t,‘ - tifl))

alors

E (B3] = ZE [ "By, ) (By — By, )% = (ti - til))z]
T3 ZE [ //(Bt 1) ((Bfi - Bti—l)z —(ti— ti—l)) ((Btj - Bt];l)z — (t]- — tj—l))} .

1<]

Si on regarde le deuxiéme terme, on remarque que chaque terme est mesurable par rapport a ¢, , sauf le
dernier qui en est indépendant par l'indépendance des accroissements du mouvement brownien. De telle
sorte que l'on peut réécrire cette espérance comme

B [f"(Be )" (Br 1) (B, =By )2 = (ti— ti1) ) B [ (B, = By )2 = (4 — t;1)| Fi ]
=B | (Bu)f(By) (B = Bey)® = (= ti0) ) B [(By =By ) = (4= ti0)] | =0,

comme l'on a centré le terme avec le mouvement brownien au carré. Ainsi, seul le premier terme nous
importe dans I'expression de IE[B2] ci-dessus et on peut borner

E [B2] < 21 ljo ZE[( >z_<t,,_ti1>)2].

De plus, les B;, — B, ;| sont identiquement distribués comme N (0, %) et ainsi on peut simplement calculer

1

I'espérance pour obtenir la borne

22 _ 2f"le
E|B}| < fuf"uwmz el

n—o0

Cela nous confirme donc bien le point (II) et
- 2 1" //
Z Btr 1 f (Btz 1 71~>00 2 / f

. . P N
Finalement, pour le point (III), nous voulons prouver que ¢, — 0 et on sait déja que nous avons la
n—oo

borne
n

|€n| < Z(sz‘ - Bti—l)zh(Bti—l’Bti)'
i=1
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

|€n| Z \/E _Bti—l)4] \/E [hz( b 1' 3t 2 h2 sz 1'

Nous savons que h est uniformément continue et que /(x, x) = 0, donc pour tout ¢ > 0, il existe un & > 0 tel
que pour tout x,y avec |x — y| < J, nous avons |h(x,y)| < e. Donc en particulier, pour un € > 0 donné

L[S

1722 | oot
= :

6n

E [12(By, ,/By)] <& +[|H%]|P (B, =By, | > 6) <&+ B [[B, — By, ,[2] <&+

Donc pour n assez grand, nous avons que par exemple

[322 o IRt
E [leq|] < Pl e + 2 < 2V/3te

o L! S P
et ainsi ¢, —— 0 qui implique &, —— 0.
n—oo n—oo

Nous avons convergence en probabilité de tous les termes de notre développement de Taylor. Mainte-
nant on sait que si Xj, %) Y alors il existe une sous-suite (1) telle que X, kp—s> Y. Ainsi pour chaque ¢
n—oo —00

fixé, nous pouvons obtenir une limite presque stire de chaque terme : pour tout ¢ € [0, T], il existe () avec
P(Q) = 1 tel que pour w € O,

f(Bt( +/ f Bs st+%Atf,l(Bs(W))dS

Nous ne pouvons pas prendre directement l'intersection sur tous les f mais nous pouvons utiliser la conti-
nuité de tous les termes sur un ensemble de probabilité 1 que nous appelons ()'. Alors nous pouvons obtenir
I'égalité sur ;e O N QY qui est un événement de probabilité 1 comme intersection dénombrable d’événe-
ments de probabilité 1 et par continuité de tous les termes sur (), nous avons la formule d’It6. Le résultat
est donc démontré pour toute fonction f € C2.

Si f € C?, alors on peut localiser de la méme fagon que 1’on a fait plus haut. Pour M € R, on consideére
une fonction fy € C? telle que fyr(x) = f(x) pour tout x € [-M, M]. Alors on sait que la formule d'It6 est
vraie et donc

t 1 gt
fun(B) = fu(®) + [ fa(B)dBe+ 3 [ fa(Bods
Soit 7y = inf{t, [B;| > M}, alors pour w € {s < v} alors f'(Bs) = f;;(Bs) et on sait donc que

/Otf/(Bs(w))st = /Otfﬁ,I(Bs(w))st pour w € {t < g}

et aussi sur ce méme ensemble, f(Bi(w)) = fp(Bi(w)) et fo f"(Bs(w))ds = fo (w))ds. Ainsi la for-
mule d’It6 est vraie sur {t < 1}. Comme nous avons que Ty p—> +o0 alors nous obtenons bien que la

formule est valide sur un événement de probabilité 1. O

On remarque que I'on peut réécrire la formule d’Itd de la fagcon suivante

t ! o 1/t 1"
|| £/ (B)dB. = £(B) — £(0) — 5 [ f"(B)ds

Cela nous donne donc une maniére de calculer une intégrale stochastique en reconnaissant une dérivée. Par

/ 13de5sz3 / B.ds
X

oli on a reconnu la fonction f(x) = %-.

exemple,
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8.2 Premiere généralisation f : Ry x R

La version précédente est la version la plus simple de la formule d’'Itd pour une fonction d'un seul
mouvement brownien. Nous allons voir maintenant des généralisations sans détailler les preuves qui sont
tres proches de la preuve initiale. La premiére est pour des fonctions qui sont de t et de By, par exemple nous

avons vu que le processus suivant est une martingale

2

X = exp (cht — “zt) =: f(t,By)

avec f : Ry x R — R définie par f(t,x) = exp (zxx - 7 . En tant que fonction de deux variables (t et
B;) la formule d’It6 va différer. On rappelle que C*1(R4 x R) est I’espace des fonctions qui ont p dérivées

continues en la premiere variable (ici t) et g dérivées continues en la deuxieme variable (ici x).

“ TuEOREME 8.2 ©
Si f: R; x R — R est une fonction dans C?(R; x R) alors

f(t,Bt):fOO—i—/ tfsBsds—i—/ 3 f(t,Br)dB; + /axftBt

que l'on écrit parfois

1
df(t,Bs) = o:f(t,By)dt + 9y f(t,B;)dB; + Ea?cxf(t,lst)ou

. . 2 . L
Prenons comme exemple la fonction ci-dessus f(t,x) = exp ((xx — ”‘Tt> , alors si on calcule les dérivées,
nous obtenons

D) =~ F( ), Buf() = af(x), Fufltx) = A1)

Ainsi,
o? o?
df(t,Bt) = —?f(t, Bt)dt + Déf(t, Bt)dBt =+ ?f(t,Bt) = le(t,Bt)dBt
et donc

t 2
f(t, Bt) = DC/O exp <0¢Bt — 2) dBt

On peut donc écrire f comme une intégrale stochastique et en vérifiant que l'intégrande est dans H?, nous
avons bien une preuve que f(t, B;) est une martingale. Cela peut se généraliser & une proposition.

PROPOSITION 8.3.Si f € C12(Ry x R) etsidif = —10.f alors X; = f(t,B;) est une martingale locale.
De plus, si

E UOT (axf(t,Bt))zdt} < o0

alors (X¢)o<i<t est une martingale .

Démonstration. Par la formule d'It6 précédente, nous avons que

£(t,Bs) = £(0,0) + /O "9, f(s, Bs)dB.

Si f € CY*(Ry x R) alors 0yf € C! et ainsi d,f(t,B;) € L3,
grale stochastique est une martingale locale. De plus, si la deuxieéme condition est vérifiée alors oy f(t,Bt) €
H2(]0,T)) et son intégrale stochastique est donc une (vraie) martingale. O

et nous pouvons conclure que son inté-
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8.3 Application : Mouvement brownien avec dérive

Pour B un mouvement brownien standard, nous considérons la processus suivant
Xt = ‘ut + 0By

avec i € R appelée la dérive et o > 0 la constante de diffusion ou la volatilité. Considérons le temps d’arrét
pour A,B >0,
TAB = il‘lf{i’ >0, Xs=AouX; = —B}

Essayons de calculer P(Xr, ; = A). Alors on remarque que si on trouve une fonction i : [-B, A] — R telle
que My = h(X¢) est une martingale bornée alors

EMo] = E[Mc] = h(A)P(Xey, = A) + h(~B)P(Xe, , = ~B).
Si on choisit 4 telle que 1(A) = 1 et h(—B) = 0, on obtient finalement
P(Xey, = A) = E[Mg] = h(0).
Pour trouver ki, nous utilisons la proposition précédente, en posant f(t, x) = h(ut + ox), nous avons
Ot f(t,x) = uh (ut +0x), Oxf(t,x) =ch'(ut +0x), 0%.f(t,x) = *h" (ut + ox).

On cherche donc  telle que

ph' (x) = — " (x),
h(A) =1, h(-B) = 0.

Nous pouvons résoudre 1'équation différentielle du premier ordre sur /' et nous avons
2u . 2u
1 o Y
h'(x) = Aexp (sz) etainsi h(x) = A"exp (sz> +C.
Puisque 1(—B) = 0 et h(A) = 1, nous obtenons finalement

exp (f%x) —exp (%B)
exp (—%A) —exp (%B) '

h(x) =

Nous obtenons donc que

P (XTA’B =A) =h(0) =

On peut aussi en déduire des informations sur le supremum du mouvement brownien avec dérive si y < 0.
En effet,

P <supXt > x) = BIE)IJOIP (Xepp = X) = exp (ﬁx) = exp (2(|7}2{|x) ,

t=0

et ainsi

sup X; ~ Exp <2|]i|> .

2
>0 o

8.4 Deuxiéme généralisation f : R, x RY — R

On peut définir le mouvement brownien standard en plusieurs dimensions, cela consiste a prendre des
mouvements browniens standards indépendants a chaque coordonnées.
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“ DEFINITION 8.4

Le mouvement brownien standard dans RY est défini comme
B; = (B},B?,...,B})

ot (Bi);>0 est une famille de mouvements browniens standards indépendants.

Nous allons considérer des fonctions f € C?*(R; x RY) dénotée f(t,xq,...,x;). On définit ainsi son
gradient et son laplacien “spatiaux”, c’est-a-dire seulement en ses coordonnées x;,

d

VF(tB) = (95 (LB, .0, f(LBr)) € RY,  Af(LB) = Y2, f(1,By).

i=1
La formule d’Itd est alors donnée par le théoréme suivant

“ THEOREME 8.5

Si f € C12(R; x RY) et By est un mouvement brownien standard dans R alors

d d
- - N 1 "
df(t,By) = df(t,B},...,BY) = 9, f(t,By)dt + }_ 9, f(t, By)dB} + > Y 0%, f(tBy)dt
i=1 i=1

que l'on peut réécrire

= = = = = 1 =
df(t, Bt) = atf(t, Bt)df + Vf(t, Bt) -dB; + EAf(t, Bt)dt.

On peut donc généraliser la proposition précédente qui nous donne une condition facilement vérifiable
pour construire des martingales locales et des martingales.

PROPOSITION 8.6.Si f € C'2(R x RY) et B est un mouvement brownien standard en d dimensions
alors My = f(t, B;) est une martingale locale si

Af(1,%) = —5Af(ER).

On remarque que si la fonction ne dépend pas de t alors la condition devient simplement Af(t,X) = 0.
Ces fonctions s’appellent des fonctions harmonigues.
8.5 Récurrence et transience du mouvement brownien dans R“
8.5.1 Récurrence du mouvement brownien dans R?

On va s’aider d"une fonction harmonique pour prouver des résultats sur le mouvement brownien. Consi-

FR) = S, x2) = log K] = log /34 + 33

En effet, on calcule facilement,

dérons la fonction

2 2 2 2
Xy — X X7 —X
M f(t%) =F—1F, 0%f(tX) = 5—3
1f(6%) 2+l 5 f(tX) 242

et ainsi Af = 0. Ces calculs étant bien stir valables pour X # 0. Donc f est une fonction harmonique sur

l'anneau, pour 0 < r <R,
Arg = {i eRZ r < |X| < R} :
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Pour simpifier le probleme, on va considérer une légére modification de f, par

h(%) = logR — log ||X]| .
logR —logr
h est toujours harmonique sur A, g et de plus nous avons maintenant /(X) = 0 pour ||X|| = Ret h(X) =1

pour ||X|| = r. Soit X € A, g, nous définissons
T, =inf{t > 0,|[B;| =7} et g =inf{t>0,|B =R}

et nous travaillerons sur la probabilité Pg(-) = P(-|By = X). On remarque que si T = T A T alors Pg(T <
c0) = 1 (par exemple en utilisant la loi du logarithme itéré), et nous avons

E;[h(Br)]=1-P(t: < R)+0-P(r < ) = P(7y < R).

De plus, comme /1 est harmonique, nous savons que /(B) est une martingale locale et la martingale arrétée
(h(B¢ar))t est aussi une martingale locale qui est bornée puisque |1(B¢ar)| < 1, c’est une (vraie) martingale
bornée. Par le théoreme de convergence dominée, nous avons que

Eq [h(faf)} = I, L@; h(ﬁm)] ~ lim F [h(ﬁm)} - [h(fso)] = h(X).

Ainsi, nous avons que
logR — log ||X||

Pe(m < ) = logR — logr

pour r < [|X]| < R.
Comme 1R — o0 et h(X) — 1 lorsque R — o0, nous voyons que pour tout r > 0, et pour tout X tel que
1% >,
Pi(t < o0) =1.

Ainsi le mouvement brownien standard en dimension 2 peut atteindre n’importe quelle boule de rayon
strictement positif en temps fini. On dit que le mouvement brownien en dimension 2 est récurrent.

8.5.2 Transience du mouvement brownien en dimension plus grande que 3

Le raisonnement va étre similaire mais on va simplement utiliser une nouvelle fonction, cette fois adap-
tée a la dimension d > 3. Considérons
1 1

f(i) ~ T=nd—2 — d—2
]| 2 2
xp+--+xy

alors nous avons en effet,

1 1
R fR)=(2-d —dx? >
1) = @) (s = e

et ainsi
d

Af(X) = (2—4d) L—de.z# =d(2—d) (1_W) =
e R (b 1X[4 [x]|4+2
La fonction est donc harmonique sur A, et nous pouvons faire exactement le méme raisonnement pour
voir que

1 1
d—2 [%[[9-2

IP;(Tr <TR) =TT 1

RA-2 yd—2
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Mais maintenant si nous faisons passer R — oo, alors nous obtenons,

;o\ 42
Py(1 < o) = (RH) <1

Ainsi, nous pouvons en conclure que le mouvement brownien en dimension 3 et plus ne pourrait, avec
probabilité positive, jamais atteindre une boule de rayon positive. On dit que le mouvement brownien en
dimension d > 3 est transient.

8.6 Troisieme généralisation : La formule d'Itd pour les processus d’Itd

Pour l'instant, on a défini I'intégrale stochastique et la formule d'It6 pour le mouvement brownien stan-
dard. Nous allons maintenant généraliser ces notions a des processus plus généraux : les processus d’Ito.
Pour faire un premier exemple, regardons ce qu’il se passe avec le mouvement brownien standard avec
dérive. On rappelle sa définition :

Xt = yt +0o Bt

que l'on écrit parfois,
dXt = ]/ldt + O'dBt, X() =0.

Alors si on considére un processus défini a partir d’une fonction f € C1?,
Y = f(t,X¢) = f(t, ut + 0By).
On peut appliquer la formule d’Itd a cette fonction, qui est une fonction de t et de By,
dY; = (Otf (£, X¢) 4+ udx f(£,X¢)) dt 4+ 00 f(t, X;)dBy + %Jzafcxf(t,xt)dt
= 0¢f (t,Xp)dt + O f(t, X¢) (udt + odBy) + %aixf(t,xt)(#dt
= (X Def (1 X0)dXs 4 232 (1, Xl

La formule est presque la méme que la formule d’It6 pour le mouvement brownien en remplacant B par
X. 1y a une différence subtile, le terme avec la dérivée seconde a gagné un o2! Nous verrons que ce terme
n’est en fait que la variation quadratique de X mais pour l'instant nous pouvons donner une regle de calcul
tres simple selon ce tableau

d(,,-) [ dt | dB;
dtt [0 o
dB; | 0 | dt

Ainsi, pour le mouvement brownien avec dérive
Cl<X>1L = d<]/lt + 0B, ut + (TBt> = }lzd(i’, t> + }l(Td<t,Bt> + “LlUd<Bt, t> + O'Zd<Bt,Bt> = O'Zdt.
Ainsi, nous pous réécrire la formule plus haut comme
1
dY; = £ (t, Xp)dt + Oy f (£, X¢)dX; + Eaf(xf(t,xt)d<x>t.

Ceci correspond a la formule d’Itd pour le mouvement brownien avec dérive. Nous allons généraliser la
formule aux processus d’'Itd qui seront les processus les plus généraux que nous verrons dans ce cours.

“ DEFINITION 8.7

Un processus (Xt )o<i<T est appelé processus d’Ito si nous pouvons écrire

t t
Xi(w) = xg +/ as(w)ds —|—/ bs(w)dBs pourt € [0,T]
0 0
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ou encore
dX¢(w) = ag(w)ds + by (w)dBs, Xo = x

oil a et b sont des processus mesurables et adaptés tels que

lP(/OT|aS(w)|ds<00) —1 et ]P(/()T|bs(w)|2ds<oo) ~1.

Par exemple, nous voyons que le mouvement brownien est un processus d’Ito aveca = Oetb = 1. Le

mouvement brownien avec dérive esst aussi un processus d’Ité avec a2 = y et b = ¢. Nous avons donc une
formule d’It6 pour ces processus.

“ THEOREME 8.8
Si f € C2(R4 x R) et X est un processus d’Itd alors

1
df(t,Xs) = 9 f(t, X¢)dt 4 9z f (£, X¢)dX; + Eafmf(t,xt)oux)t.
Avec nos régles de calcul, si on écrit

dXt = {tht + btdBt

alors nous avons
d<X>t = at<dt, dt> + Zatbt<dt, Bt> + b%<dBt’ dBt> —_ b%dt

et ainsi )
df (£, Xe) = e f (£, Xe)dt + 0 f (£, X1)dXs + 503 f (£ Xe)bFdt.

Parfois, nous avons des processus définis a partir de différents mouvements browniens. Nous pouvons
étendre les regles de calcul lorsque nous avons plusieurs mouvements browniens indépendants B() et B?)

a¢, ) | dt | aB™ | aB®
& (0] 0 | 0
aB [ o] dt | o
aBP o] o | at

et cela nous permet d’avoir une formule d’Itd pour plusieurs processus.

“ THEOREMES.9 *
Si f € C?(R?) et X et Y sont deux processus d’It6 alors

df(Xe, Yt) = 0x f (X, Yp)dXs 4 0y f (Xp, Y)Y+

2 (Bef X Y)Y + 3 £ (X Y)Yy + 252 F X, Y)A(X, X))

Faisons une application simple de cette formule en utilisant la fonction f(x,y) = xy, dans ce cas nous
avons

If(xy) =y, Of(xy) =x %f(xy) =df(xy) =0, 05 f(xy) =1

et la formule donne
d(XyYs) = YidXs + XedYy + d(X, Yy

Si nous avons deux mouvements browniens indépendants et

dXt = {ltdi‘ + btngl), dYt = octdt + ﬁtngz)
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alors la formule devient, en suivant les regles de calcul,

1
df(Xi, Ye) = af (Xe, Y1)dXs + 3, f(Xi, YD)dY: + 5 (aix FOXe, Yo bRdt + 02, £(Xt, Ye) ,B%dt)

puisque la covariance quadratique d(X, Y); = 0.
En revanche, nous pouvons aussi avoir deux processus d’It6 définis a partir du méme mouvement brownien
B,

dX¢ = a;dt + bydBy,  dY: = a;dt + B:dB;

dans ce cas 1a, nous pouvons calculer
d(X,Y);: = bBedt.

8.7 Variation quadratique des processus d'Itd

Pour I'instant, nous avons simplement donné les regles de calcul du crochet (X,Y) pour deux processus
d’It6 X et Y. En fait, ce crochet correspond bien a la variation quadratique que nous avons dans le chapitre
sur les martingales locales. Nous rappelons la définition ici,

“ DEFINITION 8.10
Soit X un processus mesurable et adapté. Pour 0 =ty < t; < --- < t, = t,on dénote m = {to,..., tx}
une partition de [0, t] et on définit

n—1

Qﬂ(xt) = Z (Xfi+1 - Xti)z

i=0

la 7r-variation quadratique de X. Si il existe un processus dénoté (X); = (X, X); = (X, X) tel que pour

tout suite de partition 77y telle que maxo<i<u, —1 \t(k) — tl(k)| k—> Oona
—00

i+1

Qr (Xt) —— (Xt

k—o0

alors (X) est appelé la variation quadratique de X.

Nous avions aussi vu que nous pouvions définir la covariation quadratique par la limite de
n—1
(OF% (Xt, Yt) = 2 (Xti+1 - Xti)(Yti+1 - Yti)'
i=0

Nous allons maintenant prouver les régles de calcul que nous avons vu plus tot. La premiere est que
(dt,dt) = 0.

PROPOSITION 8.11. Si a; est un processus mesurable et adapté tel que pour presque tout w,

t
/0 las(w)|ds < oo

alors si Ay = fot as(w)ds, (A); = 0.
Démonstration. Pour presque tout w € O, u — fou a(w,s)ds est uniformément continue sur [0, {] ainsi pour
tout e > 0, il existe un d(w) > 0 tel que pour toute partition 77, avec p(7) = maxo<j<p—1 |tiv1 — ti| < 0(w),
n-1 tiye 2 tiy1 d n—1 tiv1 t d
Ay) = /awds <max/aws /aw><s/aw s.
Q(r) = & ([ wterds) < max ([ nswilas) T ([ estet) <e [Mas)

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, nous voyons que (A); = 0. O
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Le théoreme plus difficile est 1’existence, et la valeur, de la variation quadratique pour les processus d’'Itd
qui correspond en fait a la régle de calcul d(b;dB¢); = b?dt.

“ TutorEmES8.12 ¢
Si X est un processus d’Itd que 1’on écrit

dXt = atdt P btdBt

alors (X); existe et on a

t
(X)¢ = /0 b2ds ouencore d(X); = bAdt.
De plus, si Y est un processus d’Itd que I'on écrit
dYt = Oétdt T ﬁtdBt

alors (X, Y); existe et

t
(X, Y); :/ bsBsds ouencore d(X,Y); = bfdt.
0

: t
On remarque que l'on a déja vu que si A; = fo asds alors (A); = 0. Nous allons commencer par prouver
un lemme qui nous donnera que la variation quartique d’'une martingale continue tend vers 0.

LEMME 8.13. Soit Z une martingale continue telle que sup;,; |Zs| < B pour un B < co alors il existe
C > 0tel que
sup [Q%r(zt)] <CE [(zt - zo)z] <
7T

et

n
li E|(Zy, —Z, )* :
H(;ngol; (24 =24)"] =0

Démonstration. On commence par écrire pour 7T = {to =0,...,t, = t} une partition,

Q% (Zs) =

™=

(Zti - Zti—1)4 + ZE <(Zti - Zti—l)z i (th - th1>2> .

i=1 i=1 j=i+1
Maintenant nous avons

n

Z (Zt,‘ - ij—1)2‘fti

n
+2 ) E{(Zt. ~Z, )Z, ~Zi )
j=it+1

| n 2
j1<jp=i+1

F-

" 2
I (Z(th_ztj—1)> Fi| =B

j=it1

Pour la double somme ci-dessus, nous pouvons conditionner sur }—t]'z*1 D Fi, tel que

E {(zt].1 -7, )E {(zt].2 -7 )

‘thzfl}

Fi] =0

ot on a utilisé la propriété de martingale. Donc nous avons,

Fi

i

2
n
=Lk < 2 (th _ij1)> Fr| =E [(Zt _Zti)z‘]:t,-] < 4B?

j=i+1

E Li (ij - th—l)z

=i+1

et ainsi

E {Q%T(Zt)} < 4B? i E [(zti - thﬂ + 8B2 i E [(Zt,. - th)Z} < 12B°E {(zt - ZO)Z]
i=1 i=1

ol on a utilisé I’orthogonalité des incréments que nous avons prouvé ci-dessus.
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Pour le deuxiéme résultat, nous introduisons le module de continuité de Z.
(6, w) =sup{|Zy(w) —Zy(w)|, 0 <u<v <t |u—0v <6}
On remarque tout d’abord que nous avons la borne immédiate
p(6,w) < 2B
et de plus comme s — Z;(w) est uniformément continue sur [0, | presque slirement, nous avons que

.S . .
p(6,w) _p—0> 0. Ainsi, nous avons
5

(Zt(w) = Zy,_y (w))* < p*(u(), w)Qr(Zr),

M-

1

et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

E

D sz(ﬂ(ﬂ),w) ) 1Q(Ze) 2 (ap) -

L2(dP

< 4
Z(Zii - Ztifl)
i=1

Par le théoreme de convergence dominée, nous avons que ||p?(p(7), w) ||L2( ap) T) 0 et par la premiere
u(mr)—0

partie du lemme nous avons |[Qx (Zt)|[12(gp) < 4/3B? et finalement nous obtenons que

=

Il
—_

E

(2, — ztil)”‘] ——0.

; u(m)—0

O

Nous allons maintenant prouver l'existence de la variation quadratique dans le cas ou1 I'intégrale sto-
chastique est bornée. Par un argument de localisation, nous prouverons le théoreme complet. Avant cela,

nous allons voir une généralisation de la martingale quadratique du mouvement brownien

PROPOSITION 8.14.Si b € H?([0,T)) alors Z; = fot bsdBs et M; = Z? — fot b2ds sont des martingales
par rapport a la filtration brownienne standard.

Démonstration. Nous savons déja que Z est une martingale, pour M cela vient de I'isométrie d'Itd condition-

t 2 t
( / budBH) :E[ / b2ds
S S

nelle

E .Fs

7.

O

PROPOSITION 8.15. Soit b un processus mesurable et adapté tel que [\ b2ds < C presque stirement
2 P que j, Y presq
pour une constante C < 0. 51 Z; = fot bsdBs est bornée, |Z;| < C, alors (Z); existe presque stirement et

t
(Z) = / b?ds pourtout 0<t<T.
0

Démonstration. Nous commencons par écrire

n

t, 0y ticn 5 1
Ap = Qn(zt) _/O bsds = Z <(Zfi _Zti—l) _/t bsds) = Zdi'

i=1 i =1
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On a encore orthogonalité des incréments par l'isométrie d’Itd conditionnelle puisque pour i < j,
E [didj] = B [dE [d;|F;,]] =0.
Ainsi,
n n n
Ela2] =Y B[] <2) B[z~ 2 )4 +2 L F
i=1 i=1 i=1

Si on définit le module de continuité

( /:1 bgdsﬂ .

(%
p(&)—sup{/ bzds,Ogugng, |u—v|<(5}<C
u

car Z est bornée. Ainsi,

< plu(m)) [ 12 < Co((m) ——0.

ki 2
( / b?ds)
tiq

n
Y E
i=1

Comme on sait déja que
n

B 4
;E [(th Zy ) } m 0

le théoréme de convergence dominée nous donne que
E {A%T] — 0
u(m)—0
et le résultat est prouvé. O

Nous sommes maintenant préts a prouver le Théoréme 8.12

Preuve du Théoréme 8.12. Pour réaliser notre argument de localisation, nous introduisons un temps d’arrét

u
/ b.dB,
0

alors nous avons que pour tout w € {w € Q, t < tv(w)}, Qr(X¢) = Qr(X¢ay, ). Nous pouvons donc écrire

défini pour M > 0 par

u u
TM—inf{ugo,/ |a5|d32M,/ b2ds > M,
0 0

>MpAT.

pour tout € > 0,

p (‘Qn(xt) _ /Ot b2ds

> e) <P (‘Qn(Xt) — /Ot b2ds

>e,t<TM>+IP(TM<t)

t
—P (‘QH(XMTM) —/O b2 1<y, ds

>e)+IP(TM<t).

Comme nous avons un processus d’Itd, par continuité presque stire du processus, nous pouvons choisir M
assez grand pour rendre IP (Tyy < t) aussi petit que possible. Pour le premier terme, nous écrivons

B 't 't 't 't
Xt = Xt/\TM = /O QS]ITM>fdt+/() bS]lTM>tdBS = /O ﬁsds + /0 bSdBS'

On voit donc que

Qr(%:) = Qr (/Os ﬁsds> +Q (/Ot 135st> +2C, (/Ot dyds, /Ot 135st>
Cr (/Ot dsds, /Ot ESst> = i </tti asds) (/tti Esst> .
=1 i—1 i—1

avec
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Par la Proposition 8.11, nous savons que Qy ( fos isds) % 0 et par la Proposition 8.15, nous savons que
u(m)—0

¢t t
Q( / bsst> LN / D21 < gy, ds.
0 u(m)—0 Jo

; ¢ S t_ P
~ < a
Cr (/0 asds,‘/o bSst> S \/er (/O asds) Q (/O bsst) m 0

puisque un terme converge vers 0 en probabilité et ’autre reste borné car converge vers une quantité finie

Enfin,

et nous avons donc montré que

t
P (‘Qn(Xth) — [ Blicyds

> ) 0
u(m)—0

et le résultat est prouvé. O

9. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Lorsque I’on applique la formule d’It6, il arrives souvent que 'on obtienne une équation de la forme
{ dX; = pu(tX,)dt + o(t, X;)dB;

Xo =2x0

On remarque en particulier que notre dérive y et volatilité o dépendent de X. C’est un exemple d’équation
différentielle stochastique. Commencons par plusieurs exemples ott on est capable de donner une solution
explicite.
9.1 Mouvement brownien géométrique, processus d’Ornstein—-Uhlenbeck & pont brownien
9.1.1 Mouvement brownien géométrique
Le premier exemple est donné par u € IR, ¢ > 0, et xg > 0 et 'équation
{ dX; = uXdt + oX;dB;

XO = X0

On voit que la croissance du processus donné par la dérive ainsi que ses fluctuations données par sa volati-
lité dépendent linéairement du processus lui-méme. On appelle X le mouvement brownien géometrique.

Pour résoudre cette équation, on va utiliser la formule d’It6, ainsi on cherche une fonction f telle que,
Xt = f(t,Bt) alors nous avons

1
dX; = atf(t,Xt) + Bxf(t,Xt) + Eaixf(t,xt)
et en identifiant les coeffcients, nous obtenons

If +30%f =uf,
oxf =0cf

La seconde équation peut se réécrire

9xf =0 = f(t,x) =exp (ox +g(t))

f
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et nous obtenons la fonction g(t) par la premiére équation.

2 2 2
FOF )+ T0 =) =50 =u=F =50 = (1= ) t+e

Finalement, nous obtenons une solution

o2
Xi = xpexp <(;¢—2) t—|—aBt>.

On remarque que l'on ne sait pas pour l'instant que c’est la seule solution de cette équation, et on le verra pus
tard avec un théoreme général. Ce modele est beaucoup utilisé en finance car contrairement au mouvement
brownien, il reste positif et ainsi peut modéliser de maniére plus cohérente le cours d'un produit a risque
avec un taux de rendement attendu .. En effet, on remarque que son espérance est donné par

E [X¢] = xpexp (<],t - 022) t) E [exp (0B¢)] = exp (<y - 022) t> exp ((7221‘) = xpexp (ut).

. . sl o2 .
En revanche, on remarque si le produit a une grande volatilité Z- > u > 0 alors puisque
q P g 7~ H puisq

By ps

t t—oo

2
X¢ = xpexp <t (y—02+(71?)> ti—';>0

Alnsi, le cours du produit a risque tend vers 0 méme si son espérance tend vers l'infini! Sa grande volatilité

nous avons que

“tue” son espérance.

9.1.2 Processus d’Ornstein—Uhlenbeck
Le deuxiéme exemple dépend de « € IR, o > 0, etde xp € R,
{ dXt = —OCXtdt + U'dBt,

XO = X0.

Cette fois-ci, nous voyons que la dérive dépend linéairement de X mais la volatilité reste constante. Es-
sayons tout d’abord le méme raisonnement que pour le mouvement brownien géométrique en cherchant
une fonction f telle que X; = f(t, B;). Nous obtenons le systeme

af + 12 f = —af,
Oxf =0.

La deuxieéme équation nous donne que
£(t,x) = ox + g(t)
et la premiere nous donne
g (t) = —a(ox+g(t)

qui est impossible puisque nous avons une fonction uniquement de t a gauche mais une fonction de ¢ et de
x a droite. Il faut donc faire autrement, I'idée est de voir que comme la volatilité est constante, X pourrait
étre un processus gaussien et nous pouvons ainsi le chercher de la forme

Xt = a(t) <x0 + /Otb(s)st) avec a(0) =1eta(t) > 0.
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Alors nous avons,

dX; = a/(t) (xo + /Ot b(S)st> dt + a(t)b(t)dBt = c;l((:))xtdt + u(t)b(t)dBt.

Nous obtenons alors le systeme d’équation

a'(t) — —
- = —u, a(t) =exp(—at),
{ 2 i = { b(t) =oexp(at).

Finalement, nous avons la formule explicite
t ot
X, =e M (xo +c7/ e"‘sst> = xpe M +0/ e (t=s)4B,.
Jo Jo

On peut calculer son espérance ainsi que sa variance

t 2 2
oot — o2 —2a(t—s)qs — 7 ( — ’2‘”) BN
IE [X¢] = xoe e 0, Var(X;) =0 /0 € ds 2 1-e t—se0 20"

Ainsi, sachant que X est un processus gaussien, on obtient a I'infini une variable aléatoire gaussienne centrée
. 2 e P : 2
de variance ;. Cette distribution est d’équilibre pour ce processus dans le sens que si xg ~ N (0, ng) alors

Xy ~ N (0, %) pour tout f > 0.

9.1.3 Pont brownien

Nous avons vu dans la premiére feuille d’exercices une définition du pont brownien. Tout d’abord avec
son développement en série grace aux fonctions de Haar, tout comme la construction de Lévy du mouve-
ment brownien, mais aussi comme la définition

uy = By —tB; pourtout0 <t <1.

Le principe du pont brownien est d’avoir un mouvement brownien qui retourne en 0 au temps 1. Ainsi,

si au temps f, le processus est en X, nous voudrions un drift de — % qui ramenerait le processus en 0 au

temps 1. Ainsi, I'équation différentielle stochastique proposée serait
X
dX, =7 dt+dBy,
X+0 =0.

Si on réalise le méme raisonnement que pour le processus d’Ornstein—Uhlenbeck et que 'on cherche un
processus gaussien, nous obtenons cette fois les équations

b:z,((tt)) =1 o )al)y=1-¢
a(B)b(t) = 1

Nous obtenons alors une autre formule pour le pont brownien

t dB

Xt = (1—t)/ 1 SS, pour tout 0 < £ < 1.
01—

X est donc bien un processus gaussien et nous pouvons calculer sa covariance (que nous connaissons déja),

pours < {,
B [X,X] :(1—t)(1—s)/0 uiL;)Z:s(l—t).

II faut faire attention que les processus X et U ne sont pas égaux mais ont seulement la méme distribution
en tant que processus gaussien continu avec la méme espérance et la méme fonction de covariance.
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9.2 Théoreme d’existence et d’unicité

Pour I'instant, nous avons pris trois exemples et nous avons pu trouvé une solution pour chaque équa-
tion stochastique par différents moyens mais ceci ne nous donne pas que la solution trouvée est la seule ou
méme |’existence de solutions pour des équations différentielles stochastiques plus générales.

“ THfOREME9.1 *

Soit B un mouvement brownien strandard. Si on a 1’équation différentielle stochastique pour ¢ € [0, T],

dX; = u(t,X¢)dt + o (t,X¢)dBy,
XO = X0

et siil existe K > 0 tel que pour tout ¢ € [0, T] et pour tout x,y € R,
o |u(t,x) —u(t,y)|®+|o(t,x) —o(t,y)|® < Klx —y? (Lipschitz en espace)
o |u(t,x)]?+|o(t,x)]? <K(1+|x[?) (croissance au plus linéaire)

alors il existe une solution X continue et adaptée telle que

sup E {Xﬂ < 00
0<t<T

et de plus, si X; et Y; sont deux telles solutions alors

P (X¢ = Y; pour tout t € [0,T]) = 1.

Regardons si nous avons besoin de ces conditions en étudiant des contre-exemples. Ces contre-exemples
n’ont méme pas besoin d’étre stochastique. En effet, si on considere

2
dX; = 3X}dt etXy=0.

2 . . . .
Nous voyons que la dérive pu(t, x) = x3 n’est pas une fonction Lipschitz mais on remarque que toute fonc-
tion, pour a > 0,

(a) { (t— a)3 sit>a,
Xp = )
0 sinon.

est solution et nous avons donc pas unicité.
Maintenant, si nous considérons
dX; = X2dt etXop=1

alors nous avons X; = % et la solution explose en t = 1 et nous avons ainsi pas existence sur tout [0, T].

Ceci vient du fait que u(t, x) = x?

n’est pas a croissance au plus linéaire.
On remarque que le fait que X soit bornée dans L2 nous donne l’existence de l'intégrale stochastique

dans la définition méme de X. En effet, nous avons

E [/{;Taz(t,xt)dt] <E [/OTK(l +x%) dt} < KT <1+ sup I [x%]) < o

0<t<T

et ainsi o(t,X;) € H2([0, T)).
On commence par rappeler le lemme de Gronwall que nous utiliserons dans la preuve de 'existence et
unicité des solutions.

LEMME 9.2. Soit f une fonction continue positive telle que f’ < af pour un a > 0 alors nous avons
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Commencons par prouver 1'unicité des solutions de I'équation.

Preuve de I"unicité dans le Théoreme 9.1. Si on suppose que 'on a deux solutions X; et Y; alors nous avons

Xi — Y = /Ot (‘u(s,Xs)—‘u(s,Ys))ds—F/Ot (0(s,Xs) — (s, Ys)) dBs.

Ainsi, en utilisant le fait que (x + y)? < 2x> +2y%, on a

2

E [|Xt—Yt|2} <2E +2F

(/ot (p(s, Xs) = (s, Y5)) ds>

(/Ot (0(s,Xs) — (s, Ye)) stﬂ .

Pour le premier terme, on peut utiliser 1'inégalité de Jensen,

(f s - u(s,m))z

Pour le deuxiéme terme, on utiliser 'isométrie d'Ito, justifiée par le fait que X et Y sont bornées dans L? et

B Bt [ (06,0 — (s, Yo Ras| < T [ (15 X0) = s o)t

on a

E

(/Ot (0(5,Xs) — (5, Ys)) st>2

=F [./O't (0(s,Xs) — 0 (s, Ys))? ds} .

On peut ainsi utiliser la propriété de Lipschitz, pour voir que

t

B [X -] < max(ZTK,ZK)/O E X, - Y] ds.

On est donc exactement dans le cadre du lemme de Gronwall avec f(0) = 0 et ainsi
E [\Xt —Yt\z] =0 ouencore P (X;=Y;)=1pourtoutte [0,T].

On utiliser maintenant I'argument de continuité avec une intersection sur les temps rationnels pour voir
que nous avons
P (X; = Y¢ pour tout t € [0,T]) = 1.

O

Pour montrer 1’existence, nous allons faire une preuve similaire au cas des équations différentielles ordi-
naires en faisant une itération de Picard :

ot t
XU =y + /0 (s, X™Mds + /0 o(s,x")dB, et X\ = x,

et on va voir que

XM 5 x
n—oo

ol X est une solution. On a donc plusieurs étapes a prouver :
e Montrer que l'itération est bien définie.
e Montrer l'existence d’une limite.
e Montrer que la limite est bornée dans L.2.

e Montrer que la limite est solution.

LEMME 9.3. Si Xgn) est bornée dans L2 sur [0, T], sup;cpo1) E [|X§n) |2} < C alors nous avons

t
o(t, X)) € H2([0,T])) et /0 (s, X")ds € L2
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et XE"H) est bornée dans L2.

Démonstration. Nous avons

E UOT az(s,Xgn))ds} <E UOTK(1+X‘Z')ds} < KT(1+C)

etainsi (¢, XE”)) € H2(]0, T]). De méme nous obtenons,

¢ 2
0 (/ u(t, xg"))dt) <KT(1+C).
0
Par l'isométrie d’'Itd et la définition de XE"H), on obtient le résultat. O

Ceci nous prouve le premier point sur notre liste, pour notre deuxieme, nous allons utiliser le fait que 'on a
une suite de Cauchy dans l'espace des fonctions continues muni de la norme infinie.

LEMME 9.4. Il existe un C > 0 tel que

2

E X§n+1) . Xgn)

sup
0<s<t

t
<C/]E{
0

2
X —xg”‘”’ } ds.

Démonstration. On commence par écrire
+1
Xgn ) — Xgn) =Dy + M;

avec

t t
DtZ/O (s, X"y = (s, X)) dls et Mt:/O (o6, X") — o5, X" aB.

Ainsi, nous avons
2
<2 sup D? +2 sup M2.

0<s<t 0<s<t

sup x§"+1) — xﬁ”)

0<s<t

Pour le premier terme, nous avons

ot
sup D? < sup s ’ (e, XY = (e, XYY 2du < T /O 10, XY = 10, XV P,

0<s<t ogs<t /0

Pour le deuxiéme terme, on utilise le fait que M est une martingale et par I'inégalité L? de Doob, on a

E | sup M?

0<s<t

t
<A4E [Mﬂ =4E [/0 |(T(u,X£”)) — a(u,xgn—l)”zdu} )

En réunissant ces deux bornes, nous avons

X1 _ x(n) 2

S

E

sup
0<s<t

ot
< 8E { /0 lor(u, Xy — U(M,Xi”l))lzdu]

t
+2TE { /0 e, XY = 30, XYY 2d

et finalement, en utilisant le fait que les fonctions sont Lipschitz en espace, on obtient le résultat voulu avec
C = 2max(8K, 2KT). O

On voit que ce lemme nous donne presque une forme du lemme de Gronwall. Nous allons utiliser cela
pour prouver 'existence d'une limite.
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PROPOSITION 9.5. Il existe un processus continu X borné dans L? tel que
P (X(") LN xt> =1
n—oo

Démonstration. Soit

gn(t) =E

sup |X£n+1) - X§”>|2] .

0<s<t

La proposition précédente nous donne que nous avons

gn(t) < C/Ot gn—l(t)ds

qui est presque une inégalité de Gronwall. On remarque que nous avons

S S 2
sup (/ y(u,xo)du—ir/ a(u,xo)dBu> ]
0<s<t \/0 0

S 2 s 2
sup 2 </ #(u,xo)du) +2 </ U(u,xo)dBu) ]
0<s<t 0 0

s 2
sup </ U(uer)dBu> ‘|
0<s<t \J/0

t 2

</0 U(u,xo)dBu) ]

t
< 2T?K(1 + x3) + 8E [/ o?(u, xo)du]
0

go(t) =E

sup |X§1) —xl*| <E
0<s<t

<E

t
< ZT/ p(u, x0)?du + 2
0

< 2T%K(1 + x3) + 8E

< KT (2T +8) (1+x3) = A.
En utilisant notre inégalité de type Gronwall, on obtient que

242 Cnn
() SCAL= () < LA = - = gu(t) <

5 A.

n!

Ainsi par l'inégalité de Bienaymé—Chebyshev, on a

1 np
P <sup XU _x (M) > ) SIS
AL n!
0<s<t

qui est le terme général d'une série convergente. Ainsi par le lemme de Borel-Cantelli, il existe (g C )
tel que P(Q)g) = 1 et tel que pour tout w € O, (t — XE") (w)) N est une suite de Cauchy dans 1’espace
(C([0,T]), || - |loo) qui est complet. Ainsi pour tout w € 0, il neexiste X(w) un processus continu tel que
X" (w) converge uniformément vers X.

De plus, nous avons que

ngrﬁl) . Xgn)

C:2T2
<4/ <
L2(dp) gn(T) < VA n!

qui est sommable et indépendant de t. Donc (X(M), N est une suite de Cauchy dans L2 qui est aussi complet
et ainsi converge dans L2. Par unicité de la limite nous avons que X(") converge vers X dans L2. Enfin, nous

pouvons écrire

o0
IXelli2 < %o+ X — xolliz < xo+ Y IXF =X |2 < xo+ Y VA
n=0 n=0 \/ﬁ

89



9 Equations Différentielles Stochastiques Calcul Stochastique

On obtient donc que X est borné dans L2. O

II ne nous reste plus qu’a voir que notre limite est bien solution de notre équation.

PROPOSITION 9.6. Nous avons les limites

! (n) 2t ! (n) 2 [t
/O(T(S,XS )dBSn_)—oo>/0 o(s,Xs)dBs et /Oy(s,Xs )dsn—_;o% : (s, Xs)ds.
Démonstration. Nous savons que
T (n) T
EU 1o (s, X )—a(s,Xs)zds} gKE[/ X! —stds] / Y- X[ ds
0 Jo

Puisque nous avons que

B x| < */KC% mE,
i=n .

on obtient notre limite L2, il ne nous reste plus qu’a utiliser 'isométrie d’Itd pour montrer que
t (n) L2 t
/ o(s,Xs’)dBy —— / o (s, Xs)dBs.
0 n—o00 0

La deuxiéme limite se prouve de maniere similaire. O
Nous pouvons enfin prouver notre théoreme.

Preuve du Théoreme 9.1. On a

"H = X9 —|—/ sX ds+/ X(" )dBs.

On sait tout d’abord que Xg"H) converge presque slirement vers X;. De plus, la convergence L? des deux
autres termes nous donne ’existence d'une sous-suite (71 )k telle que pour tout t € [0,T] N Q,

¢ t
/ y(s,Xgnk))ds LN
0

n—o0 0

t £
u(s, Xs)ds et /a(s,xgnk))st”—'s> (s, Xs)dBs.
0

n—o0 0

Ainsi il existe pour tout ¢t € [0, T] N Q, un ensemble Q) avec P(Q);) = 1, tel que pour tout w € O,

t t
Xt :x0+/o y(s,Xs)ds—i—/O o (s, Bs)dBs.

On finit ensuite avec un argument de continuité pour voir qu’il exsite un ensemble )y de probabilité 1 sur
lequel nous avons que X est solution de 1’équation différentielle stochastique. O
9.3 Systeme d’équations différentielles stochastiques
Nous pouvons aussi considéré des systemes déquations différentielles stochastiques en écrivant
dB; (8, Xe)
d]_?;t = S ]Rd, ﬁ(t,Xt) = € ]Rd, Z(t,)zt) = [aij(t,)?t)} Leiicd S leXd
L)
dB‘ti Ha (t/ Xt )

et

dX; = ji(t,X;)dt + (¢, X;)dB;, Xo = %o.
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Par exemple si on considere X; = cos(B;) et Y; = sin(B;) alors on a par la formule d'Ito

dXt = — Sil’l(Bt)dBt - %COS(Bt)dt = —YtdBt — %Xtdt

et de méme,
1
dY; = X;dB; — EYtdt.

Ainsi on peut écrire
Xi
Yi

-Y; O

dt +
Xe 0

dB;
dB |

Notre théoreme d’existence et unicité des solutions nous donne plusieurs propriétés pour notre solution :

9.4 Solution forte et solution faible

la solution existe, est unique et est adapté par rapport a la filtration brownienne standard. On a fixé un
espace de probabilité filtré (Q), F, P, { F;}) et un mouvement brownien standard sur cet espace et on a pu
construire une solution adaptée X telle que

t t
X = x0+/0 y(S,XS)ds—i-/O o (s, Xs)dBs

On appelle ce type de solution une solution forte.

“ DerNITION 9.7
Si pour tout (Q), F, P, { F;}) et Bun mouvement brownien standard sur cet espace, il existe un processus
X adapté tel que

t t
dX; = xg +/ y(s,Xs)dH—/ o (s, Xs)dBs,
0 Jo

On dit que notre équation différentielle stochastique posséde une solution forte.

I existe un autre type de solutions ol1 on construit a la fois le mouvement brownien et la solution X, on
parle alors de solution faible.

“ DfrINITION 9.8 *
Si il existe (Q), F, P, { F; }+) et B un mouvement brownien standard sur cet espace et un processus X tel

que

t t
dX; = x +/ u(s, Xs)dt +/ o (s, Xs)dBs,
0 0

On dit que notre équation différentielle stochastique posséde une solution faible.

On a aussi deux notions d’unicité des équations différentielles stochastiques.
“ DeFNITION 9.9 ©

Soient X et Y deux solutions d"une équation différentielle stochastique. Si on a

@)

alors nous avons unicité faible.
Siona
P (X¢ = Y pour tout t € [0,T]) =1

alors nous avons unicité trajectorielle.

Ainsi, notre théoreme d’existence et d"unicité nous donne unicité trajectorielle de notre probléme.
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10. THEOREMES DE REPRESENTATIONS

10.1 Représentation des martingales

On a vu que si X € H? alors fot XsdBs était une martingale. En fait, nous avons la réciproque par le
théoreme suivant.

“ THEOREME 10.1 “

Soit X une martingale par rapport a la filtration brownienne standard. Si il existe T > 0 tel que IE [X3] <
oo et si X = 0 alors il existe Z € H2([0, T]) tel que

t
X = / Z;dBs pourtoutO0 <t <T.
0

De plus, Z est unique a part sur un ensemble de dP x dt-mesure zéro.

Preuve de I'unicité. Si Z et { sont deux processus dans H2 ([0, T]) tel que

t t
X; = / Z.dB, = / 7.dB;
0 0

alors I
/O (Zs — ) dBs = 0

et par 'isométrie d'Itd, nous obtenons

(/OT(ngs)st>2 :E[/()T(zsgs)ﬂ —0

et ainsi Z; = (s pour presque tout (w,s) € Q x [0, T]. O

E

La preuve de l'existence est plus difficile et nous la construirons le long de cette section. Tout d’abord,
regardons un exemple oli on savait déja que nous avions cela : un cas du mouvement brownien géométrique.

On rappelle I’équation différentielle stochastique,
dX; = uXedt + 0XedBy, Xo =1.
Siona p = 0, alors nous avons
dX; = oXydB;, ouencore X;=1-+0 /Ot XsdBg.

On connait la solution de cette EDS,
2
t
Xi = exp (UBt — 02>

qui est la martingale exponentielle que nous avions vu dans la Section 3. Finalement, (X; — 1)¢>¢ est une
martingale et on peut vérifier que E [(Xt — 1)?] < oo et on a bien

t 25 t
Xt:1—|—/ o exp (O'BS—2> ds:1+/ ZsdB;.
0 0

2 L, .
avec Zs = exp (U'BS - %) € H2. On peut réécrire ce calcul comme

o2t t 02
0
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Dans notre calcul, on peut choisir o € C, ainsi si ¢ = i, on obtient
2

i0B; _02 t . 0
e'=e"72 + [ ifexp (10Bs — ?(t —s) ) dBs.
0

De plus, par la loi de Markov simple, nous savons que (B, 15 — B, )s>0 est un mouvement brownien standard
et ainsi
. 2 s+t 92 T
ele(BH—s—Bs) = e_% + /s 6 exp (19(814 — BS) — E(t +s— M)) dBu = ‘/0 Zuﬂue[s,tJrs]dBu‘

La prochaine étape est de considérer des produits de tels processus

: exp (iGj(Btj — Bt,-_l)) )

]

Pour ce faire, nous allons utiliser le lemme suivant qui nous permettre de calculer le produit de ces variables
aléatoires.

LEMME 10.2. Soient X, Y des variables aléatoires bornées telles que
T T
X=xo+ [ ZdB, Y=yo+ [ B,
avec Z,{ € H?([0,T]). Si fOT Z;(ydt = 0 alors

T
XY:%W+A(KL+hQM&

avec Xy = E [X|F] et Y; = E [Y|F].

Démonstration. Tout d’abord on remarque que

t t
Xt = xg +/0 Z,dBs, Y;= Yo +/0 (sdBs.
Par la formule d’Itd, nous avons
d(Xth) = XedY; + Y dX; + d<X, Y>t = thtdBt +Y:Z:dB; + Ztgtdi’.

En intégrant de 0 & T, on obtient

T T T
XY — xoy0 = /O (XeZ: +YeZr) dBy + /O Z,0edt = /0 (XeZt + YeZr) dBy

et le résultat est prouvé. O

On peut utiliser ce lemme pour prouver le corollaire suivant qui nous donner une représentation des
variables aléatoires produits.

COROLLAIRE 10.3. Soient 0 < tp < t] < --- < t, < Tet
n
Y=]]exp (iGj(Btj - Btj—l))

j=1

alors on peut écrire

T
Y=EY] +/ Z:dB;
0
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avec Z € H2([0,T]).

Démonstration. On remarque tout d’abord que Y est bornée puisque chaque terme est de module 1. De plus,
ona

. _ o g _ [T
exp (i0;(By, — By, ,)) = exp (—Z(t]- - tj_1)> + /t]__1 Z.dB, = /O 291, \dB..
Par propriété des fonctions indicatrices, on a pour i # j,
/O ! Z01 0 1200 ds =0,
Thus, by a clear induction and the previous lemma, we get that
T
Y = E[Y] + /0 Z:dB,

et Z € H%([0,T)). O

Maintenant 1'idée de la preuve est la suivante, si on considere X € {X € Fp,E [|XT|2] < oo} =
L2(Q), Fr,P) alors il existe une suite de variables aléatoires (X;,) telle que

X, € Vect {

n
exp (iGj(Btj —Bt];l)) 0 RO g <h < <ty <T,n2 1} —s

j=1

et telle que X, — X et on peut transférer la propriété de représentation depuis S jusqu’a L?. Pour ce faire
nous allons utiliser la densité de S dans L? que nous ne prouverons pas

LEMME 10.4. S est dense dans L2(Q), Fr, P).

et la proposition suivante

L2(dP
PROPOSITION 10.5. Si X;, peut étre écrit X,, = E[X,,] + fOT Z,+dBt avec Z,, € H2 et si X, ﬁ X alors
L2(dPxd
il existe Z € H? tel que Z, (AP, 7 et

T
X = E[X] +/ Z,dB;.
0

Démonstration. Comme X, converge vers X dans L? on sait que E[X,] converge vers E[X]. Ainsi (Y,) =
(Xy — E[X;]) est une suite convergente et donc de Cauchy dans L?(dP) et donc

2
E [|Yn - Ymﬂ —E

T
‘/0 (Znt — Zm,)dBy

T 2
—E [/ Znt — Zo | } — 0.
0 n—oo

Donc la suite (Z,) est une suite de Cauchy dans L?(dP x dt) qui est complet et converge donc vers Z € H?
et le résultat est prouvé. O

On est maintenant paré a prouver le Théoréme 10.1.

L?(dP
Preuve du Théoreme 10.1. Comme on a E[X3] < oo, on sait qu'il existe (X,) € SN telle que X, % X. Par

la proposition précédente, on sait qu'il existe Z € H? tel que

T T
X" = E [Xq] +/ Z.dB, :/ Z.dB;.
JO 0
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Ainsi, pour tout t € [0,T],
t
X; = E[X1|F] = /0 Z.dB,.

10.2 Théoreme de représentation de Lévy

Le théoreme de représentation est aussi tres utile pour prouver que des martingales sont en fait des
mouvement browniens. Il suffit en effet de calculer leur variation quadratique.

“ THEOREME 10.6

Soit M une martingale par rapport a la filtration brownienne standard continue. Si E [M?] < oo et
(M); = t pour tout t > 0 alors (M; — Mj);>0 est un mouvement brownien standard.

Démonstration. On voit tout d’abord que My — My = 0 et que M — My est bien continue. Il suffit donc de
prouver que My — M; ~ N (0, t — s) et que M; — M; est indépendant de F. Pour montrer cela, on va montrer
que

En effet, cela équivaut a pour tout A € F;,

02(t—s)

E [11 AeiG(Mf—Ms)} =P(A)e 2
et en prenant A = (), on obtient que M; — M; ~ N (0, t — s). De plus, pour tout A € F;s avec P(A) > 0,0on a

E[1ae?™MMI]
P(A)

F [eiG(M,—MS)} —

Ainsi,

P ({M, — Ms\x}ﬂA /
P(A) «/271

ol on a utilisé dans la derniére égalité le fait que My — M ~ N (0,t — s). Ceci nous donne donc

A(Mt—Msgx) =

dy =P(M; —M; <x)

P ({M; — M, < x} NA) = P(A)P(M; — M; < x)

et My — M; est indépendant de 7.

Pour prouver 1’égalité, nous allons utiliser le théoreme de représentation des martingales. On sait qu’il
existe X tel que dM; = X;dB; et on sait de plus que d(M); = dt par hypothese. Par la formule d’It6, nous
avons

2 2
d (@M=} — jgei®MiMe) M, — %eie(Mf’Ms)dt = i0e?Mi~M:) X, 4B, — %eie(Mf’Ms)dt.

Ainsi, en intégrant de s a ¢,

¢(t) =F [ei"(Mf*Ms)

2

S

t 2 et
s} =1+E { / ipel!Mui—Ms)x, 4B, fs] ~E {9 / elf(Mu—M;)
S

fs} du.

Pour la premiere intégrale, puisque l'intégrande est dans 2, on a une martingale et ainsi

t .
E { / i0ei?Mu—Ms)x 4B

S

7| =0
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et '’équation devient

6% rt 02(t=s)
s =1-%F [ o) =) ="
et le résultat est prouvé. O
Donnons un exemple, si on consideére le processus
t 1 six >0
M :/ signe(Bs)dBs avec signe(x) = ’
t= Jy stgne(Bs)dBs gne(x) {1 six < 0.

On voit que le processus signe(B) est bien dans 2([0, T]) pour tout T > 0 car le processus est bornée. Ainsi
M est une martingale continue qui commence en zéro et nous avons I [Mﬂ = t < co. On sait calculer sa
variation quadratique qui est

t t
(M) = / signe?(Bs)ds = / ds = t.
0 0

Ainsi, M est un mouvement brownien standard.

10.3 Représentation par changement de temps

Le théoréeme suivant nous donne que l'on peut réaliser un changement de temps d’une intégrale sto-
chastique (et donc d’une martingale en génerale) pour retrouver un mouvement brownien. La réciproque
nous donne aussi que toute intégrale stochastique peut étre représentée comme le changement de temps
d’un mouvement brownien.

“ THEOREME 10.7 *
Soit Z € £2_([0,T]) pour tout T > 0 et soit X; = fot ZsdB;. Sion a

Loc
IP(/ zgds:oo>=1
0

alors (Xg )¢>0 est un mouvement brownien standard avec

u
= min{u,/ Zfds >t}
0

De plus, il existe un mouvement brownien standard B tel que X; = B X)¢-

Démonstration. On considere la martingale exponentielle,

2 t t 2 t
M; = exp (iGXt +% / ZEds) — exp <i9 / zsst> exp (92 / ZEds) —Y,Y..
0 0 0

Par la formule d’Itd, on a

2 2
dY; = i0Z;Y;dB; — %Z?Ytdt, dy; = %Z%Y;dt, d(Y,Y'); =0.
Ainsi, par la formule du produit on obtient

2 2
dM; = YtdY; + Y;dYt = %Z%Mtdt +160Z;M;dB; — %Z%Mtdt = i0Z;M;dB;.

Ainsi, on peut écrire

t
Zi—1+ / 107, M,dB;
0

et on voit que M est une martingale locale. On admet que cela nous donne que (M, ) est une martingale
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locale par rapport a la filtration F,. De plus, on voit que pour tout T > 0,

2.
M| <e”

et ainsi (My, )0 est une vraie martingale par rapport a {F7 }. On sait que X, = Xo = 0 et on admet que
(X4, )=0 est continu alors nous avons plus qu‘a prouver que les accroissements sont gaussiens et indépen-
dants. On utilise le méme critére vu précedemment et nous allons prouver que

2(4 _
E [exp (if (X, — X)) | Fr] = exp (_Q(tZS)) '

On réécrit cette inégalité comme

2 2
oo )] o o)

et par définition de notre changement de temps on peut réécrire encore une fois cette inégalité

92 T ) 92 Ts )
E {exp (iGXT, + ?/ Zudu) ‘]—'TS] = exp (iGXTs + ?/ Zudu)
0 0

ou encore E [My, | Fr,| = My, que nous savons puisque (M, ) est une Fr,-martingale.
Pour la réciproque, on sait que (Xz, );>0 est un mouvement brownien et on définit B; = X,. Alors nous

avons ,
avec (X); = / Z2ds.
0

et par définition
u t
T, = inf{u, /O 72ds > /0 Z2ds) = t.

Finalement, nous avons X; = B<X>,~ O

Nous pouvons voir des exemples d’applications de ce théoréme. On peut commencer facilement en
iy t
considérant X; = aB; = a fo adB; alors on a

u t
T = inf{u, / a*ds > t} = inf{u, ua® >t} = px
0

Ainsi nous savons que (Xr, ) est un mouvement brownien standard i.e <aB ot ) est un mouvement brow-
@/ 120
nien standard qui est la propriété de changement d’échelle.

Prenons un autre exmple et considérons et essayons de calculer la probabilité suivante

P | sup / FdBs 1
0<t<3 /0 \/1+S/ ’
On commence par voir qu'il existe un mouvement brownien B tel que, si X; dénote l'intégrale stochastique,

t 4B, -
X :/ —B
! 0 V1+s X0

mais on peut calculer

Ainsi,

- 1

0<s<3 0<s<3
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2 e 2
- f/ e~ dx ~ 0,39.
T) 1

og(4)

11. THEORIE DE GIRSANOV

Le principe de la théorie de Girsanov est de relier un processus avec dérive a un processus sans dérive.

11.1 Le cas le plus simple : le mouvement brownien avec dérive

Nous allons commencer par illustrer ce phénomene dans le cas plus simple du mouvement brownien

avec dérive

X = ut + By.
Nous allons chercher a calculer pour 0 < ¢ < fp < - -+ < t; < T et f une fonction bornée Borélienne,
BIf (X, ..., X,
On commence par écrire, avec ty = 0,
n
f (th, .. .,th) = f th — Xt()/ (th — th) + (th — Xto)" .., Z(Xti — Xti—l)
i=1
=g (th,th — th, .. .,th — th—l)

Comme les accroissements du mouvement brownien sont indépendants et que Xy, — Xy, , ~ N (u(t; —ti_q),t; — ti—1),
nous connaissons la densité du vecteur gaussien (X¢,, ..., X¢, — X¢, ),

1 - C(xi—xi (i — ti1))?
V@)L (4 = ti1) i oF ( 2(t; — ti1) ) '

On commence par développer le numérateur dans l’exponentielle pour écrire cette densité

1 - (i —xi1)*\ p
Jeom i U exp <_2(ti — ti—ll) > -gexp <Pl(xi —Xi_1)— 5 (ti — ti—l))

que l'on peut encore réécrire

;42
- ex Xnp— —1ty ).
1‘11 27 (t; —tiq) p(y T2 n>

Le premier terme est la densité du vecteur (B, B, — By, ..., By, — By, ) et ainsi nous venons de prouver
I'identité )
E[f (Xt,,..-, Xe,)] =E[f(By,..., By, )Ms,] avec My, = exp (thn — yztn> .

On remarque que My, n’est autre que la martingale exponentielle au temps t,,. On peut donc réécrire cette
identité par

E{f Xty Xe,)] = E[f (Bry, - .., By, )JE [Mr[Fy, ]] = E[E[f(Bt,, ..., B, )Mr]| 4,
=E[f(By,..., B, )M7].
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Donnons une application de ce que nous avons prouvé, si on considere la distribution de max( 1)(B; + pt).
Alors si S(n) = % pour0<i<nona

lim max (B + ut) = trer}g}(](Bt + ut).

n—09 te5(n)

Ainsi, on peut calculer,

2
T T KB
IP (tg}3¥](8t + ]/lt) < x) - }’}E}IOIO]E []lmaxtesm) (Br‘r}lt)<xj| - nlgrolo]E []lmaxfes(") Bi<x exp (,uBT 2 T):l

ol on a utilisé le théoréme de convergence dominée puis la formule qu’on a prouvé plus haut. Puisque

2
I'intégrande est borné par exp (yBT - %T) € L1, par le théoréme de convergence dominée,

2
_ K
P (tré}(%](Bt +ut) < x) =E |:]lmaxre[O,T] B,<x €XP <yBT — ZTH

et nous pouvons calculer cette espérance car nous connaissons la densité jointe de (max;c(o 1) B, Br),

2(2v —u) exp ( (20 —u)?

flww) = 2 -

) pour (u,v) € {max(0,u) < v}.

11.2 Reformulation en tant que mesure sur C([0, T])

On peut voir notre théoreme d’'une autre fagon en considérant un autre point de vue du mouvement
brownien. Pour l'instant, on a vu le mouvement brownien comme un processus stochastique mais cela
induit une mesure sur l'espace des fonctions continues C([0,T]). Soit Q = (C([0,T]), || - ||e) et B la tribu
borélienne. Soit (€}, 7, P) un espace de probabilité, alors on peut considérer le mouvement brownien comme
une variable aléatoire

B:Q — C([0,T]) avec B(@)=t+ By(®)

on peut ainsi définir la distribution du mouvement brownien sur I'espace des fonctions continues (), B)

par
P(A) = P(B~1(A)).

Avec cette formalisation, on peut réécrire le résultat que nous avons prouvé

“ TutorkmE 11.1
Soit (Bt)e[o,r) un P-mouvement brownien et Q la mesure sur C([0, T]) induite par X; = ut + B; alors
pour toute fonction bornée mesurable W sur C([0,T]), on a

2

2
Eq [W] = Ep [WMt] avec Mr = exp (VBT _ ]/lT) )

Regardons une application pour calculer la probabilité d’atteindre une droite. Si on considére la proba-
bilité d’atteindre une droite horizontale, 7, = inf{B; = a} alors on a vu que la densité de 1, est donnée

par
2ant367%1t>0'

Si on considere le temps d’atteinte d'une droite L : a + bt, 7, = inf{t > 0,B; = a + bt} pour a > 0 alors on

voit que 11, = Tg( = inf{t > 0,X; = a} avec X; = By — bt. Ainsi, avec le formalisme de P la mesure induite

par le mouvement brownien et Q la mesure induite par le mouvement brownien avec dérive, on a
P(n<t)=Q(w <t) = Eo[ly<] = Ep [Lr,<M]

oll on a utilisé notre premiere version du théoreme de Girsanov. On peut utiliser le fait que M est une
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martingale pour écrire
P (. <) = Ep [E [1,<Mr|Fing ] = Ep [1g,</E M| Fing]] = Ep [1,<tMing,]

puis

2 2
P (TL < t) = E]p |:]lru<t exp (-bBt/\Tg - b té\ Tu>:| = E]P |:]1Ta<t exp (—ba — b2Ta>:|

et en utilisant la densité connue de 1.,<;, on obtient

't b%s a a? 't oa (a+bt)?
< = — _— | — _— = _
P (7, <) /0 exp ( ba 5 ) = exp ( 25) ds /0 = exp ( s ) ds.

On peut aussi voir une autre application en considérant deux mouvement browniens avec dérive du méme

mouvement brownien pour ¢ € [0, T],
Xy = }lt—f—Bt et )~(t = ﬁt+Bt.

Si on considere Q la mesure induite par X et Q la mesure induite par X et P la mesure induite par B, alors
pour A un borélien de C([0,T]), on a

Q(A) = Eq[la] = Ep[1aMr].

Ainsi Q(A) = 0 est équivalent a P(A) = 0 puisque Mt > 0 mais pour la méme raison ceci est équivalent a
Q(A) = 0. On voit donc que
QA)=0+<=Q(A)=0

On dit que les mesures Q et Q sont équivalentes. Sur un temps fini, on voit que I’on ne peut pas différencier
les deux processus! Sur un temps infini, cela est différent car on sait que si on considere I'événement,

t

Ay = {f € C([O,T}),tlirglo& = .”}
alors on a
Q(Ay) =1 et Q(Ay) =0.

Dans ce cas, on dit que les mesures sont singulieres.

11.3 Théoreme de Girsanov pour les processus d'Itd

On peut généraliser notre résultat pour le mouvement brownien avec dérive aux processus d’It6 sous
certaines hypotheses. Nous allons commencer par considérer des mouvement browniens avec une forme
plus générale de la dérive.

“ TuforEME11.2 ©
Suppose that 5 est un processus borné, adapté sur [0, T], et soit B un P-mouvement brownien, si

t
Xt = ./0 “I/lst-i-Bt

t 1 gt
M; = exp <_/o usdBs — 5/0 y?ds)

est une P-martingale. De plus si Q est la mesure sur C([0, T]) définie par

alors

Q(A) = Ep[1aMr]
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alors X est un Q-mouvement brownien.
Démonstration. Par la formule d’Ito, on a
th = —“l/ltMtdBt

et ainsi M est une P-martingale locale. On remarque que 'on a une équation différentielle stochastique et
comme y est borné, les conditions de Lipschitz et de croissance au plus linéaire sont vérifiées ainsi M existe
et est bornée dans L? : E[supyc et M?] < oo. Ceci nous donne que M est une P-martingale. En effet, soit
(Tn)neN une suite localisante alors nous avons pour s < ¢,

E [Mt/\Tn ‘fs] = Ms/\rs-

Comme M est bornée dans L? alors M est bornée dans L!, puisque

2
< | E sup M; =
0<t<T

et par le théoréme de convergence dominée en prenant n — oo, on obtient

sup M?
0<t<T

sup M;
0T

E [M;| ] = M.

Pour montrer que X est un Q-mouvement brownien, nous allons commencer par montrer que pour f

une fonction déterministe bornée de [0, T] vers C,

Eq [exp (/()Tf(s)dxsﬂ — exp (; /OTfZ(s)ds> .

En effet, si on considere la fonction, pour0 =t, < t; < --- <t, =T,
n
f(s) = ZiGj]ltj,lgsgtj
j=1
alors la formule nous donne que

exp (i fej(xtj — thl)>] = exp (—; i@f(tj - tj1)>

j=1 j=1

Eq

et nous donne ainsi la fonction caractéristique du vecteur (X¢, Xy, — X¢,, ... Xp, — X¢, ;) qui est donc un
vecteur gaussien avec la méme structure de covariance qu'un mouvement brownien standard. Comme la
continuité presque stire et Xg = 0 sont immédiats, on obtient que X est un Q-mouvement brownien.

Pour prouver la formule, on a

Eq [exp (/(;T f(s)dxsﬂ =Ep {exp (/OTf(s) (nsds + st)) exp ( /T HsdBs — % /tygdsﬂ
— e Jexp ([ (7(6) — B — 3 [ (7(6) — s+ [ Psjas)|
—exp( / £(s) )EP INT] —exp( / £(s) ds)

avec N la martingale exponentielle, similaire a M, mais avec (f(s) — us) a la place de —pus. O

Cette version du théoréme de Girsanov nous permet de “tuer” la dérive du processus X;. On peut faire
la méme chose, pour “échanger” des dérives.
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“ TuforREME 11.3 ©
Soit X un processus d’Itd de la forme

dX; = psds +0sdBs, Xp = x

alors si (@) (@)
- mlw) — W
01 (w) = T o)

t t
M; = exp (/0 0s,dBs — %/0 93(:15)

Q(A) = Ep [1aM1]

est bornée sur [0, T] alors

est une P-martingale et si

alors ,
B: = By —I—/ 0sds
0

est un Q-mouvement brownien et on a

dX; = v dt + U'tdBt, Xy = x.

Démonstration. Par le théoréme précédent, nous savons que M est une P-martingale sur [0, T| et de plus que
B est un Q-mouvement brownien. Enfin, on remarque que

vidt + (TtdBt = v dt + 0¢dBy + 06;dt = vidt + 0:dBy + (;lt — Vt)dt = X;.

11.4 Conditions de Novikov et Kazamaki

La condition que 6; soit bornée pour tout t € [0, T] est une hypothese tres forte sur le processus. Nous
allons maintenant voir plusieurs conditions sur le processus d’Itd X qui nous donnera que M est bien une
martingale et ainsi le théoréme de Girsanov.

“ THEOREME 11.4 “
Soient s € £2,([0,T]), Zi = [, usdBs, et

Loc

M; = exp (zt - ;<z>t>

alors si on définit les conditions :

(i) (Condition de Novikov) E [exp (% fOT y%ds)] < o0,

ii) (Condition de Kazamaki) (Z;)o<;<T est une martingale bornée dans L2 et E |exp (1Z7 )| < oo,
<t< & P\2
(iii) (M¢)o<i<T est une martingale uniformément intégrable,

alors (i) = (ii) = (iii).

Démonstration. Supposons que la condition de Novikov soit satisfaite alors cela veut dire que (Z)1 a une
transformée de Laplace en % puisque
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Cela implique donc que (Z)t est dans L! et ainsi
T
E[(Z)r] = E [/0 y?ds} < 00 = s € H2([0,T]).
Ainsi, nous savons que (Z¢)o<;<T est une martingale bornée dans L2. De plus,
1 1 1 1 1
exp <2ZT> = exp <2ZT - 4<Z>T> exp (4<Z>T) = /Mty /exp <2<Z>T>

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 1 1

E {exp <ZZT>} <4/ E M7 \/]E [exp <2<Z)T>} < \/E {exp <2<Z>T)] < o0

ot1 on a utilisé le fait que M était une martingale locale positive et donc une surmartingale et ainsi IE [Mt] <

E [Mp] = 1. Ainsi on obtient que la condition (i) est vérifiée.
Montrons maintenant que (ii) = (iii), par le théoréme d’arrét, nous savons que pour tout temps d’arrét
T,
E[Z:] = E [Z1| F-]

exp (;ZT> <E [exp (;ZT) ‘]—"T] .

Puisque exp (%ZT) € L1, par le Lemme 4.10 la famille

et ainsi par I'inégalité de Jensen,

1
{]E [exp (ZZT> ‘]—"T] , T temps d’arrét < T} est uniformément intégrable,
et ainsi la famille

1
{exp (ZZT) , T temps d’arrét < T} est uniformément intégrable.

Soita € (0,1) et

Yga) = exp (1 —T—azt> .

Nous avons

2
Wz 1 ! 2 a(l+a)(1—a 2 1-a
21 o 1) o -2) Mo (125 =02) 1)

Soit A € Fr et T < T un temps d’arrét alors

E [nA exp <aZT - ”22<Z>T)} <EM]”E {]1AY(T“)} g [nAY@} g [nA (Y(T”)) B

ott on a utilisé le fait que IE [M;] < 1. Puisque par définition nous avons

(Y(Tu)) = = exp (;ZT> ,

on obtient que pour tout temps d’arrét T < T,

aZ 1 2&(1—11)
E []lAeXp (LIZT — 2<Z>T>} <E {]IA exp (227)]
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et comme la famille exp (%ZT) pour tout temps d’arrét T < T est uniformément intégrable, on obtient que

2
{exp (aZT — % (Z), T temps d’arrét < T) } est uniformément intégrable.

Pour voir cela, on utilise le critére suivant : H est uniformément intégrable si et seulement si

supE[|X|]] <oo et Ve>0,36 >0VVXeEHVAecFavecP(A) <, E[|X|1a] <&
XeH

Les deux conditions sont immédiates car 1’on sait que exp (%ZT) est une famille uniformément intégrable.

. 2 . . p .
Nous allons maintenant montrer que (exp (aZt -% <Z>t))0<t<T est une martingale uniformément in-

tégrable. On sait que c’est une martingale locale, soit (7,;), une suite localisante alors pour tout s < t et

A e Fs,
2

a a?
E []IA exp (uZt/\Tn — 2<Z>t/\m>} =E {]IA exp (aZs/\T” — 2<Z>s/\m>} )

Or, on sait que
2

a p.s a?
exp | aZipr, — E<Z>MT" n_>—°o> exp | aZ; — E<Z>t

et comme la famille est uniformément intégrable, on sait que cette convergence presque siire implique la
convergence des espérances et nous avons donc

E 1aexp <aZs - IZZZ(Z)SH

15 exp <aZt - f(Z)t)] =K

et on a donc une martingale uniformément intégrable. On utilise les inégalités que ’on avait précédemment,

2 _2 a(1-a)
128 |exp (azr — 20 ) | < BEMIZE[YO] ™ < BM”E |exp (221
p 2 t p 2

et en faisant tendre a — 1, on obtient que
EMr] >1

et ainsi M est une surmartingale avec E [M1] = 1 = E [Mj], c’est donc une martingale. O

Les conditions de Novikov et Kazamaki sont tr$ utiles pour utiliser le théoreme de Girsanov. La condition
de Novikov implique aussi une autre condition qui peut étre tr$ utile.

COROLLAIRE 11.5. Si il existe A > 0 et C < co tel que

E [exp (A|yt|2)} <C

t 1 rt.2 .
pour tout ¢ € [0, T] alors (exp (fo pusdBs — 5 [ p d5>)0<t<T est une martingale.

Démonstration. On commence par écrire en utilisant I'inégalité de Jensen

1 b 2 1 t2 th—1t1 » 1 t th—1t1 5
- = < = .
exp (2/t1 ysds> exp (t2_t1 /t1 5 psds | < — /t1 exp( 5 Hs ds

On choisit alors t1, tp tels que t, — t; < 2A, et ainsi

1 ft 1 t
eXp<2/t2y§ds) Stz_tl/ZE{exp<Ay§)]ds<C<oo,
1

5]

On choisit maintenant 0 = #; < fp < --- < t,11 = Tavec t;11 — t; < 2A. Alors si ygi) (w) = ps(w) Ly, 1,,,1(s)
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alors la condition de Novikov est satisfaite pour p(?) :

E {exp (; /OT(ygi))stﬂ —E [exp (; /:M ygds)] <C.

1

i b 1t
M) = exp (/O uﬁ)st—E/O (ui))zdS)

est une martingale. On peut écrire

T 1T, n
MT:exp(/O ,usst—E/O ysds>:exp ‘

1

Donc on sait que

T ; 1 . i n i
(/O plB, — 2 [ —0T(ud >)2ds)> =My

1

On finit par calculer

) TTMOE [m TT MOM) MO
EM) =E |[IM | =B |[TME M| 7] | =& | [TMIM | =B |[TM | = =1
i=1 i=1 i=1 i=1
ol on a utilisé le fait que Mgl), R M(Tnfl) sont mesurables par rapport a F' et que Mgi =1 par définition.
Ainsi M est une martingale. O

Donnons un exemple ott on peut appliquer ce corollaire facilement plutot que la condition de Novikov
ou Kazamaki. Si B est un mouvement brownien standard, considérons la martingale exponentielle

t 92 rt )
M, = exp <9 /0 BB, — & | Bsds>

qui correspond a notre situation avec ys(w) = 0Bs(w). Pour vérifier la condition de Novikov, on devrait

2 T
E [exp (92/0 B?ds)} < o0

ce qui n’est pas facile a vérifier. Avec le corollaire, on a juste besoin de I’existence d'un A > 0, tel que

vérifier

E {exp (AGZB%)} < 00

pour tout ¢ € [0, T]. Mais on sait calculer

1 .
£lop ) - | VT O

Ainsi, si on choisit A tel que 2A6°T < 1 alors pour tout ¢ € [0, T], nous avons

1
V1 —2A02T

et la condition est vérifiée et M est une martingale sur [0, T]. On peut donc définir une nouvelle probabilité
par

E [exp (AﬂzBf)} <

Q(A) = Ep[1AMr]

et sur cette probabilité, on obtient que X; = B; — fot 6Bsds est un Q-mouvement brownien. On peut se
demander ce qu’est B sous Q. On remarque que par ce qu’on vient de voir alors on a

dB; = 6B;dt + dX;

et puisque X est un Q-mouvement brownien, on voit que B est un Q-processus d’Ornstein-Uhlenbek.
On a vu que la condition de Novikov impliquait la condition de Kazamaki mais on peut se demander si
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I'implication inverse est vraie. En fait non, on peut construire un exemple qui suit la condition de Kazamaki
mais pas celle de Novikov. Soit B un mouvement brownien standard et T; = inf{t € [0, T], B =1} et

t .
T = ﬁ/\Tl Slt<1,
T sit>1

et on considére le processus X; = By,. La condition de Novikov serait que

E {exp (;(X)T)] < o0

et on remarque que si la condition était satisfaite alors

exp (Xt - ;(X)t) et exp (—Xt - ;<X>t>

serait des martingales puisque la condition de Novikov est la méme pour X ou —X. Ainsi on aurait,

el (510 o) een () - )

_ez

ce qui est absurde! En revanche, on peut vérifier la condition de Kazamaki en admettant que X est une
martingale bornée dans L2 car pour T > 1,

o o (1xe) =& [op (250 )] = ve <

12. APPLICATION A LA FINANCE

Dans cette section nous allons appliquer les résultats de nos sections précédentes aux mathématiques
financieres et en particulier au prix de produits dérivés. Dans tout cette section, nous aurons deux quantités
importantes

S : cours d’une action au temps f

Bi : cours d’une obligation au temps ¢

Nous avons alors un porte-feuille qui consiste en une certaine quantité d’action et d’obligation qui peuvent
varier au cours du temps et nous noterons cela

Vi = a;5¢ + bt Bt

Enfin, nous supposerons qu'il n'y a pas de rentrée d’argent autre que les fluctuations du prix de S; et de f;,
on dit que le porte-feuille est auto-financé, cela se traduit par

dV: = a;dS; + btdlBt.
12.1 La formule de Black—Scholes
Pour notre premier modele, nous choisissons

dSt = yStdt + O’StdBt,
d‘Bt = T’ﬁtdt.
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avec y notre dérive ou tendance, o notre volatilité, » notre taux d’intérét constant. Le but est de calculer le
prix d’une option d’achat européenne, c’est-a-dire le droit (mais non I'obligation) d’acheter une action au
prix K au temps T. Ainsi, le gain d"une telle option est donné par

ST—K SiST>K,

OEa(St) = { 0 = (St —K)+.

sinon
De manieére similaire, on définit le gain d’une option européenne de vente par

0 siSt > K,

= (S5t —K)_.
K-St sinon (St )

OEy(St) = {

Le but est de répliquer le gain de OE par notre porte-feuille au temps T. Cherchons un porte-feuille de
la forme V; = f(t,S;). Par la formule d'Ito, on a

dV; = 9 f(t,S)dt 4 9y f(t,S¢)dS; + %a,%xf(t, S)d(S);
= 0¢f(t,S)dt + 9xf(t,St) (uSedt + 0S;dBy) + %a,%x £(t,S)0?SAdt
- <atf(t, St) + 0y f(t,S)uSt + ;aixf(t,st)azs%> dt + 0S;9xf(t,S¢)dB;.
On utilise maintenant le fait que le porte-feuille est auto-financé pour calculer
dVy = aydS; + bedBr = (naeSe + rbefe) dt + 0a;S¢dB;.

On identifie les coefficients et on obtient

at = axf(t/st)/

2
bt = 1’;@ <atf(t, St) + %S%aazcxf(t’ St)) .

Ainsi on obtient I’équation aux dérivées partielles

1 o2
f(£,S¢) = Vi = asSp + beBr = 05 f(t,S5¢)St + - (atf(f, St) + 25%3§xf(f,5t)> .

Si on pose S; =: x, on obtient I’équation de Black-Scholes

2
o
otf(t,x) = —szaixf(t,x) —rx0xf(t,x) +rf(t,x).
avec la condition
f(T,S1) = (St —K)+.
Cette équation a une solution explicite,

log (§) + (r+402) (M=0\ (log(§) +(r=3e) (T- )
f(t,X):XCD( U\/ﬁ —Ke . )q) U\/ﬁ

avec )

®(x) = / et

—co /27T
La premiére remarque importante est que cela de dépend pas de y, la tendance du cours de l'action, mais
seulement de sa volatilité. On peut aussi regarder séparément la quantité d’action et d’obligation, on voit
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tout d’abord que
log (%) + (r + %UZ) (T—t)
oVT —t

et on remarque que a; > 0, ainsi le porte-feuille possede toujours de 'action et a; < 1. le porte-feuille ne

ar = axf(i’, St) =&

posséde jamais plus d"une unité d’action. Pour 'obligation, on a

b= et () 1%2) (-9

et on remarque que b;; < 0, le porte-feuille emprunte des obligations et |b;;| < K, on n’emprunte jamais
plus que le prix du paiement.
Ainsi, a t = 0, on obtient le prix théorique d'une option d’achat européenne,

log (%0) + (r + %(rz> T - log (SKU) + (r - %02) T
VT e VT

Sod

12.2 Probabilité risque-neutre

Nous allons considérer maintenant un modele plus général de la forme

ds; = ytStdt + 0:S:dB;y,
d‘Bt = Ftﬁtdt.

avec yi; et 0y possiblement aléatoire et r; déterministe qui représente le taux d’intérét sans risque. Nous
allons construire une mesure appelé la probabilité risque-neutre telle que le prix actualisé du cours de I'action
est une martingale locale, et possiblement une martingale selon certaines hypotheses. L'idée est que sous
cette probabilité, aucune prime n’est attribuée a la prise de risque puisque 1’on a une martingale.

“ DerNITION 12.1 <
Une mesure de probabilité Q est appelée une probabilité risque-neutre si

e QestéquivalenteaP: Q(A) =0« P(A) =0.

. % est une Q-martingale sur [0, T].

Le prix actualisé est donné par
S

Dy = —.
t B

Par la formule d’'It6, on a
dD; = (pt — 1) Dydt 4 03Dy dB;.

Ainsi, par la théorie de Girsanov, nous savons que si on pose
—r t 1/t
my = He =Tt et M;=exp <—/ msdBg — f/ m?ds)
Ot 0 2 Jo

Q(A) = Ep[1aM7],

alors en définissant

si m; suis la condition de Novikov par exemple,

dBt = dB; + mdt
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est un Q-mouvement brownien et on a
th = (“l/lt - T’t)Dtdt + 0Dy (dBt — mtdt) = U’tDtdBt

et D est une Q-martingale locale et possiblement une martingale sous des conditions sur ;.

m; mesure I'excés du taux de rendement du titre & risque S; par rapport au taux de rendement du titre
sans risque B¢. On l'appelle prime de risque du marché. En mettant ce raisonnement sous une proposition, on
obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 12.2. Si la prime de risque du marché m; = ’” " satisfait

T
Ep [exp (i/o m%dtﬂ < o0

alors il existe une mesure de probabilité Q équivalent a P telle que % soit une Q-martingale locale. De

1 /T,
Eq |exp E/o ofdt || < oo

alors le prix actualisé est une Q-martingale. Enfin, si on écrit

plus, si la volatilité satisfait

St

So /t ~
— = — 1 dsdB
B: Bo p H54Ps

avecd € L} __ et sid ne s’annule pas sauf sur un ensemble de dQ x dt mesure zéro alors Q est unique.

Pour trouver le prix d'une option européenne d’achat par exemple, on voudrait que le prix soit aussi
risque-neutre, et ainsi que le prix actualisé de notre porte -feuille soit une Q-martingale. Si 'option paye X
au temps T, le prix actualisé au temps T vaut donc X By et ainsi on obtient

Vi Vr

B QB ] Fa [ﬁT

Par exemple pour modéliser OE,, on obtient un prix théorique donné par

= Eq

]—"t] <= V; = BiEg { ‘}}}

Vo = ggEQ [(St—K)+].

Avec peu de conditions, nous pouvons déja voir que la valeur actualisée du porte-feuille est toujours une
martingale locale pour notre mesure risque-neutre.

PROPOSITION 12.3. Si il existe une unique probabilité Q équivalente a PP telle que % soit une Q-
martingale dans L2 etsile porte-feuille V; = a;S; + b;p; est auto-financé alors ¥ B est une Q-martingale
locale.

Démonstration. Par la formule d’Itd, nous avons

Vi _ Ly, oy, ltqr= L _n _ g (35 S St
d (ﬁt) = ﬁtdvt Vt'Btdt = B, (a,dSt + bidBi) 3 (asS¢ +btﬁt)dt = a ( B, 8, dt ) (ﬁt)

Comme 3 B est une Q-martingale dans L?, on sait qu’il existe un Q-mouvement brownien Beta; € H? ([0, T))

S; ) -
d{— ) =«:dB
<ﬁt xtdby

tel que
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Vt) -
d{— | = aax;dB
<,Bt trd By
v

et 5 est une Q-martingale locale. O

et ainsi

12.3 Stratégie d’arbitrage sans risque et de suicide

Pour I'instant, nous n’avons donné que peu de conditions sur nos coefficients a; et b;. Par exemple, dans
la formule de Black-Sholes, nous avons vu que b; < 0, nous empruntions de 1’obligation (mais heureuse-
ment |b;| < K et nous en n’empruntions pas trop). Considérons le modeéle simplifié

ds; = yStdt 4+ 0:S:dB;, Sy =1,
dg: =0, Po=1

La propriété d’auto-financement de notre porte-feuille se traduit par
t
th = a;dS; + btdﬁt =adS; & Vy = Vo +/ astS
0
et de plus nous avons
Vi = a;Sy + by = a4St + by

et donc ,
by =V +/ asdSs — a;S;.
0

Simplifions encore notre modele en prenant = 0, alors dSy = ¢S;dB;. Si on choisit

1

4= U’St(T — i’)

pour 0<t<T

alors notre potre-feuille devient

1 t dBs

dVi = 7 dBi & Vi = Vot [ £

b= 9b t o+ 0 T—s

Si on réalise le changement de temps 7; = fot (Tiiss)z = - — 1 alors il existe un P-mouvement brownien B

tel que
Vt - VO + BTt‘
En prenant par exemple Vo = 1, puisque que l'on a 7 7 oen définissant 7y = inf{t > 0,V; = M},
—

on sait que P(ty < T) = 1 et nous pouvons donc gagner autant d’argent que nous voulons en temps

fini! Le probleme ici est bien sur que by par sa définition plus haut doit pouvoir étre aussi négatif que

possible et nous devons donc avoir la possibilié d’emprunter autant d’argent que possible, ce qui est bien
sur impossible. Pour éviter ce probléme, nous allons maintenant considérer des porte-feuilles positifs.

“ DEFINITION 12.4 “*

On définit I'ensemble AF* les paires auto-financées (ay, b;) tel que V; > 0 pour tout ¢ € [0, T].

Nous allons voir que les potre-feuille dans AF nous empéchent d’avoir des stratégies qui nous garan-
tissent de gagner de l’argent.

“ DerNITION 125 €
Une stratégie (ay, bt) est appelée un arbitrage d’obligation sans risque sur [0, T] si il existe A € R tel que

IP(VO<A>:1, IP(VT>A):1, et ]P<VT>/\)>O,
Bo Br Bt
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PROPOSITION 12.6. Si (a;,b;) € AFT alors (a;, by) n’est pas un arbitrage d’obligation sans risque

Démonstration. Comme P et Q sont des mesures équivalentes,

Vo Vr Vr
— <A ) =1, — > A) =1, — > A 0,
Q<ﬁ0< ) Q(ﬁT> ) o Q(ﬁT> >>

Ainsi on a v v
EQ [O:| <A et EQ |:T} > A
Po Bt

or % est une Q-martingale locale positive et est donc une Q-surmartingale ce qui nous donne

"ol ] <re 5]

ce qui est absurde. O

Il y a encore un autre probléme pour nos stratégies et la classe AF" est en fait toujours trop grande. En
effet, si on suppose que 1’'on a un produit dérivé X et que 'on a construit un porte-feuille V; = a;S; 4 b
tel que VT = X alors le prix de ce produit devrait étre donné par V(. Mais si on construit un autre porte-
feuille V/ tel que V] = 0 alors nous avons toujours (V + V')t = X mais en revanche nous avons au départ
Vo + V{, > V. Ceci s’appelle une stratégie de suicide et pose probléeme pour donner un prix de produit dérivé.

En fait, si V est une stratégie de suicide alors nous avons

IP(ZS>O>:1, IP(ZIzO)zl

et comme les mesures P et Q sont équivalentes, cela donne

fo 4] >0 et Eq|3t| -0

Ceci est impossible si on rajoute 'hypothese que % n’est pas juste une Q-martingale locale mais une Q-

martingale.

12.4 Produits dérivés, stratégies admissibles et modele complet

On continue avec notre modele général avec 1, 0r > 0,

dSt = ytStdt + U’tstdBt,
d‘Bt = T’tﬁ[dt.

On commence par définir les variables aléatoires que 'on veut répliquer et ainsi donner le prix. Par exemple,
pour une option de vente européenne, notre produit était (St — K) . Nous appelerons ces variables aéatoires
des produits dérivés.

“ DerNITION 12.7 <
Si il existe une unique probabilité risque-neutre Q alors une variable aléatoire X € Fr telle que X > 0
est un produit dérivé si Eq[X?] < oo

Nous allons maintenant définir notre classe de stratégies qui nous permettra de répliquer ces produits
dérivés. Cette classe nous permettra d’éviter des srtatégies d’arbitrage sans risque et aussi des stratégies de
suicide.
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“ DEFINITION 12.8 “*

Soit Q l'unique mesure risque-neutre. (a;,b;) € AFT est appelée une stratégie admissible si ﬁ est une
Q-martingale.

On dénote A la classe de toutes les stratégies admissibles. Si (at, by) € A, X est un produit dérivé et
arSt + byBr = X, on dit que (ay, by) réplique X.

Enfin, nous définissons le cadre o1 nous voudrions travailler, c¢’est-a-dire un modéle ot tous les produits
dérivés peuvent étre répliqués.

“ DErNITION 12.9
Le modele {(S¢, Bt), t € [0, T]} est dit complet si

o Il existe une unique probabilité risque-neutre.

o Tout produit dérivé peut étre répliqué par une stratégie admissible.

Tout d’abord, nous allons voir que 1’on a rien perdu en ne gardant que les stratégies admissibles com-
parées a toutes les stratégies dans AFT. Une stratégie admissible donnera toujours un meilleur prix qu'une
stratégie dans AF'.

PROPOSITION 12.10. Pour toutes stratégies (a, by) € AF' et (a}, b;) € A et X un produit dérivé alors si

LIITST aF b/TﬁT =arSt+brpr=X

ona

a9S0 + boBo < aoSo + boPo-

Démonstration. On sait que V; = a1S; + by > 0 pour tout ¢ € [0, T] donc ¥ B est une Q-surmartingale et ainsi

0So + bopo = Eq D;]O] Fo D;:] ~Fa L;(T]

Mais si V} = a;S; + b} B¢ alors Y- est une Q-martingale par définition et ainsi
t ,5 gale p

agSo + bppo = Eq Dﬂ} Eq Djﬂ — Eq L;(T}

Aussi, les stratégies admissibles ont une bonne propriété d’unicité des stratégies de réplication.

PROPOSITION 12.11. Si (ay, by) et (a}, b}) sont deux stratégies admissibles quie répliquent le méme pro-
duit dérivé X et si
P (0; > O pour toutt € [0,T]) =1

alors

P (a; = a}, by = by) = 1 pour presque tout ¢ € [0, T].

Démonstration. Nous savons que B ¥ et \[g sont des Q-martingales sur [0, T]. Ainsi
= 7] =re 7] =me[5iln] =5
— =Eq Fi E Fi E Fi
Bt pr|”’ Q : QL™ T B

et nous avons donc, puisque B; > 0,

Vi = Vj pour tout t € [0, T].
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Comme les porte-feuilles sont auto-financés, nous avons
atdSt + btdﬁt = anSt + b;dﬁt

On a
0=d(V;— V)2 =2(V; = V)A(V; = V}) + d(V = V'); = (a; — a})?c?S?dt

Comme ¢7S? > 0 par hypothése, nous avons que pour presque tout t € [0, T],
P (a; =a;) =1
qui en retour nous donne que pour presque tout t € [0, T], puisque p; > 0,
P (b = b)) =1
O

Enfin, nous sommes maintenant parés a prouver un théoréme qui nous donnera des conditions suffi-
santes pour avoir un systéme complet.

“ THEOREME 12.12 *
Si nous avons les conditions

o Ep [exp (% fOT m%dt)} < o0 avec m la prime au risque du marché,

e Eqg [exp (%exp (fOT det))} < 00,
. 0{%,156 [o,T]} e

° IP(fOT%gdt<oo) =1,

alors le systeme {(S¢, Bt), t € [0, T]} est complet.

Démonstration. Les trois premieres conditions nous donne I’existence et 1'unicité de la mesure de probabilité
risque-neutre. Soit X un produit dérivé, si on définit

Vi = BilEg [;(T‘]-}} pour tout t € [0, T|

alors on a clairement que

s3] -

et % est une Q-martingale par définition de I'espérance conditionnelle. Ainsi, on a un porte-feuille qui ré-
plique notre produit dérivé. De plus, comme X > 0 on a que V; > 0 pour tout t € [0,T]. Il ne nous reste
donc plus qu’a prouver que V est auto-financé.

Définissons,
U; = Vi et D;:= &
B¢ Bt
On sait que U et D sont deux Q-martingales. De plus, nous avons que
Fo [U3] = 1 g V3] = 1 o | <o
Pt T

et ainsi il existe u; € H2([0, T]) et un Q-mouvement brownien B tel que

t t
Ui = U0+/ usdBs = Eq {X] +/ 1sdB,.
0 Bt 0
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et de méme, il existe d; € H2([0, T)) telle que
t ~
D; = Dy +/ d.dB.
0
Pour prouver l’auto-financement, on veut avoir
dVi = a,dS; + b, dfy  avec Vi = a;S¢ + by
On utilise la formule d’It6 pour écrire
dV; = d(B:U;) = BdU; + UrdB; = BruedB + Upd By = ,Bt th + Udp:.

En utilisant la définition de D, nous avons

dﬁt

u u
dv, = 5t (ﬁtdst 52 ) +Udps = idst + <Ut - d;m) dp;.

Cela nous donne donc les candidats

u
at:—t et by =U;—

Ut
Dy.
dy g

dy
Nous avons maintenant deux choses a voir. Tout d’abord qu’avec ces candidats, nous avons V; = a;S; + b ;

et ainsi nous avons bien un porte-feuille auto-financé. Ensuite, que ces coefficients sont tous bien définis et
nous donne un processus d’Itd. Premiérement,

u u u
atSy + bpdBr = St + —2Ip, Br = UtBs + s — *tDtﬁt =V
d; dy d;

ot on a utilisé le fait que U;B; = V; et que D;; = S; par définition. Ainsi, nous voulons avoir un processus
d’Itd que 'on peut écrire

dV: = a;dS; + btdﬁt = th,’l/ltstdt + a;0¢S:dB; + bﬂ’tﬁtdt.
On rappelle aussi que nous avions par définition de la mesure de probabilité risque-neutre,
th = O'tDtdBt

et ainsi nous avons
0t S t

Bt

Pour le premier terme, on veut que a;}4;S; soit intégrable, or

dt = U’tDt

u
arpsSedt = d—ZytSt = %W.Bt

/ |apeSe| dt < Q/ Vt dt 1/ z/ﬂzdt < oo presque stirement

par la quatrieme hypothese, le fait que u; € Hz [0, T]) et que B? est bornée sur [0, T].

et finalement

Pour le coefficient devant dB;, nous avons

ut 2
—01S = utﬁt € ELOC

atUtSt = F
t

car u; € H?([0,T]) et B est bornée sur [0, T).
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Enfin, le dernier terme est donné par

u 7
biBiry = | Ur — “Ip, Bere = U Bery — ﬁt*tut-
dy Ot

Comme U;B; est continue, c’est une fonction bornée sur [0, T] et de plus comme f; est un processus d’'Ito
(avec 0y = 0), on a que r; est intégrable et le premier terme est intégrable. Pour le deuxiéme terme, nous
voyons que nous pouvons écrire

LA A S

= — = — — mt
Ot Ot Ot Ot

avec m; la prime de risque du marché. Mais par la quatrieme hypothese, on sait que ’;—: € L2([0,T]) p-setde
plus par la premiére hypothése, on sait que m; € L2([0, T]) p.s et ainsi =€ L2([0, T]) p.s. Finalement, nous

T T 42 T
/ dt < / —tzdt : / u?B2dt < co presque stirement.
0 0 0} 0

Pour tout produit dérivé X, nous avons donc bien défini un porte-feuille auto-financé admissible qui le

avons

Tt
—u
ﬁtUt ¢

réplique, le systéme est complet. O

13. FORMULE DE FEYNMAN-KAC

13.1 Mouvement brownien et équation de la chaleur
On rappelle léquation de la chaleur
oru(t,x) = %E)ixu(t, x),
u0,x) = f(x),

on rappelle que si f : R — IR se comporte bien alors il existe une unique solution bornée u. Si on passe en

Fourier,

too o
i(t,0) = / e u(t, x)dx
alors on a

— Foo |
ou(t,0) = / e‘exatu(t,x)dx = d:1i(t,0),

—00

_ too too
02 u(t,0) = el u(t, x)dx = —02 el (t, x) = —6%4(t,0).
XX oo

—00

Ainsi I’equation de la chaleur devient seulement
92
o:1(t,0) = —iﬁ(t,G).
et ainsi, avec la condition initiale #(0,8) = f(6), on obtient
A 62
0(t,0) = f(0)e 2"

Comme nous avons un produit de deux transformées de Fourier, la transformée inverse est donné par un
produit de convolution et nous avons

) x — 2
) = [~ = (U5 ) ay =B+ B)

avec B un mouvement brownien standard. On peut donc ramener létude d’une solution de léquation de

la chaleur & une espérance sur le mouvement brownien et vice-versa. Ce calcul peut se généraliser a des
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équatio us génér .
équations plus générales

“ THfOREME 13.1 *

Soit g : R — R continue bornée et f : R — R bornée et C?, on consideére

{atu(t,x) = 10xu(tx) +q(x)u(t x),
u(0, x) f(x).

Si u(t, x) est l'unique solution bornée alors on a

u(t,x) =E [f(x—l—Bt)exp (/()tq(x—i—Bs)ds)]

Démonstration. On introduit le processus, pour t fixé,

S

M = u(t —s,x + Bs) exp (/0 q(x—i—Bl,)du) .

Nous allons montrer que M est une martingale et puisque

t

E[Mo] = u(t,x) et E[M]=F {f(x—kBt)exp (/0 q(x+Bs)ds>},

nous aurons prouver le résultat. Par la formule d'It6 nous avons

1
du(t —s,x +Bs) = —osu(t —s,x + Bs)ds + dyu(t —s, x + Bs)dBs + Eaixu(t —s5,x + Bs)ds.
Maintenant, on utilise le fait que u est solution de léquation aux dérivées partielle pour écrire
du(t—s,x+Bs) = dyu(t —s,x + Bs)dBs — q(x + Bs)u(t — s, x + Bs)ds.

Ainsi, en faisant la rgle du produit avec la formule d’Ito,

S
dM; = exp </ q(x+Bu)du> X
0

X (Oxu(t —s,x + Bs)dBs — g(x + Bs)u(t —s,x + Bs)ds + u(t — s, x + Bs)g(x + Bs)ds)

ou encore

dM; = du(t —s,x + Bs) exp (/OS q(x + Bu)du) DB;
et M est une martingale locale. De plus, nous avons pour tout s € [0, ¢],
IM;| < [[u]lo exp (£][4 o)
et (Ms)o<s<t est donc une martingale locale bornée et donc une vraie martingale. O

Cette preuve s géneralise aussi a des équations plus générales en considérant des processus d’It6 plutot

que seulement le mouvement brownien et la preuve reste la méme.

“ THEOREME 13.2 *

Soit g : R — Rbornée et f : R — R C? et bornée. Soit u I'unique solution bornée de

{ du(t;x) = LoP(x)Ryu(t,x) + p(x)ou(t, ) + (¥)u(t,x),
1(0, x) = f(x).

116



Calcul Stochastique 13 Formule de Feynman-Kac

Si u,0 : R — R sont deux fonctions lipschitziennes avec u?(x) + 0(x) < A(1 + x?) alors

t

u(t,x) =E {f(x%—Xt)exp (/0 q(x+Xs)ds)]

avec
dXt = ]/I(Xt)dt aF U'(Xt)dBt, XO =0.

13.2 Loi de l’arcsinus

Nous allons utiliser la formule de Feynman-Kac pour calculer la distribution de

t
Tt:A ]lBsgo(S)dS

avec B un mouvement brownien.

“ THfOrREME 13.3 *

Pour tout p € [0,1] et pour tout t > 0, nous avons

P (Tt g pt)

—Earcsinf—l/pidu
T P=7h all—n)

On dit que % suit la loi de 'arcsinus.

Démonstration. L'idée de la preuve est de se ramener a un probléme d’équations différentielles grace a la
formule de Feynman-Kac. En effet, si on considere la fonction bornée

q(x) = =Alzo(x)

alors nous avons que
t
/ g(Bs)ds = —AT;
0
et ainsi si u est 'unique solution bornée de

ouu(t,x) = 302.u(t x) — Aysoul(t, x),
u(0,x) =1

alors nous avons par la formule de Feynman—Kac que

u(t,x) =E {exp </th(x—|—Bs)ds)] et u(t,0)=E [e*/\Tt]

la transformée de Laplace de la variable aléatoire T;.
COnsidérons la transformée de Laplace de la solution u,

—+o00
(e, x) = / e “u(t,x)dt.
Jo

alors on a

—+o0

oru(a,x) = [

0
92 u(a, x) = Bixﬁ(zx,x).

+o0
e Ypu(t,x)dt = 1+ zx/ e Yu(t,x)dt = 1+ ai(a, x)
0

Ainsi, I'équation devient

152 4 :
1+ (e, ¥) = { %Bxxu(oa,x) six <0,

302,40 (a, x) — Add(a,x) six >0.
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On peut ainsi facilement résoudre ces deux équations, sans oublier que la solution doit rester bornée nous

l4—cle 20x six <0,
ﬁ(“’ x) = “1 —/2(a+A)x .
o T e six > 0.

obtenons

Pour obtenir les coefficients c1 et cp, on utilise la continuité de u et de dyu, qui nous donne que
(e, 07) = 0(t,07), 9xti(a,0") = 9yii(a,07)

et ainsi les équations

1 1
== V2ac; = —/2(x+ A
Y + 0 " +cq, Keq (w+A)cy

Finalement, on obtient les coefficients

NrE Vi—atA

14
= e T adan

V(e + A v+ A

Ainsi, nous avons que
© 1
ﬁ(t,0+) _ / e MR {ef)\Tt] dt=—— +¢, =
0 o
Nous voulons que % suive une loi de I’arcsinus et ainsi

AT e—As 1 t e
B[] =k L Lp_et
[ ] { ] Vs(1—s) 1_s TJo \Ju(t—s)
Il suffit maintenant de calculer la transformée de Laplace de cette transformée de Laplace et voir qu’elle est

P N 1 . . s s .
égale a et la résultat est prouvé par unicité de la transformée de Laplace.
& \oa(atA) p p p

dsdt — € dtds = — / VA / e e() \ /1 drds

/\+u¢)s ©
= — / e *\/tdt
0

N n\/;\/:: \/a(:wt)'

0o t —As
I e =k f/ =
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