
Feuille d’Exercices IV
Calcul Stochastique

Exercice 1. Soit (Bt)t⩾0 un mouvement brownien standard.

1. Montrer que

E

[
sup

0⩽s⩽t
Bs

]
=
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tE

[
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]
2. Soient X une variable aléatoire positive et f : R+ → R une fonction C1(R+,R) et telle que f(X) soit

intégrable. Montrer que
E[f(X)] = f(0) +

∫ ∞

0
f ′(t)P(X ⩾ t)dt.

3. Donner la valeur de
E

[
sup

0⩽s⩽t
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]
.

Exercice 2. Soit (Bt)t⩾0 un mouvement brownien standard.

1. Soit f : [0, 1] → R une fonction continue. Montrer que

log ∥ef ∥∞ = sup
0⩽s⩽1

f(s).

2. Montrer que pour tout t > 0, ∫ t

0
eBsds
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∫ 1

0
e

√
tBsds.

3. Montrer que
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t
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4. Soit γ défini tel que
∫ γ

−∞
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√
2π

dx = 3
4 . Donner une approximation pour t grand de
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)
et P
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)
Exercice 3. Soit (Bt)t⩾0 un mouvement brownien standard et {Ft} sa filtration. On définit

τ = inf{t ⩾ 1, Bt = 0} et ν = sup{0 ⩽ t ⩽ 1, Bt = 0}.

1. Montrer que τ est un temps d’arrêt et que ν n’en est pas un.
2. Montrer que pour tout t ⩾ 1, P[τ ⩽ t] = E[g(B1)] où g est donnée par

g(x) = P

(
sup

0⩽s⩽t−1
B̃s ⩾ |x|

)
avec B̃s un mouvement brownien standard indépendant de F1.

3. Montrer que

τ
(d)= Z2

1 + Z2
2

Z2
2

où Z1 et Z2 sont deux gaussiennes centrées réduites indépendantes.
4. Calculer la densité de τ .

5. Montrer que ν
(d)= 1

τ et en déduire la densité de ν. La loi de ν s’appelle la loi de l’arcsinus.



Exercice 4. Soit (Bt)t⩾0 un mouvement brownien standard et Ft = σ(Bs, s ⩽ t). On définit

F0+ =
⋂
s>0

Fs.

1. Montrer que la tribu F0+ est grossière dans le sens où pour tout A ∈ F0+ , P(A) = 0 ou 1.
2. Montrer que pour tout ε > 0, on a presque sûrement, sup0⩽s⩽ε Bs > 0 et inf0⩽s⩽ε Bs < 0
3. Montrer que lim supt→∞ Bt = +∞ et lim inft→∞ Bt = −∞.

Exercice 5. Soit (Bt)t⩾0 un mouvement brownien standard. Soient a < b < c < d quatre nombres réels. On pose
S1 = maxa⩽t⩽b Bt et S2 = maxc⩽t⩽d Bt.

1. Montrer que S1 − Bb, Bc − Bb et S2 − Bc sont indépendants.
2. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et si X est une variable sans atomes

alors P (X = Y ) = 0.
3. En déduire que presque sûrement S1 ̸= S2 et que les maxima locaux de B sont distincts deux à deux.
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