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Chapitre 1: Séries financiéres et modéles GARCH



Modeles AutoRégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques
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"Autoregressive Conditional Heteroskedasticity with Estimates of
the Variance of U.K. Inflation," Econometrica, 50, 987—-1008.

Generalized ARCH
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Journal of Econometrics, 31, 309-328.
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Modéles stationnaires

Une série (X;) est stationnaire si ses propriétés probabilistes sont
les mémes que celles de la série (X;yp), pour tout entier h.

Définition
(X¢) est stationnaire au sens strict si
(X1,X2,...,Xk) a méme loi que (X14n, Xoth,---, Xg+h)

pour tout A et tout k > 1.
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Définition

Soit (X;) telle que EX? < co. La fonction moyenne de (X;) est
px(t) = E(X:)

La fonction covariance de (X;) est

vx (1, 8) = Cov(X,, Xs)

Définition
(X}¢) est stationnaire (au second-ordre) si
(i) px(t) est indépendante de t, et
(i) ~vx(t,t+ h) est indépendante de ¢, pour tout h.
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Fonctions d'autocovariance et d'autocorrélation

Définition
Soit (X¢) une série stationnaire. La fonction d'autocovariance de
(X¢) est définie par

’YX(h) = COV(Xt7 Xt+h)7 h= 07 :l:]-v :l:27 ° 00

La fonction d'autocorrélation de (X;) est définie par

_ x(h)
7x(0)

px(h) = Cor(Xy, Xpyn), h=0,41,42 ...

Remarque : Fonctions paires

1x(h) =vx(=h),  px(h) = px(=h).



Stationnarité, innovations, modéles ARMA
Propriétés des séries financiéres
Modéles GARCH : propriétés probabilistes

Définition
Un bruit blanc est une suite (€;) de variables centrées, de variance
constante et non corrélées :

E(e) =0, Var(e) =02 Cov(e,epr)=0,t#t

Notation : (¢;) ~ BB (0,02).
Fonction d'autocovariance :

0?2, h=0

On parle de bruit blanc fort si les ¢; sont centrées, de variance finie,
identiquement distribuées et indépendantes.

Les bruits blancs jouent un réle important pour la construction de
modéles plus sophistiqués.
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En pratique on observe x1,...x, :

réalisation partielle d'une série (X;) supposée stationnaire.
Pour étudier la dépendance, en vue de la sélection d'un modéle, un
outil important est la fonction d'autocorrélation empirique.
Définition
La moyenne empirique de x1,...x, est T = %Z?Zl T.
La fonction d'autocovariance empirique est

§(8) = = 3 (wregp B~ D), [l <n.

La fonction d'autocorrélation empirique est

NI

Laboratoire de statistique du CRM Modéles GARCH et a volatilité stochastique

|h| < n.
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On montre que pour un BB fort, les p(h) sont approximativement
distribuées comme une N(0,1/n) pour n grand.

Donc, pour un BB fort, environ 95% des p(h) doivent tomber entre
les bornes £1.96/+/n.

0. 06
0. 04
0. 02

-0.02
-0.04

- 0. 06

Autocorrélations empiriques d'un bruit blanc fort, pour n=5000.
En pointillés les bornes de significativité : +£1.96/1/n

Laboratoire de statistique du CRM Modéles GARCH et a volatilité stochastique



Prévisions théoriques
2 concepts :
o Espérance conditionnelle :
BE(Xy | Xio1, Xi-2,...)

Meilleure approximation de X; comme fonction de son passé.

o Espérance conditionnelle linéaire :
EL(X, | Xi-1, Xt—2,..")

Meilleure approximation de X; comme fonction linéaire de son
passé.

On note X; i le passé de X; et Hx(t — 1) le passé linéaire de X;.



Innovations
2 concepts :

o Innovation forte :
€t — Xt - E(Xt | Xt_l,Xt_g, . )

Bruit blanc (si Ee? = 02) "orthogonal" a toute fonction du

passé de X;
E(etZi-1) =0, VZ; 1€ Xy_1.
o Innovation linéaire :
e =Xy — FL(Xy | Xp—1,X¢—2,...)
Bruit blanc orthogonal a toute fonction linéaire du passé
E(etZi-1) =0, VYZi_1 € Hx(t—1).
~ Laboratoire de statistique du CRM  Modéles GARCH et a volatilité stochastique



Quelques propriétés de |'espérance conditionnelle

Y une variable telle que E(Y") existe.
o E[E(YY | Xi—1)] = E(Y).
°osiY e X,
EYZ|Xi1)=YE(Z]| Xi-1).
o si Y est indépendante de X;_1,

E(Y | Xio1) = E(Y).



Conséquence : I'innovation forte est un peu plus qu'un bruit

On remarque que les passés de X et € coincident : ;1 = X;_1.
D’ou, pour l'innovation forte

E(et | e-1) = 0.

On distingue plusieurs types de bruits (si Fe; = 0 et Fe? = 0?) :
o Bruit faible : suite de variables non corrélées.
o Bruit semi-fort : E(e; | €4-1) = 0.

o Bruit fort : suite de variables indépendantes.



Modéles ARMA

Les modéles ARMA prennent en compte la structure au
second-ordre d'une série stationnaire (X;) : espérance, variance,
autocorrélations.

ARMA(p, q) :
Xi—01 Xy 11— = 0p Xy p=€ — Y161 — - —Yye 4

(e¢) bruit blanc faible
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La modélisation des séries financiéres est un probléme
complexe :

- grande variété des séries utilisées (prix d'action, taux d'intérét,
taux de change etc.), importance de la fréquence d'observation
(seconde, minute, heure, jour, etc), disponibilité d'échantillons de
trés grande taille.

- existence de régularités statistiques (‘faits stylisés') communes a
un trés grand nombre de séries financiéres et difficiles a reproduire
artificiellement a partir de modéles stochastiques. Mandelbrot
(1963).



Faits stylisés : un grand nombre de séries financiéres
présentent des propriétés similaires

(i) Non stationnarité des prix p;.

Série quotidienne du prix du CAC 40, 1992-1998.

o a0 860 1200



(ii) Possible stationnarité des rendements.

Pt — Pt—1
et = log(py/pr—1) = ————
DPt—1

Série quotidienne du CAC 40 en log des rendements, 1988-1998.




(iii) Regroupement des extrémes (volatility clustering).

Les 500 premiéres valeurs de |'indice CAC40.

Les 500 premiéres valeurs du carré de l'indice CAC40.
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(iv) Non corrélation des rendements mais autocorrélation des carrés.

Corrélogrammes de la série CAC 40 et de son carré. Les traits en pointillé correspondant a +1.96//n
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Chi-
Square

11.51
16.99
21.22
27.20

Chi-
Square

165.90
222.93
238.11
240.04

DF

12
18
24

DF

12
18
24

Tests Portmanteau pour la série des
rendements

Pr >

Khi2 Aut. rélati
0.0737 0.030 0.005 -0.032 0.028 -0.046 -0.001
0.1499  -0.018 -0.014 0.034 0.016 0.017 0.010
0.2685  -0.005 0.025 -0.031 -0.009 -0.003 0.006
0.2954 -0.023  0.003 -0.010  0.030 -0.027 -0.015
Tests Portmanteau pour la série des
carrés des rendements

Pr >

Khi2 Aut. rélati
<.0001 0.129 0.127 0.117 0.084 0.101 0.074
<.0001 0.051 0.060 0.070 0.092 0.058 0.030
<.0001 0.053 0.036 0.020 0.041 0.002 0.013
<.0001 0.006 0.024 0.013 0.003 0.001  -0.002




(v) Queues de distribution épaisses.

(vi) Asymétrie. Les baisses du cours générent plus de volatilité que
les hausses de méme amplitude.

(vi) Saisonnalités.



Modéles a variance (conditionnelle) aléatoire

€t = Ot
ol
o (7)) est un processus iid (0,1)
o (o) est un processus appelé volatilité, oy > 0
o les variables o; et 7; sont indépendantes
Deux grandes classes de modéles :

o type GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity) : oy € €;_1 (passé de ¢;)

o a volatilité stochastique
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GARCH(p, q) (sens faible)

Définition
On dit que (€;) est un processus GARCH(p, ¢) semi-fort si
(i) E(et/et-1) =0, teZ;

(ii) Il existe des constantes w, aj,i=1,...,qet 3;,j=1,...,p
telles que

q P
ol = Viet/eg—1) = w + Zaief_i + Zﬁjatz_j, teZ.
i=1 j=1

ARCH : p =0
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I'innovation de €? est la variable vy = € — o2

— Forme ARMA :
r P
6? =w+ Z(Ozz + 51')6%—2' + v — Zﬁjl/t_j, teZ.
i=1 j=1

ot 7 = max(p, q)

(e¢) bruit blanc? oui si Fe? < oo car

E(Et) == E[E(Gt/éﬂ)] = 0,
COV(Et, Et_k) = E(€t€t_k)E{€t_kE(6t/6ﬂ)} = 0, k> 0.
Lien avec les propriétés des séries financiéres : non autocorrélation

de (e;) (quelle que soit la spécification de o?), autocorrélation de
(e2) (ici ARMA).



Définitions, Représentations
Etude de la stationnarité
Asymétries et autres spécifications

GARCH(p,q) (sens fort)

(n¢) suite de variables i.i.d., En; =0, En? = 1.
Définition
(et) est un processus GARCH(p, ¢) au sens fort s'il vérifie
€t = Ot
02 =wo+ Y.\ aoi€r_; + Z§:1 ,BOjO'tz_j, vVt € Z

w0>0 ,CYOiEO(’I;:l,...,Q) 160]20(.7=177p)




Définitions, Représentations
Etude de la stationnarité
Asymétries et autres spécifications

Lien avec la représentation semi-forte :

Si les espérances conditionnelles existent, si oy € ¢;_1 on a :

E(e/er1) =0,  V(e/e1) =07,

mais pas d'équivalence entre les deux définitions.

Autre représentation : & partir de €2 = o2n?, en éliminant les €2,
T
2 2
o =w+ E ai(Ne—i)oi_;

i=1

ot a;j(2) = ;2? + B, i=1,...,m
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Simulation de taille 500 du processus ARCH(1) : ¢4 = /1 + 05&%_17]@ ne ~ N(0,1)
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Simulation de taille 200 du processus ARCH(1) : ¢y = (/1 + 36%_1’7& ne ~ N(0,1)

Observations 100 a 140

200
100E

/\o —20 1) —=0
- 100
- 200
- 300
- 400

- 500
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Simulation de taille 500 du GARCH(1,1) : ¢t = o¢n¢, 02 =1+0.2¢2_; +40.702_,, nt ~ N(0,1)

Simulation de taille 500 du GARCH(L,1) : ¢ = o¢ne, 02 =140.7¢2_; ++0.20%_;, 7 ~ N(0,1)
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On cherche les conditions a imposer aux paramétres pour qu'un
modéle GARCH admette une solution stationnaire (ici non
explosive).

Les solutions intéressantes sont les solutions non anticipatives (ou
causales), i.e. ¢ fonction de n;, m—1, ...
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GARCH(1,1) : stationnarité stricte
€& =0t

0? =w+aet |+ po? w>0,a,6>0

o = wta(n-1)o;, (a(z) = az + )
= w+t a(77t D{w + a(ni—2)o7_5}
= 1+ Z a(me—1) ... a(ni—n)| + a(m—1) ... a(—n-1)07_N_1
= ht(N) +a(ni-1). .. a(nt_N_l)af_N_l.

Soit hy = limy_o0 he(IN) € [0, +00].
ht(N) =w + a(nt_l)ht_l(N — 1) = h=w+ a(nt_l)ht_l.



Définitions, Représentations

Etude de la stationnarité

Asymétries et autres spécifications
Le processus limite

{1+Z a(ne-1) .. - a(ne— n)}

est-il a valeurs finies?

[a(ni—1) - .. a(ne—n)]*™ = exp %Z Iog{a(nt_i)}] —e ps.,
i=1

v = Elog{an? + 3} € [—o0, +ol.
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Propriété
Le modéle GARCH(1,1) a une (unique) solution strictement
stationnaire non anticipative ssi

v = Elog{an? + 3} < 0.

[Nelson, 1990]

Cas ARCH(1) (B=0): 0<a<exp{—E(logn?)}.
Sim ~N(0,1): 0<a<3.56.
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GARCH(1,1) : stationnarité au second ordre

Si €; est stationnaire au second-ordre et non anticipatif,
B(e}) = B(B(e/e1-1)) = E(07) = w + (a + B)E(ei 1)
soit
(1-a-pB)E() =w.

Il faut donc o + 3 < 1. On obtient de plus : E(e?) > 0.
Inversement si o + (3 < 1 on a v < 0. La solution strictement
stationnaire vérifie

+oo
E(e) = B(h) 1+ Z Efa(ni-1) - -a(mn)}] w

1+ Z{Ea ne)t" ] W
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Propriété
Le modele GARCH(1,1) a une solution stationnaire au second-ordre

non anticipative ssi
a+p3<1.

Régions de stationnarité du modele GARCH(1,1) si n; ~ A(0,1).
1 : Stationnarité au 2nd ordre; 1 et 2 : Stationnarité stricte; 3 : Non stationnarité.
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Modéle GARCH(p, q) : stationnarité stricte

Représentation vectorielle

20 =b + Atz

ou
— (2 2 2 2 /
2= (€, s € g1, Ofr -+ 0fpiq) € RPTY,

b, = (wn?,0,...,w,0,...,0) € RPtq,

ounf o agn i - Bpn?

o I1 0 0
t = a; e oy By e 3,
0 I,y O
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Modele GARCH(p, q) : stationnarité stricte

Si on déroule le modéle
zp =b + Az
on obtient
zp = b+ Adb g + A1z o}

o0
= b+ Y A1 A b
k=1

Pb : validité de cette somme infinie.
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Coefficient de Lyapounov
pour toute suite de matrices aléatoires A = (A), strictement
stationnaire et ergodique, telle que E log™ || 4;|| < oo on définit

_ 1
v(A) = tIEnI\i;* n E(log||AtAi—1 ... A1]])

1
= lim a.s. *lOgHAtAt_]_...AIH.
t—o0 t

©

v < E(log||A1]|), avec égalité en dimension 1.
Si Ay = A pour tout t € Z, on a v = log p(A).
~v(A) est indépendant du choix de la norme.

©

©

L'équivalence entre les définitions de v se montre en utilisant
le théoréme ergodique sous-additif, voir Kingman (1973).

si (A;) est iid,

limi—oop.s. [Ao...A¢]| =0 = ~(A)<O.

©

©

Laboratoire de statistique du CRM Modéles GARCH et a volatilité stochastique
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Pour la norme ||A|| =" |ai;|,  Elog™ || 4] < E||A¢|| < oo.

Soit -
2 =0+ AAr 1. Appiab g
k=1
lzell < 1Bl + > NAA 1 Al bl
n=0
et

[ As .. Apn |1y g ™
1 1
= exp ElogllAt...At_nll +E|Og 16— —1ll

= 7.
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Propriété

Le modéle GARCH (p, ¢) a une (unique) solution strictement
stationnaire non anticipative ssi

v(A) < 0.

[Bougerol & Picard, 1992]

o v(A) ne peut en général pas &tre calculé explicitement. Le
GARCH(1,1) est une exception :

¥(A) = Elog(an; + f1)

°oy(A)<0 = 3I,B<L
o Le coefficient peut étre estimé par simulations.

Laboratoire de statistique du CRM Modéles GARCH et a volatilité stochastique



Définitions, Représentations
Etude de la stationnarité
Asymétries et autres spécifications

Régions de stationnarité du modéle ARCH(2) : e = /1 + 0‘15%_1 + aze%_zm, nt ~ N(0,1).

1 : Stationnarité au second-ordre ;
1 et 2 : Stationnarité stricte;
3 : Non stationnarité

@2
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Stationnarité au 2nd ordre

Propriété
Le modéle GARCH (p, g) a une solution stationnaire au
second-ordre non anticipative ssi > ¢ ; o; + Z?:l Bj < 1.

La condition équivaut a p(FA;) < 1. Elle implique la stationnarité

stricte :
w
Var(e;) = .
2 1- Zgzl QG — Z§:1 B;
Modeéle IGARCH : i+ 8 =1
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Propriétés de la loi marginale :

(et) : solution strictement stationnaire non anticipative.

Propriété
Si BE(n?™) < oo,

B(e€™) <o <«= p{E(A’™)} =p{E(A4® - @A)} <1
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Moments d'un processus GARCH(1,1).

Av= (2, (a1, 1) = E(AP™) = E{(n?, 1) Mo, Br)*™
EE@) <00 i ) Qi By < 1
t - i 191 H24 s
o = E(nfi), 1=0,...,m.

Calcul du moment d'ordre 4

o w1+ a1+ 51)
Ble) = (1 - ez = B; —2a1$1)(1 — a1 — Br) "
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Régions d'existence des moments du modéle GARCH(1,1).
1 : Moment d’ordre 4
1 et 2 : Moment d'ordre 2
3 : Variance infinie.

0.8

0.6

0.4

0.0 7 T T T T T
[eNe] 0.2 0.4 0.6 o.8 1.0

1.2
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Kurtosis :

Distribution conditionnelle :

B(ef/er—1) E(n;)

B(ef*fer-1) = 0" E(ni") = = oy

{B(e /1) {E(7)}?

Distribution marginale :

LB BEW/es)] B

THE@)? T {BE@ a2 {E(0))

n-
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Calcul des autocorrélations et autocovariances de €?

La fonction d'autocovariance peut &tre obtenue numériquement, de
maniére récursive a partir de la représentation vectorielle.

Fonction d’autocorrélation du carré du modéle GARCH(1,1) :
€ = oM, o’f =1+ 03}6%71 + 04550371, (m¢)N(0,1).

gziH“HIIHJu

Fonction d’autocorrélation partielle du méme modeéle.

ciy
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Prévisions d'un GARCH(p, q) stationnaire au 2nd-ordre

La prévision optimale (au sens L?) de ¢; est 0. Plus généralement,
pour h >0

E(etrnlei-1) = E{E(etrnlerrn-i)le-1} =0, t€Z.

Les prévisions a horizon h > 0 du carré s'obtiennent récursivement par
E(o?
(otinle-1)

q D
= wt Y B nile1) + Y BiE(otn—jle),
i—1 =1

E(€7 nle-1)

avec

E(efpn—ilee—1) E(otin-ile—1), i<h

E(€§+hﬂ'|6ﬂ) = Einis E(U§+h7i|6ﬁ):‘7t2+hfi1 1> h.



Définitions, Représentations
Etude de la stationnarité
Asymétries et autres spécifications

Intervalles de prévision a horizon 1, a 95%, pour le bruit blanc fort de loi N(0, 1).

100 200 =00 a0

Intervalles de prévision a horizon 1, a 95%, pour le processus GARCH(1,1) simulé avec
w=1,a=0.1,3=0.8 et (n:) de loi N(0,1).
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Intervalles de prévision a horizon 1, a 95%, pour le processus GARCH(1,1) simulé avec
w=1,a=0.6,8=0.2et (n:) de loi N(0, 1).

Intervalles de prévision a horizon 1, a 95%, pour le processus IGARCH(1,1) simulé avec
w=1,a=0.7,8=0.3et (n) de loi N(0, 1).
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Cas d'un ARMA(1)-GARCH(1,1) stationnaire

Xy =X 1+ e
€t =0t
0?2 =w+aet_+ fol_; w>0,a,0>0,a+8<1,|¢| <1
E(Xtin|Xio1) = Xy,
V(Xesn|Xi—1)

B e T
A—(+a- " 1-(@+9 —(a+7)
sig? £a+f3
_ w(1 =¥ Y) 2 w o
V(X1n|Xi-1) = 1= @) + {Ut T e } (h+1)¢

si > =a+ 3.
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ARMA(1)-GARCH(1,1) non stationnaires

Si |¢| = 1, en initialisant a 0 toutes les variables des dates négatives

V(Xesn] Xi1)

wh ' w 1— (a+ )0
{1—(a+ﬂ)}+{at 1—(a+ﬁ)} 1-(a+0)

Sia+B=1et|¢| <1,

V(errnlet—1) = wh + o2, pour tout h > 0.
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[PL l P .
Propriétés d'agrégation ?

Agrégation temporelle : un modéle GARCH a une fréquence donnée
est-il compatible avec un modéele GARCH a une autre fréquence ?

ARCH(1) e ={w+ aef_l}l/zm,

0<a<1,(n)iid(0,1), E(n}) = ps < oo.
Modeéle vérifié par les variables des dates paires :

e2 = {w(l+ anjy_1) + ®S,_1ymae_1}*1mar.
On en déduit que

{E(fzt\éz(t—n;fz(t—z):---) =0
Var(ealeai—1), €at-2):---) = w(l+a)+a’e,
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Le processus (€2;) est un GARCH au sens semi-fort (définition 1).
Il sera de plus un GARCH fort si

~ €2t
m =
{w(l+a)+ oz2e§(t_1)}1/2

est i.i.d. On a

E(jt et —1); €2(¢—2),---) = 0 E(Ut|€2(t 1), €(t—2);---) =1

mais

(4 — 1)’y (aey;_qy + 2‘*’))

E(ﬁ§|€2(t71)7 €2(t—2)y - - ) = M4 (1 + {U.)(]. ¥+ a) + 01263( 1)}2
t_

est non constante, sauf sia =0 ou pg =1 (n? =1, p.s.).
Donc le processus (€p;) n'est pas un GARCH fort.
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Cette propriété n'est pas générale : |'agrégé temporel d'un
processus GARCH n'est généralement pas un GARCH, méme au
sens semi-fort.

Notion de processus GARCH faible :

Définition

Soit () stationnaire a 'ordre 4. On dit que (€;) est un
GARCH(r, p) au sens faible si

(i) (&) est un bruit blanc;
(i) (€2) admet une représentation ARMA de la forme

r p
2 § : 2 § :
€ — a;€_; = C + v — bin—i
i=1 i=1

otl (14) est I'innovation linéaire de (7).

Laboratoire de statistique du CRM Modéles GARCH et a volatilité stochastique
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Exemple : agrégation du GARCH(1,1)

Proposition

Soit (€;) un processus GARCH(1,1) faible. Alors, pour tout entier
m > 1, le processus (€m:) est également un processus GARCH(1,1)
faible. Les paramétres des représentations ARMA

6% = aef_l —c+uv — by et efnt = a(m)efn(t—l) = C(m) + V(im),t — b(m)V(m),tfl

sont liés par les relations

m 1—a™
Um) =@ Cm) = ¢
b(m) o am_lb(l = az)
14062 (1—a?)(1+b2a2m=1) + (a — b)2(1 — a2(m—1))’

(m)

Laboratoire de statistique du CRM Modéles GARCH et a volatilité stochastique
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Autres exemples de processus GARCH faibles :

o GARCH observé avec erreur de mesure

o Agrégation contemporaine : combinaison linéaire de processus
GARCH indépendants

o GARCH 3 coefficients aléatoires (ex. fonction d'une chaine de
Markov)
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Constatation empirique : I'accroissement de volatilité di a une
baisse des prix est généralement supérieur a celui résultant d'une
hausse de méme ampleur.

Symétrie des modéles GARCH standard :
Si (n¢) a une loi symétrique et (o) est symétrique en ¢;_;,7 > 0 :

cov(oy, ) =0, h>0.

& cov(e,e_p) = cov(e; ,&-p) =0, h>0,

6 = max(e,0), € = min(e,0).
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Autocorrélations empiriques du CAC 40 (1988-98)

1 2 3 4 5 10 20

plet,ei_n) 0030 0005 —0032 0028 —0046 0016  0.003
p(letl le—pl) 0090 0100 0118  0.099  0.086  0.118  0.055

ﬁ(ej’,et_h) 0.011 -0.094 —-0.148 -0.018 —0.127 —0.039 —0.026

En rouge les paramétres statistiquement significatifs au niveau 5%, en utilisant 1/n
comme approximation de la variance des autocorrélations, pour n = 2380.
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Modéle GARCH exponentiel (EGARCH)

€t = Ot
{ logo? =w+ Y0, aig(ni—i) + Z?:l B;log Ut2—j
ou
9(me—i) = One—i + Y[|me—i| — Elne—il]-

o Modélisation multiplicative de la volatilité
q P 5
2 2 j
op =€ Hexp{aig(m—z)} H (Ut—j) ’

i=1 j=1

o Pas de contraintes de signes a priori mais les conditions

—y<0<7vy, ®>0 ;>0

assurent que o7 croit avec le module des innovations passées

(a signe fixé).
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Modéle GARCH exponentiel (EGARCH)

{ €t = Ot
logof = w+ >0, aiglm—i) + 2521 Bjlog waz—j

9(me—i) = One—i + Y[|ne—i| — Elne—l]-

o Asymétrie prise en compte par le paramétre 6.
L'asymétrie des séries financiéres impose 6 < 0 .

o Ecriture de o2 en fonction des innovations normalisées (7;—;).
log o7 est un ARMA car (g(7;)) est un bruit blanc iid de
variance

Var[g(n:)] = 6% + 7*Var(|ne|) + 267Cov(m, |n: ).
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= Stationnarité stricte sous les hypothéses standard portant sur les
polynémes AR et MA :

q
a(z) = Z izt et Bz)=1- Zﬂizi
i=1 '

n'ont pas de racine commune et ont toutes leurs racines de module
strictement plus grand que 1.
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a(L) _ oo i _
B(L) — Zi:l AL, gn(w) = Elexp{zg(n:)}]

Moments du processus EGARCH(p, q)

Soit m un entier positif. Sous les conditions de stationnarité stricte
et si

o
H2m = E(ntzm) < o0, Hgn(mki) < o0,
i=1

(€2) admet un moment a I'ordre m

E(E™) = pame™" Hgn(m)\i).

i=1

Dans le cas gaussien, tous les moments existent. Le modéle n’est
alors pas adapté a la prise en compte de la propriété de
leptokurticité.

Laboratoire de statistique du CRM Modéles GARCH et a volatilité stochastique
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Modéle GARCH a seuil (TGARCH)

{ € = 0N
_ q + - P
R D R N DY B
o Contraintes de positivité
w >0, A+ >0, Qg — >0, ﬁz > 0.

o A travers les oy et o; _, la volatilité présente dépend a la fois
du module et du signe des innovations passées.

o Modéle symétrique si pour tout i =1,...,q,
Q; = QG — = Q.

q p
ot =w+ Z ai|6t_i| + Z'Bjat_j
i=1 j=1
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Stationnarité :

étude fondée sur

+ - _ =
€& = Otlly > € = 0l -
Conséquences :
max{p,q}
o =w+ Z a;i(Nt—i)ot—i, a;(z) = ai7+z+ — 2" + b
i=1

En particulier si p = ¢ = 1 le modéle admet une unique solution
strictement stationnaire non anticipative ssi

E{loga(n:)} <0

—2FE log |nt]

& ajqa;-<e avec (1) de loi symétrique.
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Toujours si p = g = 1 le modéle admet une solution stationnaire au
second-ordre ssi

El(a14m — o1,y + B1)?] < 1.

Asymeétrie : sous |'hypothése de stationnarité au second ordre, en
supposant symétrique la distribution de 7;, on a par exemple pour
le modéle TARCH(1) :

cov(or,€1-1) = (a1+ — a1 )E(ef )2 # 0

dés que a1 4+ # a1 .
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Stationnarité du modéle TGARCH(p, q) :
étude similaire a celle du modele GARCH(p, ¢) avec la
représentation vectorielle :

2 =b + Arzy 4

ou N
wn;" 5t7
—wng &
: +2 €. 2
bt — b(ﬂt) — w c RP q, z; = t:q+1 c Rp+ q7

_et—q+1
0 ot

0 Ot—p+1
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Stationnarité du modéle TGARCH(p, q) :
étude similaire a celle du modéle GARCH(p, q) avec la
représentation vectorielle :

2e=b + Atz

ou
a1, 4m; e Qg1 ag,-nf Bin/ e Bpmit
—ongn, o —oagan —agemy =Py =By
A = Ihg-1) Ox(g—1yx1  O2(g—1)x1 O2(g—1)x(p—1) O2(g—1)x1
a1 e Qg+ ag,— B e Bp
Op-1x2q-1)  Op-nx1 Op-1x1 Ip-1 Op—1x1
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Application : estimation de modéles sur I'indice CAC

Corrélogramme h +— p(|r¢|, |7¢—p|) des valeurs absolues du CAC 40 et corrélogramme croisé
h — p(|rt|, 7¢—p) mesurant les effets de levier Les traits en pointillé correspondant a £1.96/y/n

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05 | | Ll
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Ajustement par des modéles GARCH asymétriques

O GARCH(1,1) strandard

Ty = 5.10~* + €, €& =0tNt, Mt~ N(O, 1)
(2.107%)
a? 8100 + 009 €& ,+ 084 o2,
(2.1079) (0.02) (0.02)
O EGARCH(1,1)
re = 4.107% 4+ &, e=orm, ne~N(0,1)
(2.107%)
logo? = —064 + 015 ( —053 ne 1+ || —/2)
(0.15) (0.03) (0.14)
+ 0.93 Iogcri1
(0.02)
9 QGARCH(1,1)
e 3.107% 4+ &, e=oin, me~N(0,1)
(2.107%)
o7 = 9100 + 007 &, — 9.107* -1 + 085 o2,
(2.1079) (0.01) (2.107%)

(0.03)
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Ajustement par des modéles GARCH asymétriques

0 GJR-GARCH(1,1)

re = 4. 10~% + €t, € =O0tMNt, Nt~ N(O, 1)
(2.107%)

o7= 11075 + 013 &_;, — 010 ¢_ 1, 50y + 084 o7,
(2.1076) (0.02) (0.02) (0.03)

0 TGARCH(1,1)

re = 4.107% + &, e=otm, m~N(01)
(2.107%)

op = 8.107%* 4+ 003 ¢ ; — 012 ¢, + 087 ot
(2.107%) (0.01) (0.02) (0.02).

Log-vraisemblance des différents modéles

GARCH EGARCH QGARCH GJR-GARCH TGARCH
log Ly, 7393 7404 7404 7406 7405
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Volatilités des modéles estimés

500 premiéres valeurs de I'indice CAC40 et volatilité estimée (x10*) par les modéles GARCH(1,1)
ordinaire, EGARCH(1,1), QGARCH(1,1), GJR-GARCH(1,1) et TGARCH(1,1)
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Distances entre modéles estimés :

Moyenne des carrés des écarts entre les volatilités estimées (x10%0).

GARCH EGARCH QGARCH

GARCH 0 10.98 3.58
EGARCH 10.98 0 3.64
QGARCH 3.58 3.64 0

GJR 7.64 6.47 3.25
TGARCH 12.71 1.05 4.69

GJR
7.64
6.47
3.25
0
9.03

TGARCH
12.71
1.05
4.69
9.03
0

volatilités estimées par modéles EGARCH et TARCH, puis TGARCH et GJR-GARCH : nuage des points

2 2 2 2
(72 TGARCH — 7% GARCH" 7% EGARCH — 7% .GARCH) + (raphe de gauche)
2 2 2 2 .
(72 TGARCH — 7% GARCH" 7%.GIR-GARCH — 7%.GARCH) (graphe de droite)



Définitions, Représentations
Etude de la stationnarité
Asymétries et autres spécifications

Loi marginale : série réelle vs modéles estimés

Variance (x10*) et Kurtosis de la série du CAC 40 et de simulations de longueur
50000 des 5 modéles estimés.

CAC40 GARCH EGARCH QGARCH GJR TGARCH
Kurtosis 5.9 3.5 3.4 3.3 3.6 3.4
Variance 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3

Nombre de rendements du CAC en dehors de 7 + 36
THEO est la valeur théorique moyenne quand la loi conditionnelle est A'(0, 52).

THEO GARCH EGARCH QGARCH GJR TGARCH
6 17 13 14 15 13
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Asymeétries : série réelle vs modeles estimés

500 premiéres valeurs de I'indice CACA40 et volatilité estimée (x10*) par les modéles GARCH(1,1)
ordinaire, EGARCH(1,1), QGARCH(1,1), GJR-GARCH(1,1) et TGARCH(1,1)
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