Théorie de Galois. Mat 3661
Devoir 5. Date limite: le 3 avril 2019

Pour obtenir le maximum de points, faites 2 problemes parmi 1-4 et 1 probleme parmi 5-7.

1. Soit K le corps de décomposition de f(z) = (z* — 2)(2? — 3)(z* — 5). Déterminez
Gal(K/Q). Faites une liste de tous les sous-corps E tels que Q C E C K et indiquez
pour chacun d’eux le sous-groupe Gal(K/E) de Gal(K/Q) qui lui correspond. Vous
pouvez vous servir du fait que [K : Q] = 8.

2. Trouvez le groupe de Galois sur Q de x* — 142% + 9 (vous pouvez supposer sans preuve
que le polynome est irréductible sur Q) et décrivez le treillis de toutes les sous-extensions
et les sous-corps correspondents.

3. Soit K le corps de décomposition de 2% — 2 sur Q. Le groupe de Galois G = Gal(K/Q)
est calculé sur pages 577-581 du Dummit et Foote. Il est

G={(o7:0°=7"=1,70T =0").

(groupe quasi-dihedral).
Utilisez I'information du livre pour répondre aux questions suivantes.

a) Montrez que Hy = (o) ~ Z/87Z et que Hy = {0 ,7) ~ D, (le groupe dihedral avec 8
éléments). Aussi Hz = (0%, 70%) ~ Qg (Le groupe quaternionic de 8 éléments. Il n’est
pas nécessaire que vous prouviez ¢a, mais I'information sera utile plus tard). Montrez
que les trois groupes sont normales sur G.

b) Montrez que K donne des extensions Galoisiennes sur Q(v/2), Q(i), et Q(v/—2) avec
groupes de Galois qui sont dihedral, cyclique, et quaternionic.

c¢) Décidez (il ne faut pas justifier) quelles sont les sous-extensions du corps de décomposition
de 28 — 2 qui sont Galoisiennes sur Q. (Utilisez les diagrammes des pages 580 et 581
pour avoir la liste de toutes les sous-extensions).

4. Soit K/F une extension Galoisienne finie avec groupe de Galois G et soit « € K. Nous
définons la norme de o de K sur F' comme

Nisr(a) = [] o(a).

ceG

(a) Montrez que Ng,/p(a) € F.
(b) Montrez que Ng/r(af) = Nk/r(a)Ng/p(B) € F.
(¢) Soit K = F(v/D) une extension quadratique de F (char(F) # 2). Montrez que

NK/F(CL + b\/ﬁ) = (12 - b2D



(d) Soit mg r(z) = 2%+ ag_12%7' 4+ -+ + a1z + ao le polynéme minimal de o sur F et
soit n = [K : F]. Prouver que d|n, que les d conjugés de Galois de « sont repétés n/d
fois chacun dans le produit de la norme et que

Nig/p(a) = (=1)"ag".

(e) Si a € F, montrer que Ng/p(aa) = a"Ng/p(ar).

(f) Supposons que o € K est de la forme o = % avec J € K* et 0 € G. Montrez que
NK/F(Q/) = 1.

(g) Soit G cyclique d’ordre n, engendré par o. Montrez que si @ € K est tel que
Ng/p(a) =1, alors il y a f € K* tel que a = %

Piste: par I'indépendance linéaire de caracteres, montrer qu’il y a un # € K tel que
B =0 + O[O'(g) —+ (OZO'OZ)O’Q(H) + -+ (aaa . O.H—Qa)o_n—l(g)

avec 3 # 0.
5. Soit f(z) =a?" —x + 1 € Fy[z] (p premier).

a) Montrez que si « es une racine de f(z) et a € Fyn, o+ a est une racine de f(z) aussi.
Concluez que toutes les racines de f(x) sont de la forme o + a avec a € Fyn.

b) Soit F' le corps de décomposition de f(x) sur F,. Montrez que F,n C F et que
[F:Fpn] =p.
c¢) Concluez que f(x) est irréductible sur F, ssin =1oun=p=2.

6. a) Montrez que la conjugaison complexe sur Q(¢;) donne I'automorphisme o;,_; € Gal(Q((;)/Q).
Montrez que le corps K+ = Q(¢; + (') est le sous-corps invariant de K = Q((;) par

o1—1. (Alors, K est le sous-corps réel maximal de K.) Montrez que [K : K] = 2 si
[>2.

b) Soit K, = Q((an+2) avecn > 0 et (; = T dans cette question. Soit oy, = Conse —l—CQ_an
et K;F = Q(a,) le sous-corps réel maximal. Montrez que a2, = 2 + «, et que

an:\/2+\/2+\/...+\/§ n fois.

7. Montrez que @(\3/5) n’est pas une sous-extension d’un corps cyclotomique sur Q.

Probléemes sugérés (a ne pas remettre) du Dummit et Foote :
14.2.15, 14.2.18, 14.2.27, 14.3.3, 14.3.8, 14.4.2, 14.5.3
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