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Notes

Les symboles N, Z, Q,R et C dénotent les ensembles des nombres naturels, entiers, ra-
tionnels, réels et complexes, respectivement. De plus, on écrit Z>, pour dénoter ’ensemble
des entiers > a, Q., pour dénoter ’ensemble des rationnels < a, etc. On n’inclut pas le
nombre 0 & ’ensemble de nombres naturels, c’est-a-dire N = Z>,.

La plupart d’exercices de ces notes sont pris par le livre de D. S. Dummit et R. M. Foote
“Abstract Algebra", 3éme édition, John Willey and Sons, Inc., Hoboken, NJ, 2004. Quand
c’est le cas, le numéro de I'exercice et la page ou elle se trouve au livre de Dummit et Foote
sont indiqués.
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Chapitre 1

Sommes de deux carrés

On commence en étudiant une question trompeusement simple : quels entiers peuvent
s’écrire comme la somme de deux carrés. La réponse a cette question nous ameénera de fagon
naturelle & plusieurs notions importantes de la théorie d’anneaux qu’on développera de fagon
systématique aux prochains chapitres.

En langage mathématique, on veut classifier les entiers n qui peuvent étre exprimés
comme n = z% + y? pour quelques z,y € Z. Si une telle representation existe, on écrira
n = U+ 0. Evidemment, il faut que n > 0. Cependant, il existe d’entiers positifs qui ne sont
pas de la forme [+ [. Par exemple, 3 # [+ 0. Voici les premiers membres de la suite de
nombres représentables comme la somme de deux carrés :

0,1,2,4,5,8,9, 10,13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37, 40, 41, 45, 49, 50, 52,
(1.1) 53,58,61,64,65,68,72,73,74,80,81,82,85,89,90, 97,98, 100, 101, 104, 106, 109,
113,116,117, 121, 122, 125, 128, 130, 136, 137, 144, 145, 146, 148, 149, 153, 157, 160, . ..

La suite ne semble pas d’avoir de régularité.
Par contre, si on forme la suite des entiers non-negatifs qui sont la différence de deux
carrés, on voit tout de suite une structure rigide :

0,1,3,4,5,7,8,9,11,12,13,15, 16,17, 19,20, . ..
Il semble que n = (J— [ s-si n #Z 2 (mod 4). En effet, si n = 22 —y?, alors n = 0, £1 (mod 4),
car 22 = 0,1 (mod4) et y> = 0,1 (mod4). Vice-versa, si n # 2(mod4), alors n = ab, ou
a = b(mod2). Donc, n = 22 — y?, ol z et y sont définis par les équations

a=x+y et b=x—y,

qui possédent de solutions entiéres car a = b (mod 2).

La clé derriére la démonstration ci-dessus est la factorisation 22 — y* = (v — y)(z + ¥).
On peut employer une idée semblable pour étudier la suite (1.1). On ne peut pas factoriser
I'expression 22 + y? sur les entiers, mais on peut le faire si on passe aux entiers gaussiens

Z[i] == {z +iy|x,y € Z},

6



qui sont un sous-ensemble des nombres complexes. Sur Z[i], on a que
2 2 . . . .12
"ty = (z+iy)(r —iy) = |z + iyl

oil |z 4 iy| dénote la valeur absolue du nombre complexe z + iy. A partir de cette relation,
on voit que

(a®> +0*)( + d%) = |a + ib|*|c + id|* = |(a + ib)(c + id)|* = |ac — bd + i(ad + bc)|?
= (ac — bd)* + (ad + bc)?.

On a montré alors que si m = O+ et n = 40, alors mn = 40, c’est-a-dire la suite de
nombres qui sont la somme de deux carrés est multiplicative. Vu que les nombres premiers
sont les « atoms » de la multiplication, il est naturel d’étudier quels nombres premiers sont
la somme de deux carrés. Les nombres premiers de la suite (1.1) sont

2,5,13,17,29,37,41,53,61,73,89,97,101, 109, 113, 137, 149, 157, . ..
Apreés une bréve examination de la suite ci-dessus, on ose a constater :
Conjecture 1.1. Sip est un nombre premier, alors p =040 s-sip =2 ou p = 1 (mod 4).

Une partie de notre conjecture est facile & établir : on a que 2 = 12 + 12. De plus,
si p = 3(mod4), alors p ne peut pas s’écrire comme la somme de deux carrés. En effet,
2?2 = 0,1 (mod 4) pour tout x € Z, donc 2? + y* = 0, 1,2 (mod 4) pour tous z,y € Z. On
trouve, alors que p # 0+ O quand p = 3 (mod 4).

La partie difficile de notre conjecture est de montrer que les nombres premiers p =
1 (mod 4) peuvent s’écrire comme la somme de deux carrés. Pour montrer ce fait, on étudiera
la structure algébrique des entiers gaussiens. On voit tout d’abord que l’ensemble Z[i] est
fermé sous les opérations usuelles d’addition, de soustraction et de multiplication de nombres
complexes. Cependant, Z[i| n’est pas fermé sous la division. On voit alors que Z[i| a une
structure algébrique similaire avec Z. (Comme on le verra au prochain chapitre, les deux
ensembles sont d’anneaux entiers.)

Etant données les similarités entre Z et Z[i], on peut définir la notion de divisibilité dans
Z[i] : si o, B € Zi] avec 5 # 0, on écrit fla sl existe v € Z[i] tel que a = By. Par conséquent,
on peut aussi parler d’entiers gaussiens premiers : on veut définir o = x + iy d’étre premier
dans Z[i] s’il n’a pas une factorisation ‘non-triviale’ dans Z[i]. Sur Z, chaque entier n posséde
les factorisations triviales n = 1-n et n = (—1)(—n). La raison est que les réciproques des
entiers 1 et —1 sont aussi entiers! De maniére analogue, les entiers gaussiens dont 'inverse
est aussi dans Z[i] sont de facteurs triviaux de chaque entier gaussien. A part de 1 et -1, les
nombres i ont aussi cette propriété : 1/i = —i et 1/(—i) = i. Donc, chaque gaussien a a
les factorisations triviales

a=1-a=(-1)(-a)=1i-(—ia) = (—i)(ia).

Il est facile de voir que les nombres +1, £ sont les seuls gaussiens dont le réciproque est aussi
gaussien. En effet, si x +iy € Z[i] \ {0} est tel que 1/(xz +1dy) € Z[i], alors 1/(z +iy) = a+1ib



8 CHAPITRE 1. SOMMES DE DEUX CARRES

pour quelques a,b € Z avec a + ib # 0. En particulier, |1/(x + iy)|*> = a®* + b* > 1, d’ou
2% +y? < 1. Puisque x + iy # 0, on trouve que 22 + y* = 1. On a alors montré que

{z +iy € Zli] : 1/(x +iy) € Z}i]} = {&1, +i}.

Maintenant qu’on a classifié les facteurs triviaux dans Z[i], on peut définir la notion de
primalité dans Z[i] : si « € Z[i] \ {0,£1,£i} a une factorisation de la forme o = (v, ou
B, € Z[i] \ {£1, +i}, on dit que a est composé gaussien ; sinon, on dit qu’il est premier
gaussien.

Observez que chaque nombre entier n > 1 qui est la somme de deux carrés est un composé
gaussien : on a que n = x2 +y? = (z +iy)(x — iy) et, puisque n > 1, les facteurs x 4 iy sont
non-triviaux. En particulier, 2 = 12 + 12 = (1 +4)(1 — 1) et 5 = 12 4+ 2% = (1 + 24)(1 — 21)
sont de composés gaussiens. Un réciproque partiel existe aussi :

Lemme 1.2. Si p est un premier dans Z qui est composé dans Zli], alors p est la somme
de deux carrés.

Démonstration. Par hypothése, on a que p = (a + ib)(c + id) pour quelques a + ib, c + id ¢
{%1, £i}. Donc

P2 =|(a+ib)(c+id)]> = |a +ib|*|c + id|]* = (a® + b*)( + d?).

Puisque a + ib,c + id ¢ {+1,+i}, on a que a® + b*,¢* + d> > 1. La primalité de p alors
implique que p = a? + b* = 2 + d>. O

D’apreés le lemme 1.2, la preuve de la conjecture 1.1 est réduite a montrer que chaque
premier p = 1 (mod4) est un composé gaussien. Le resultat-clé est le lemme suivant de la
théorie des nombres, venant de la théorie des résidus quadratiques :

Lemme 1.3. Soit p un premier impair. L’équation > = —1 (modp) a de solutions sur Z
s-si p=1(mod4).

Démonstration. Soit k = (p — 1)/2 et soit,

G = (Z/pZ)* = {n(modp) : (n,p) = 1} = {1 (modp),2 (modp),...,(p— 1) (modp)},

le groupe multiplicatif mod p. S’il existe x € Z tel que 2> = —1(modp), alors 2% =
(—1)* (mod p). Nécesairement, p { . Vu que 2k = p — 1 = #G, le théoréme de Lagrange
implique que 22* = 1 (mod p), d’oi1 on déduit que (—1)* = 1 (mod p). Puisque 1 #= 1 (mod p)
de notre hypothése que p est impair, on trouve que k est pair, ¢’est-a-dire p = 1 (mod 4).
Vice versa, supposons que p = 1 (mod 4), pour que k soit pair. Les nombres +£1, £2, ... £k
forment un systéme complet de représentants des résidus réduits mod p, c’est-a-dire G =

{£j (modp) : 1 <j < k}. Donc
Hg =1-2k-(=1)-(=2)--(=k) = (=1)"E* = k> (modp).
geG

D’autre coté, puisque G est un groupe multiplicatif, chaque g € G posséde un inverse. De
plus, g = g~ ' s-si g> = 1 (modp), s-si p|(g> — 1) = (9 — 1)(g + 1), s-si plg — 1 ou p|g + 1, s-si



g = £1(modp). Donc, les membres de G \ {1, —1} peuvent étre divisés en paires distincts
de la forme {g,¢g~'}. Par la suite

ng—l-lz—l(modp),

geG
ce qui montre la solubilité de I'équation 22 = —1 (mod p) en prenant z = k!. O
On peut maintenant démontrer qu’un premier p = 1(mod4) est la somme de deux

carrés. D’apres le lemme 1.2, il suffit de montrer qu’il est un gaussien composé. Supposons,
au contraire, que p est un premier gaussien. D’aprés le lemme 1.3, il existe x € Z tel que
plr? + 1= (z —i)(x + i) (ou la division ici est sur Z). Puisque p est un premier gaussien, il
faut que plx + i ou plx — i (ou la division ici est faite sur Z[i]). Pour simplicité, supposons
que plx + i, c’est-a-dire il existe m,n € Z tels que z +i = (m + ni)p. En particulier, 1 = pn,
ce qui est absurde. Le cas ou p|x — i est traité de maniére similaire. On a alors montré la
conjecture 1.1. Ou, peut-étre, non ?

On re-examine 'argument de la paragraphe précédente : on a constaté que si p est un
gaussien premier et p|(x+i)(z —1), alors soit p|x +i ou p|z —i. Est-ce que cette déduction est
évidente 7 Le résultat analogue est vrai sur Z, mais sa vérité est fondamentalement liée avec
le théoreme fondamental de ’arithmétique. La factorisation unique n’est pas évidemment
vraie dans Z[7] ; il faut la montrer !

Pour expliquer I'importance de ce point subtile, on construit un ensemble similaire & Z][i]
ou le théoréme fondamental de I’arithmétique est violé. C’est I’ensemble

Z[\V/—=5] == {a +bv/~5|a,b € Z}.

Comme les entiers gaussiens, ’ensemble Z[i] est fermé sous la multiplication, I’addition et la
soustraction d’éléments. De plus, dans Z[v/—5] on a les factorisations

6=2-3=(1++V-5)(1—-+/-5).

Ces deux factorisations sont différentes de fagon essentielle, comme on 'explique ci-dessous.

Fait 1 : les facteurs triviaux de Z[v/—5] sont les nombres +1. Pour montrer ce fait, on
utilise I'argument qu’on a vu pour Z[7] : si a+by/—5 est un élément non-zéro de Z[v/—5] dont
le réciproque 1/(a + by/—5) est aussi dans Z[/—5], il faut que a* + 5b* < 1. Par conséquent,
b=0et a==+l1.

Fait 2 : les nombres 2, 3, 1+£+/—5 ne se factorisent pas de fagon non-triviale dans Z[v/—5].
En effet, si 2 = (a + by/—5)(c + dv/—5) avec a + by/—b, ¢ + d\/—5 # %1, on aurait que

4 =la+bvV—5P|c+dv-5* = (a* + 5b°)(c* + 5d°) = a*+5b =c+5d* =2,

ce qui est impossible. De maniére analogue, on peut montrer que les nombres 3,1 £+ /=5
n’ont pas de factorisation non-triviale.

Le fait 2 ne suffit pas pour contredit la factorisation unique dans Z[y/—5]. Par exemple,
dans Z on a que 4 = 2-2 = (—2) - (—2) et les facteurs 2 et —2 ne se factorisent pas de fagon
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non-triviale. Pour conclure la preuve que la factorisation unique est violé dans Z[/—5], il
faut montrer un dernier fait.

Fait 3 : il n’existe pas un facteur trivial u € Z[v/—5| tel que 2 = w - (1 + /=5) et
3 =ul(1-+/=5). En effet, les seuls facteurs triviaux sont les nombres 41, mais les
nombres 2,3, +1 £+ 1/—5 sont tous distincts.

On a alors montré que le théoréme fondamental de arithmétique est violé dans Z[v/—5].
Afin de compléter la preuve de la conjecture 1.1, il faut donc trouver une fagon de montrer
que le théoréme fondamental de l'arithmétique reste vraie dans Z[i]. Pour le faire, on va
imiter la démonstration de ce théoréeme dans Z. La clé dans sa démonstration est le lemme
d’Euclide :

Lemme 1.4 (lemme d’Euclide). Si p est premier et p|lab pour quelques entiers a et b, alors
pla ou plb.

Démonstration. Supposons que p 1 a. Soit d = pged(a, p). Par définition, d est un facteur
positif de p. Mais p est premier et ses seuls facteurs positifs sont less nombres 1 et p. Puisque
p 1t a, il faut que d = 1. On sait que le plus grand commun diviseur de deux entiers est une
combinaison linéaire de ces entiers. En particulier, 1 = ax 4 py pour quelques x,y € Z, d’ou
b = abx + pby. Puisque p|ab et p|p, on a que p|labx + pby = b. ]

On voit que la clé de la démonstration du lemme d’Euclid est 1'algorithme euclidien qui
nous a permis d’écrire pged(a, p) comme une combinaison linéaire de a et de p. Finalement,
le point de départ pour la démonstration de ’algorithme euclidien est la division euclidienne.
Le résultat analogue dans Z[i] est donné par le le théoréme suivant :

Théoréme 1.5. Si z,w € Z[i] avec w # 0, alors il existe q,r € Z[i] tels que |r| < |w| et
Z=quw+r.

Démonstration. On considére le quotient z/w = = + iy pour quelques z,y € Q. Il existe
des entiers a, b tels que |z — a|,|y — b] < 1/2. On pose ¢ = a + ib, pour que |z/w — q|* =
|z —al?>+|y—b?<1/4+1/4=1/2. Donc r := z — quw a magnitude |r| < |w|/v2 < Jw|. O

En utilisant le théoréme 1.5, on peut montrer que le pged de deux nombres gaussiens
z,w est une combinaison linéaire de z et w. On peut alors démontrer I’analogue du lemme
d’Euclid sur Z[i]. On verra les détails au chapitre 3.

La preuve de la conjecture 1.1 est enfin compléte. On peut utiliser ce résultat pour

répondre & notre question de classification des entiers qui sont la somme de deux carrés :

Théoréme 1.6. Considérons n € N et sa factorisation premiére n = pi*---plr. Le nombre
n peut étre écrit comme la somme de deuz carrés s-si 2|v; quand p; = 3 (mod 4).

Démonstration. Sin = pi*---p¥r posséde la propriété que 2|v; quand p; = 3 (mod 4), alors
on peut I'écrire n = d?m, ol

1<i<r
pi=2 ou p;=1(mod4)
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Du théoréme 1.1, on trouve que p; = x? + y? quand p; = 1 (mod 4). Aussi, on a trivialement
que 2 = 12+ 12, Comme on I'a vu, le produit de sommes de deux carrés est aussi une somme
de deux carrés. Donc, m = z* + y? pour quelques z,y € Z. Par la suite, n = (dz) + (dy)?, ce
qui est ce qu’il fallait démontrer.

Réciproquement, supposons que n = x> + y%. On pose d = pged(z,y) et on écrit x = da
et y = db, ou pged(a,b) = 1, pour que n = d?(a® + b?). 1l suffit de montrer que a* + b?
n’est pas divisible par de nombres premiers p = 3 (mod 4). En effet, soit p|a® + b* p > 2. On
affirme que p 1 b. Sinon, le fait que pla® + b* impliquerait que p|a. Ceci contredit le fait que
pged(a, b) = 1. Donc, on a montré que p 1 b. En particulier, b est inversible mod p. Puisque
a’ + b* = 0 (mod p), on trouve que (ab~')? = —1 (mod p). La deuxiéme partie du lemme 1.3
alors implique que p = 1 (mod 4), ce qui termine la démonstration. ]

Le dernier théoréme de Fermat

La théorie d’anneaux est née due a un effort de généraliser les résultats de 'arithmétique
de Z a des ensembles plus généraux, comme l’ensemble Z[i]. En fait, historiquement, un
ensemble dont I'étude a joué un role important dans le développement de la théorie d’anneaux
est

Z[Cn] = {ao + CL1C + -+ an_lcn_l ‘ ag, A1, ...,0p-1 € Z},

oil ¢, = e¥™/™ est une n-iéme racine de I'unité. Quand n = 4, on revient a Z[i]. L’ensemble

Z[(,] est important dans I’étude d’un probléme fameux, le dernier théoréme de Fermat.
Posé par Fermat comme une affirmation en 1637, ce probléme demande de montrer que
I’équation

n’a pas de solutions sur les entiers avec xyz # 0. La pertinence de Z[(,] est facile & voir : si

(x,y, z) est une solution, alors
n

"t =z2"—y".
Les racines du polynome " — 1 sont les nombres 1,¢,¢?,...,¢" !, donc t" — 1= (t — 1)(t —
¢)-+- (t = ¢ 1. Par la suite,

==y (z—Cy) (2= TNy,

On voit alors que le produit des nombres z — (‘y € Z[(,] pour j € {0,1,...,n — 1} est
une n-iéme puissance. Si on savait, par exemple, que les nombres z — (/y sont deux a deux
copremiers dans Z[(,], ainsi que le théoréme fondamental de I'arithmétique est vrai dans
Z[(,), on pourrait en déduire que z — (’y est une n-iéme puissance dans Z[(,]. En 1847, Lamé
a publié une fausse démonstration du dernier théoréme de Fermat basée sur I’hypothése que
le théoréeme fondamental de arithmétique est vrai dans les ensembles Z|[(,,]. Cependant, ceci
n’est pas toujours vrai, comme Kummer 1’a montré en 1844 (son article original a été publié
dans journal obscur et il a été re-publié en 1847 [Jour. de Math. 12 (1847) 185-212|).

La « réparation » de la factorisation unique dans Z[(,,| et des ensembles similaires a amené
a 'introduction de la notion fondamentale des idéaux qu’on va étudier au chapitre 4.
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1.1 Exercices
EXERCICE 1.1. Etant donné un entier d, définissons
ZIVd) = {a+bVd|a,b e 7},

ainsi que la fonction-norme N(a + bv/d) := a® — db>.

(a) Montrez que Z[v/d] est fermé sous 'addition, la soustraction et la multiplication de
nombres complexes.

(b) Montrez que N(a3) = N(a)N(B) pour tous a, § € Z[V/d|.
(c) Déterminer sile théoréme fondamental d’arithmétique est vrai quand d = £2, 43,5, +11.

EXERCICE 1.2. On sait que I’équation z? = —2(modp) a de solutions s-si p = 2 ou p =
1,3 (mod 8). Montrez qu'un nombre naturel n peut s’écrire comme n = x2+2y? pour quelques
entiers x,y s-si la puissance exacte de chaque premier p = 5,7 (mod 8) divisant n est paire.

EXERCICE 1.3. Soit

O(V5) = {#gm,beﬂ aEb(mOdZ)}.

(a) Montrez que O(v/5) est fermé sous I'addition, la soustraction et la multiplication de
nombres réels.

(b) Déterminer si le théoréme fondamental d’arithmétique est vrai dans O(y/5).



Chapitre 2

Lexique d’anneaux

2.1 Notions de base

Un ensemble A muni de deux lois de composition internes qu’on dénote par + et par -,
et qu’on appelle « addition » et « multiplication », respectivement, est appelée un anneau
si:

(i) (A,+) est un groupe abelien, c’est-a-dire :
— a+b=>b+ a pour tous a,b € A.
— il existe un élément neutre 0 € A tel que a + 0 = a pour tout a € A.
— chaque élément a € A posséde un opposé, c’est-a-dire il existe un élément b € A
tel que a +b = 0. Cet élément est unique (montrer cette affirmation comme
exercice) et on le symbolise par —a.
(ii) la multiplication est associative : a - (b-c¢) = (a-b) - ¢ pour tous a, b, c € A.
(iii) la multiplication est distributive par rapport a 'addition : a- (b+¢) =a-b+a-c et
(a+b)-c=a-c+b-c, pour tous a,b,c € A.
Souvent, on utilise la notation (A, +, ) pour dénoter 'anneau A et ses opération de I’addition
et de la multiplication. De plus, on adopte la convention usuelle que la multiplication est
exécutée avant 1'addition et la soustraction. Par exemple, au lieu d’écrire —(a - b), on écrit
—a - b. Finalement, on omet fréquemment le symbole - et on écrit ab au lieu de a - b.
Les anneaux possédent souvent des autres propriétés utiles :
(iv) Si la multiplication est commutative, alors on appelle A commutatif.
(v) S’il existe un élément 1 € A tel que a-1 =1-a = a pour tout a € A (c’est-a-dire, si
la multiplication posséde un élément neutre), alors on appelle A unitaire. L’élément

1 est défini de fagon unique (montrer cette affirmation comme exercice) et est appelé
I'unité de A. Si on veut souligner que 1 est I'unité de A, on le dénote par 14.

Si (A, 4+, ) est un anneau et B C A, on dit que B est un sous-anneau de A si B est un
anneau par rapport aux mémes opérations d’addition et de multiplication. Pour vérifier que
B est un sous-anneau de A, il suffit de montrer que :

e BH0D;
e o —b e B pour tous a,b € B;

13
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e ab € B pour tous a,b € B.

Exemple 2.1. L’exemple de base est 'ensemble des entiers Z, muni des opérations usuelles
de I'addition et de la multiplication. D’autres exemples sont les ensembles Q, R, C, ainsi que
les ensembles Z[i], Z[\/=5] et Z[(,] qu'on a vu au chapitre précédent. Tous ces ensembles
sont des anneaux commutatifs unitaires.

Exemple 2.2. Pour chaque n € Zsq, le quotient Z/nZ, muni des opérations usuelles de
I’addition et de la multiplication, est un anneau commutatif unitaire.

Exemple 2.3. Pour chaque n € Zs;, l'ensemble M, (C) de matrices carrés n x n aux
coeflicients complexes, muni des opérations usuelles de ’addition et de la multiplication de
matrices, est un anneau unitaire. Cependant, cet anneau n’est pas commutatif.

Exemple 2.4. Etant donné un anneau (4, +,-), on définit ’ensemble de polynémes sur
A par
Alx] :=={ap+ a1z + -+ + apx™ : n € Zxp, ag,as,...,a, € A}.

On muni cet ensemble de deux opérations, définies comme suivant. Soient f(x) = a9+ a1z +
s ama™ et g(x) = bg+bix+- - -+ bya™ deux polynomes sur A. On met a; = 0 pour j > m,
bj = 0 pour j > n, k = max{m,n} et £ =m+ n. On définit alors

f(x) 4 g(z) := (ag + bo) + (ay + b))z + - - (ap + bp)z",

et
¢

f(ﬁ) . g(x) = C +cx+ -+ e , ou C; = Clobj + albj_l 4+ -+ Cljbo.
C’est facile de vérifier que A[z] devient un anneau avec ces deux opérations. De plus, il hérite
des propriétés de A : 'anneau A[x] est unitaire si et seulement A 'est; de méme pour la
commutativité.

Une notion importante dans les anneaux polynomiales est le degré d’un polyndéme :
étant donné f(x) € A[z]\ {0}, on définit son degré deg(f) comme le plus grand entier n > 0
tel que le coefficient a,, de la puissance 2" est non-zéro. On appelle a,, le coefficient en téte
de f(x). Un polynome sur un anneau unitaire non-trivial dont le coefficient en téte est égal
a 1 est appelé unitaire. Finalement, on pose deg(0) = —oo par convention. Le degré obéit
les inégalités importantes suivantes :

deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} et deg(fg) < deg(f)+ deg(g).

La deuxiéme inégalité est une égalité pour les polynémes sur C, mais ceci n’est pas le cas en
général : par exemple, sur Z/4Z on a que deg(2x) = 1, mais deg((2z)?) = —oo. Ce probléme
est lié a l'existence de diviseurs de zéro qu’on discute plus bas.

Remarque 2.5. L’anneau polynomial A[x] ne doit étre confondu avec ’anneau de fonctions
polynomiales, c’est-a-dire ’anneau

B={f:A— Al3dag,...,a, € A tels que f(x) =a9+a1x+ -+ a,a" Vx € A}.
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En effet, méme si dans plusieurs cas importants on a B = A[x] (par exemple, quand A = C),
ceci n'est pas le cas en général. Par exemple, si A = Z/pZ, alors 'expression 2P — x est
non-zéro comme polynéme, méme si ¥ — z = 0 (mod p) pour chaque z € Z/pZ d’apreés le
petit théoréme de Fermat (ou le théoréme de Lagrange appliqué sur le groupe multiplicatif

(Z/pZ)*).

Exemple 2.6. Plus généralement, on définit ’anneau polynomial aux n variables x4, ..., x,
par

J1 Jn
— Ji in .
A[I‘l,...,l’n] = E 5 Ay jn ] x% -J17"'7J7LEZZO7 Qjy,..., JneA :

On laisse comme exercice la définition de deux opérations qui rend cet ensemble un anneau.
Dans cet anneau, le degré de f(xy,...,2,) # 0 est défini par deg(f) = max{j; + -+ Jjn :

.....

la convention que deg(0) = —o0.

Exemple 2.7. L’ensemble 2Z = {n € Z : n pair} est un sous-anneau de Z. Notons que,
méme si Z est unitaire, 27 ne l'est pas.

Lemme 2.8. Soit A un anneauz et a,b deux éléments de A.

(a) 0-a=a-0=0;

(b) (—a)-b=a-(=b) = —ab;

(¢) (—a)(=b) = ab;

(d) si A est unitaire, alors (—1)-a = —a.
Démonstration. (a) Onaque0-a=(04+0)-a=0-a+0-a, dot on déduit que 0-a = 0.
La preuve du fait que a - 0 = 0 est similaire.

(b) On a que (—a)-b+ab= (—a+a)-b=0-b=0 par la partie (a). Donc (—a)-b = —ab,
comme affirmé. La preuve du fait que a - (—b) = —ab est similaire.

(c) Par la partie (b), on a que (—a)(—b) = a- (—(-=b)) = a - b, comme affirmé.
(d) On a que (—1)-a=1-(—a) = —a par la partie (b) et la définition de 'unité 1. [

Corollaire 2.9. Si A est unitaire et 1 =0, alors A = {0}.

Démonstration. Sil=0,onaquea=a-1=a-0=0 pour tout a € A. ]

2.2 Morphismes d’anneaux

Soient A et B deux anneaux. Une application f : A — B est appelée un morphisme
d’anneaux si

fla+d)=fla)+ f(d') et f(ad")= f(a)f(d’), pour tous a,a’ € A.
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Si f est injective, on 'appelle un monomorphisme d’anneaux ; si elle surjective, on 'ap-
pelle un épimorphisme d’anneaux ; si elle bijective, on ’appelle un isomorphisme d’an-
neaux.

L’ensemble de tous les éléments de A envoyés a 0 par f est appelé le noyau de f et il
est dénoté par

ker(f) :={a € A: f(a) =0}.

Il est un sous-anneau de A. De plus, comme on le sait de la théorie des groupes, f est injectif
s-si son noyau est trivial, ¢’est-a-dire ker(f) = {0}.

Quand il existe un isomorphisme d’anneaux entre A et B, on les appelle isomorphes !
et on écrit que

A=B.

En langage simple, A et B sont isomorphes comme anneaux quand ils ont les mémes tables
d’addition et de multiplication (aprés une re-indexation de leurs éléments).

C’est facile de voir que la relation = est une relation d’équivalence. Un isomorphisme
f A — A est appelé un automorphisme de A. On dénote I’ensemble de tous les auto-
morphismes de 'anneau A par Aut(A). Muni de la composition d’application, ’ensemble
Aut(A) devient un groupe.

On étudiera les morphismes d’anneaux de fagon plus systématique au chapitre 4.5. On

conclut cette section bréve avec deux exemples.

Exemple 2.10. Tous les anneaux contenant juste 1’élément neutre d’addition sont iso-
morphes. On peut les identifier et parler de Panneau trivial. Chaque autre anneau est
appelé non-trivial. D’apreés le corollaire 2.9, si A est unitaire, alors il est non-trivial s-si

140.

Exemple 2.11. Soit A = Z et B = 2Z. Ces deux anneaux ne sont pas isomorphes : A est
unitaire, mais B ne 'est pas. Cependant, ils sont isomorphes comme groupes additifs : la
fonction A 3 n — 2n € B est un isomorphisme de groupes.

2.3 Anneaux intégres et corps

Deux classes spéciales et treés importantes d’anneaux sont les anneaux intégres et les
corps. On les étudie dans cette section.

Définition 2.12. Soit A un anneau unitaire et non-trivial.

(a) Un élément a € A est appelé inversible s’il existe b € A tel que ab = ba = 1. Le
nombre b est défini de fagon unique (montrer cette affirmation comme exercice); on

I'appelle I'inverse de a et le dénote par a*.

(b) L’ensemble de tous les éléments inversibles de A est dénoté par A* ou par A*.

(c) Si tous les éléments non-zéros de A sont inversibles, alors on appelle A un corps
gauche. Si, de plus, A est commutatif, on I’appelle un corps.

1. Littéralement, deux objets = et y sont appelés isomorphes quand leurs formes, dans le sens de leurs
apparences, sont égales.
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(d) Si K C A est un sous-anneau de A qui est aussi un corps (c’est-a-dire, 1 € K, la mul-
tiplication est commutative lorsque restreinte sur K, et chaque élément de K posséde
un inverse dans K), alors on appelle K un sous-corps de A.

Exemple 2.13. (a) Les anneaux Q,R et C sont tous de corps, contrairement aux anneaux
Z et Z[i).

(b) Si p est premier, alors I'anneau Z/pZ est un corps. Souvent, on le dénote par F,. La
lettre F' vient du terme anglais pour un corps, qui est field.

Une grande différence entre les anneaux généraux et les anneaux plus familiers, comme
Z et C, est la possibilité d’existence de diviseurs de zéro :
Définition 2.14. Soit A un anneau.

(a) Un élément a € A\ {0} est appelé un diviseur de zéro s’il existe b € A\ {0} tel que
soit ab = 0 ou ba = 0.

(b) Si A est commutatif, unitaire, non-trivial, et il n’a pas de diviseurs de zéro, on I'appelle
un anneau intégre.

Exemple 2.15. (a) Les anneaux Z et Z[i] sont intégres.

(b) Si n > 1 est composé, alors Z/nZ n’est pas intégre. En effet, il existe a,b € Z~; tels
que n = ab. Donc ab = 0 (mod n), mais n { a,b car 1 < a,b < n. On voit alors que les résidus
a (modn) et b(modn) sont de diviseurs de zéro.

Lemme 2.16. Soit A un anneau intégre. Si f(x),g(x) € Alz], alors deg(fg) = deg(f) +
deg(g)-

Démonstration. Exercice. O

Lemme 2.17. Soit A un anneau et soit a € A\ {0}.

(a) Supposons que a n’est pas un diviseur de zéro. Si ab = ac pour quelques b,c € A, alors
b=c.

(b) Si a est inversible, alors il n'est pas un diviseur de zéro.
Démonstration. (a) Si ab = ac, alors
0=ab—ac=ab+a-(—c)=a-(b—c),

d’aprés le lemme 2.8. Puisque a n’est pas de diviseur de zéro, il faut que b—c = 0, c¢’est-a-dire
b=c.

(b) Exercice. O

Théoréme 2.18.

(a) Si A est un corps, alors il est un anneau intégre.

(b) Si A est un anneau intégre fini, alors il est un corps.
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Démonstration. (a) Un corps est par définition un anneau commutatif, unitaire et non-trivial.
De plus, on a que A* = A\ {0}. Puisque les inversibles ne sont pas de diviseurs de zéro selon
le lemme 2.17(a), Panneau A n’a pas de diviseurs de zéro. Il est, par conséquent, intégre.

(b) Supposons que A est un anneau intégre fini. Par définition, il est alors commutatif,
unitaire et non-trivial. Il reste a montrer que si a € A\ {0}, alors a est inversible. On
consideére I'application f : A — A, définie par f(b) := ab. Puisque a n’est pas un diviseur de
zéro par 'hypothése que A est intégre, alors le lemme 2.17(b) implique que f est injective.
Mais A est fini, donc f doit étre aussi surjective. Il existe alors b € A tel que ab = 1. Ceci
conclut la démonstration. O

2.4 Corps des fractions

Méme si un anneau intégre A n’est pas toujours un corps, on peut de facon naturelle
construire un corps qui le contient. Cette construction, appelée le corps des fractions de
A, est une généralisation de la construction de Q a partir de Z. Comme le nom le dit, les
éléments de ce nouveau corps seront de fractions formelles a/b, ot a et b sont d’éléments de
A. Il faut que le dénominateur b soit non-zéro ; sinon, on va arriver a de conclusions absurdes
(justifiez cette affirmation). Pour chaque fraction a/b, alors le pair (a, b) vive dans I’ensemble

X :={(a,b) € A*: b # 0}.

On veut que les fractions a/b et ¢/d soient égales quand ad = bc. Pour formaliser cette
construction, on impose une relation a ’ensemble X, dénotée par =~ :

(a,b) = (¢,d) < ad=bec.

C’est facile de vérifier que c’est une relation d’équivalence :

e on a que (a,b) = (a,b), car A est commutatif comme un anneau intégre ;

e si(a,b) = (c,d), alors (¢,d) = (a,b), encore par la commutativité de A;

e si (a,b) = (¢,d) et (¢,d) = (e, f), alors ad = be et ¢f = de. Donc adf = bef = bde.
Puisque A est commutatif, on en déduit que daf = dbe. On peut maintenant utiliser le
lemme 2.17(a) pour déduire que af = be; en effet, d # 0, donc d n’est pas un diviseur
de zéro car A est intégre. On a alors montré que (a,b) = (e, f), comme voulu.

Puisque ~ est une relation d’équivalence, elle partage X dans quelques classes d’équiva-

lence. On dénote la classe d’équivalence de (a,b) par a/b ou par ¢, et on dénote ’ensemble

b
de toutes les classes d’équivalence par F', ¢’est-a-dire
F=X/~.
On muni F' de deux opérations :

a ¢ ad + be

ac

. o ¢ _ac
b d T b Y v AT v

Notons que si b,d # 0, alors bd # 0 car A est intégre, donc les fractions (ab + bc)/(bd) et
(ac)/(bd) sont bien définies. Il faut aussi vérifier que les deux opérations ci-dessus sont bien
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définies, c’est-a-dire si on choisit d’autres représentants des classes a/b et c¢/d, le résultat
des opérations sera le méme. Supposons, alors, que (a,b) ~ (a/,0) et (¢,d) =~ (¢, d’), pour
que ab = a'b et c¢d’ = ¢’d. On veut montrer que (a’d’ 4+ b'd)/(b'd") = (ad + bc)/(bd) et que
(a'd)/(V'd') = (ac)/(bd). De fagon équivalente, il faut vérifier que

(d'd +0'od =0b'd (ad+bc) et d'dbd="bdac,

ce qui est en effet vrai.

On a alors montré qu’on peut munir F' de deux opérations. Il faut montrer que ces deux
opérations le rend un corps. Tout d’abord, il faut vérifier qu’il est un anneau. On laisse cette
vérification comme exercice aux axioms d’anneaux - on remarque juste que I’élément neutre
de F est donné par la fraction 0/1. Le fait que K est commutatif découle facilement de la
commutativité de A. De plus, F' est unitaire avec unité la fraction 1/1. Finalement, F est
un corps : soit a/b # 0/1. On a alors que a -1 # b - 0, c’est-a-dire que a # 0. On peut donc
considérer la fraction b/a et vérifier facilement que (a/b) - (b/a) = 1/1.

La discussion ci-dessus conclut notre affirmation que I’ensemble F' est un corps. On a
aussi affirmé que F' contient A. Plus précisément, [’ contient une copie isomorphe de A,
qui ensemble A" := {a/1 : a € A}. C’est facile de voir que A = A’ comme anneaux. Un
isomorphisme est donnée par I'application a — a/1. Puisque A et A’ sont isomorphes, on
peut les identifier, c’est-a-dire, on adopte la convention que a/1 = a. Avec cette convention,
ACF.

Exemple 2.19. Si A = Z[z], alors son corps des fractions est

flx
Q) = {28 @) 90 € QoL o) 2 0}
9(x)
Quand 'anneau A est contenu dans un corps ambient K (par exemple, quand A C C),
on peut décrire son corps des fractions en terms des opérations du corps ambient K.

Théoréme 2.20. Soit A un anneau intégre contenu dans un corps K. Alors le corps des
fractions de A est isomorphe a {ab™' : a € A, b € A\{0}}, ou Uinversion de b est faite dans
K.

Démonstration. Soit F' = X/ ~ le corps des fractions de A, comme on I’a défini plus haut,
et soit E={ab™':ae€ A, be A\ {0}}. Cest facile de vérifier que I'application F' > a/b —
ab™! € E est bien définie et elle est un isomorphisme d’anneaux. Donc, F' = E, ce qui montre
le théoréme. O

Exemple 2.21. Si A = Z][i], alors son corps des fractions est isomorphe a

Qli]| ={a+bi|a,be Q}.
En effet, en appliquant le théoréme 2.20, on a que le corps des fractions de A est isomorphe

aF ={(a+bi)(c+di):a,bcdeC,(cd) #(0,0)}. Evidemment, on a que Q[i] C F.
De plus, dans C on a que

. N +bi)(c—di) ac+bd  —ad+bc
b diy-t = @ =
(a+bi)(e+di) (c+di)(c—di) 2+ d? T A+ d?

€ Q[il.
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Donc, on a aussi que F' C Q[i], ce qui montre que F' = QJi].

On fini cette section en montrant une caractérisation catégorique (i.e. référant a la théorie
des catégories) du corps des fractions comme le plus petit corps contenant A :

Théoréme 2.22. Soit A un anneau intégre et soit F' son corps des fractions.
(a) Si K est un corps contenant A, alors il existe un corps F' = F tel que A C F' C K.
(b) Supposons que E est un corps tel que :
— FE contient A;
— Si K est un corps contenant A, alors il existe un corps E' = E tel que A C E' C

K.
Donc, E = F.
Démonstration. (a) Supposons que K est un corps contenant A. Si F' := {ab™' :a € A, b €

A\{0}}, alors F' = I d’aprés le théoréme 2.20. Ceci montre la premiére partie du théoréme.

(b) Sans perte de généralité, on peut supposer que A C E. Par la partie (a), il faut que
E contient une copie isomorphe de F', soit F' C FE. En fait, on a que F’ = {ab™! : a €
A, be A\ {0}}, ou l'inversion de b est faite dans E. Puisque F’ est un corps contenant A,
les hypothéses sur £ impliquent qu’il existe un corps E' = FE tel que A C E' C F'. Mais si
A C E', alors ab™! € E' pour tous a € A, b € A\ {0}. On en déduit que E' = F’. Puisque
E'=2 FE et F" = F, on conclut que £ = F', comme voulu. O

2.5 Exercices

EXERCICE 2.1 (ex. 25, p. 232). Soit A un anneau unitaire. Montrez que
(1+1)(a+b)=a+b+a-+b,

ainsi que
(I+1)(a+b)=a+a+b+b.

Concluez qu’on peut enlever des axioms ’hypotheése que 'addition est commutative.

EXERCICE 2.2. Soit A un anneau intégre. Montrez que les éléments inversibles de A[x] sont
les polynémes constants f(x) = a, ot a € A*.

EXERCICE 2.3. On définit ’ensemble des quaternions de Hamilton
H:={a+bi+cj+dk:abcdeR}.
Cet ensemble devient un anneau unitaire et non-commutatif si on définit ’addition par
(a+bi+cj+dk)+(d+bi+j+dk):=(a+ad)+O+V)i+ (c+)j+ (d+d)k
et la multiplication selon les régles

P= =k =1, ij=—ji=k, jk=-kj=1i, ki=—ik=].
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Par exemple, (1+4)(j+ k) =1+k+ij+ik=1+k—k—j=1—j. On défini la norme
N :H — [0, +00) par

N(a+bi+cj+dk) =a®>+b* +c +d*

(a) Prouvez que N(a) = aa pour tout o € I, ot a+ bi+cj+dk := a — bi — cj — dk.
Déduisez que H est un corps gauche.
(b) Prouvez que N(af) = N(a)N(S) pour tout «, 5 € 1.
(c) Si
I={a+bi+cj+dk:abcdecl},
est I’anneau des quaternions de Hamilton intégraux, alors montrez qu'un élément de

est inversible dans I s-si sa norme est égale & 1. Déduisez que ™ est un groupe de 8
éléments.

EXERCICE 2.4 (ex. 7, 8, p. 231).

(a) Soit A un anneau. Son centre est défini d’étre
C={z€ A:za=az pour tout a € A},

c’est-a-dire, I’ensemble des éléments qui commutent avec tous les éléments de A. Prou-
vez que :

(i) C est un sous-anneau de A;

(ii) si A a une unité 1, alors 1 € C';

(iii) le centre d'un corps gauche est un corps.

(b) Décrivez le centre des quaternions réelles de Hamilton H. Montrez que {a+bi : a,b € R}
est un sous-anneau de H qui est un corps mais qu’il n’est pas contenu au centre de H.

EXERCICE 2.5 (ex. 15, 16, 22, p. 231-2). Un anneau A est appelé un anneau de Boole si
a®> = a pour tout a € A.

(a) Montrez que chaque anneau de Boole est commutatif.

(b) Montrez que le seul anneau de Boole qui est également intégre est Z/27Z.

(c) Donnez un exemple d'un anneau de Boole infini.

EXERCICE 2.6 (ex. 17, 19, p. 231).  (a) Soit A et B anneaux. Prouvez que le produit direct
A x B, muni des opérations de l'addition (a,b) + (a/,0') := (a +da’,b+ V) et de la
multiplication (a,b) - (a/, ') := (ad’, bb’), est un anneau.

(i) Montrez que A X B est commutatif s-si A et B sont commutatifs.
(ii) Montrez que A x B posséde d’une unité s-si A et B possédent d’une unité.
(iii) Est-que c’est possible que A x B est un anneau intégre ?

(b) Soit A un anneau. Prouvez que I'ensemble {(a,a) : a € A} est un sous-anneau de
A x A.

EXERCICE 2.7 (ex. 26, 27, p. 232-3).
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Soit K un corps. Une valuation discréte sur K est une fonction v : K* — Z qui
satisfait :

— v(zy) = v(z) +v(y),

— v est surjective,

— v(xz +y) > min (v(x),v(y)) pour tout x,y € K* avec x 4+ y # 0.
L’ensemble

A={x e K* :v(x) >0} U{0}

est appelé I'anneau de valuation de v. Prouvez que :

(i) A est un sous-anneau de K qui contient 'unité de K.

(ii) pour tout x € K* on a que soit x € A ou z™! € A.

(iii) un élément = de A set inversible s-si v(z) = 0.

Soit K = Q and p un nombre premier. Montrez que la fonction v,(a/b) = ¢, ou

S

¢.c

o avec p1cd,

e p

b
est une valuation discréte. Aussi, prouvez que 'anneau de valuation discréte qui corres-
pond a v, est 'anneau de tous les nombres rationnels dont dénominateur est co-premier
a p. Décrivez les éléments inversibles de cet anneau.

EXERCICE 2.8. Soit D € Z. Montrez que le corps de fractions de Z[v/D] est isomorphe a

QVD] :={a+bVD :a,be Q}.

EXERCICE 2.9. Soit A = {a + b2'/3 + 2*3 . a,b,c € Z}.

(a)
(b)

Montrez que A est un sous-anneau de C.
(difficile) Montrez que le corps des fractions de A est isomorphe &

F={a+b2"Y3+2%3:a,b,cecQl.

(C’est donné que si a,b,c € Q, alors a 4+ b2'/3 + 2% =0ssia=b=c=0.)

EXERCICE 2.10. Soit A et B anneaux intégres et E et F' leurs corps des fractions, respec-
tivement. Considérons les morphismes ¢ : A — F et j : B — E, définis par ((a) = a/14 et
j(b) =b/1p.Si ¢ : A — B est un morphisme injectif d’anneaux, il y a un morphisme injectif
qg : ' — E tel que le diagramme

commute, c’est-a-dire p o1 = j o ¢.

EXERCICE 2.11.
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(a) Soit A un anneaux. Si {A4; : i € I} est un ensemble de sous-anneaux de A (res-
pectivement, de sous-corps de A), alors montrez que leur intersection (7),.; 4; est un
sous-anneau de A (resp. un sous-corps de A).

(b) Soient A un anneau commutatif et unitaire, aq,..., @, € A et B un sous-anneaux de
A contentant 1'unité 14. Définissons Blay, ..., a,] d’étre le plus petit sous-anneau de
A contenant B et les éléments o, .. ., a,. Montrez que?

Blay, ..., ={f(a1,...,an) : f(z1,...,2,) € Blxy,...,z,]}

J1 Jn
- {Z o Z bjl,-n,jna{l ’ "agzn cJi, . Jn €NU {O}’ bj17~-~7jn < B} |

J1=0 Jn=0

(¢) Quand B =7, A= C et d € N, montrez que la définition de Z[v/d] donnée ci-dessus
est consistante avec sa définition comme I’ensemble {a 4+ bV/d : a,b € Z}.

(d) Soient L un corps, ay,...,a, € L et K un sous-corps de L. Définissons K (ay, ..., a,)
d’étre le plus petit sous-corps de L contenant K et les éléments aq, ..., a,.
(i) Prouvez que K(ay,...,a,) est le corps des fractions de Koy, ..., ay).

(i) Montrez que?®

M. flzy, .o xn), 9(xy, .. xy) € Kz, ... 2] }
glag,...,ap) " gloa,...,0) #0 .

K(al,...,an):{

() (i) Quand K = Q, L = C, et d € N, montrez que Q(vd) = Q[vVd] = {a + bVd :
a,b € Q}. (Donc, la définition de Q[i] donnée a 'exercice 2.8 est consistante avec
la définition de cet exercice.)

(ii) Plus généralement, montrez que si « est un nombre irrationnel quadratique (c’est-
a~dire, « € C\ Q et f(a) = 0 pour un polyndéme quadratique f(z) € Qx]), alors
Q) = Q[a.

EXERCICE 2.12. Soit un nombre sans-carré D € Z \ {0, 1}. Posons

_Ja+vD)/2 siD=1 (mod 4),
“T VD siD=2,3 (mod 4),

et O = Z[w] selon la définition donnée dans Iexercice 2.11.

(a) Montrez que O = {a+bw : a,b € Z}.
(b) Montrez que O est 'ensemble de tous les éléments de Q(v/' D) qui sont de racines d'un
polynéme quadratique unitaire sur Z. (Pour cette raison, on appel O I'anneau des

entiers de Q(v/D).)

2. Ici f(ai,...,an) est la valeur de f(z1,...,2,) quand z; = a; pour tout j € {1,...,n}, qui est un
élément de 'anneau A.
3. Puisque on travaille dans un corps L, § est la méme chose que a - bt
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EXERCICE 2.13 (ex. 12, p. 248). Soit D un nombre entier qui n’est pas un carré parfait dans

Z,. Considerons
a b
S—{(Dba).a,bEZ}.

Montrez les propositions suivantes.

(a) S est un sous-anneau de M(Z),
(b) L’application ¢ : Z[v/D] — S, définie par

¢m+w@w=(gb2),

est un isomorphisme d’anneaux.
(¢) Si D =1(mod4), 'ensemble

T:{( (D—al)b/4 a—?—b) :a”bez}

est un sous-anneaux de Ms(Z) qui est isomorphe avec I’anneau

O:{a+b-1+\/ﬁza,b€Z}.

2

EXERCICE 2.14. (a) Soit ¢ : K — A un morphisme d’anneaux, ot K est un corps. Montrez
que si ¢ # 0, alors ¢ est un monomorphisme.

(b) Soit ¢ : C — C un morphisme d’anneaux non-trivial. Montrez que ¢(x) = x pour tout
x € Q.

(c) Soit ¢ : R — R un isomorphisme d’anneaux. Montrez que ¢ est l'identité. |Indice :
Montrez que ¢(x) > 0 pour z > 0.]



Chapitre 3
Divisibilité

Dans ce chapitre, on généralise les notions de la divisibilité et de la primalité dans d’an-
neaux plus généraux que les entiers.

3.1 Le plus grand commun diviseur

Définition 3.1. Soit A un anneau commutatif, et soient a,b € A avec b # 0.

(a) On dit que b divise a et on écrit b|a s’il existe ¢ € A tel que a = be.
(b) Soit d € A\ {0}. On dit que d est un plus grand commun diviseur de a et de b
(souvent abrégé comme pged) si :
(i) dla et d|b;
(i) si d'|a et d'|b, alors d'|d.

On dénote 'ensemble de tous les pged de a et de b par pged(a, b).

Remarque 3.2. Une propriété importante de Z est qu’il existe toujours un pged de deux
entiers non-zéros. Ceci n’est pas le cas en général : c¢’est possible que pged(a,b) = 0 (voir
exercice 3.1).

En examinant la définition du pged, on voit tout de suite que si d € pged(a, b) et u € A,
alors ud € pged(a,b). Ceci nous améne a la définition suivante :

Définition 3.3. Soit A un anneau commutatif, unitaire et non-trivial. Soient, aussi, a,b € A.
On dit que a et b sont associés et on écrit a ~ b s’il existe un élément inversible u € A tel
que b = ua.

C’est facile de montrer que la relation d’association est une relation d’équivalence. La
classe d’équivalence de 1 est I’ensemble A* | et la classe d’équivalence de 0 et le singleton {0}.
La proposition suivante montre que ’ensemble pged(a, b) est aussi une classe d’équivalence.

Proposition 3.4. Soit A un anneau intégre, a € A et b € A\ {0}. Si d,d € pged(a,b),
alors d ~ d'. Vice versa, si d € pged(a,b) et d ~ d, alors d' € pged(a,b).

25
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Démonstration. Puisque d,d € pged(a,b), par I'axiom (ii) de la définition du pged, on a
que d'|d, ainsi que d|d’. Donc, il existe u,v € A tels que d' = ud et d = vd’. On a alors que
d = vud. Puisque d # 0 et A est intégre, le lemme 2.17(a) implique que vu = 1, ce qui veut
dire que u est inversible, comme voulu.

La deuxiéme partie de la proposition est déja prouvée. O

La démonstration précédente prouve, entre autres, un critére pour déterminer si deux
éléments sont associés.

Lemme 3.5. Soit A un anneau intégre et a,b € A\ {0}. On a que a ~ b s-si alb et bla.
On conclut cette section avec une derniére définition.

Définition 3.6. Soit A un anneau commutatif et unitaire, et soient a,b € A avec b # 0. On
dit que a et b sont copremiers is 1 € pged(a, b).

Lemme 3.7. Soit A un anneau commutatif et unitaire, et soient a,b € A avec b # 0. Alors
a et b sont copremiers s-si tous leurs communs diviseurs sont d’éléments inversibles de A.

Démonstration. Supposons, d’abord, que 1 € pged(a, b). Sid # 0 est un commun diviseur de
a et de b, alors d|1 par définition, ce qui veut dire que 1 = de pour un e € A. Ceci implique
que d € A*.

Vice versa, supposons que tous les communs diviseurs de a et de b sont d’éléments in-
versibles de A. On affirme que 1 € pged(a,b). En effet, c’est évident que 1|a et que 1]b. De
plus, si d|a et d|b, alors d € A* par hypothése. Donc il existe e € A tel que 1 = de, d’ou on
trouve que d|1, ce qui est ce qu’il fallait démontrer. O

3.2 Anneaux euclidiens

Dans Z, le pged de deux entiers est exprimable comme une combinaison linéaire de ces
entiers. On donne un nom spécial aux anneaux possédant cette propriété :

Définition 3.8. On dit qu'un anneau A est un anneau de Bezout si :
(i) A est integre;
(ii) pour tout a € A et tout b € A\ {0}, on a que pged(a,b) # 0;
(iii) si d € pged(a,b), alors il existe z,y € A tels que d = ax + by.

L’exemple prototype d'un anneau de Bezout est Z. Dans cet anneau, les coefficients z et
y peuvent étre calculé en utilisant ’algorithme euclidien. Il existe une grande généralisation
de ce fait, sur une famille importante d’anneaux qui possédent un analogue de la division
euclidienne :

Définition 3.9. Soit A un anneau intégre. Supposons qu’il existe une fonction N : A — Zxq
telle que N(0) = 0 et N(a) > 0 pour a # 0. Supposons, aussi, que pour chaque a € A et
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chaque b € A\ {0}, il existe ¢, r satisfaisant les relations
a=bqg+r et N(r)<N(b).

On dit alors que A est un anneau euclidien et on appelle N un préstathme euclidien ! 2.
Si N a la propriété additionnelle que N(a) < N(b) quand a|b avec a, b # 0, alors 'appelle
un stathme euclidien.

Exemple 3.10. L’anneau Z est euclidien par rapport au stathme N(a) = |al.

Exemple 3.11. L’anneau Z[i] est euclidien par rapport au stathme N(a + bi) = a® + b?,
comme on l’a montré au théoréme 1.5.

Exemple 3.12. Un corps K est toujours euclidien, avec stathme N(a) = 0 si a = 0, et
N(a)=1sia#0.

Exemple 3.13. Si K est un corps, alors ’anneau polynomial K|z] est euclidien par rapport
au stathme N(f) = 29¢(/). En effet, soient f(z) € K|z] et g(x) € K[z] \ {0}. On utilise
induction sur deg(f) pour montrer qu’il existe ¢(x),r(z) € Klz] tels que

(3.1) f(@) = q(x)g(x) +r(z) et N(r) < N(g).

Si f(z) =0, on a que f(x) = 0-g(zx)+0, ot N(0) =0 < N(g). Supposons maintenant
que f(x) # 0. On écrit f(z) = ap + a1z + -+ + apz™ et g(x) = by + byx + - -+ + bx”, ou
m = deg(f) et n = deg(g). En particulier, b, # 0. Si m < n, on peut mettre g(xz) = 0 et
r(z) = g(x); sinon, on observe que le polyndéme

fie) = f(z) = 3" g )

a degré < m. Par 'hypothése d’induction, il existe alors ¢;(x), 1 (x) € K|z| tels que fi(z) =

q1(x)g(x)+ri(z) et N(r1) < N(g). Larelation (3.1) découle en posant ¢(z) = ¢i(x)+g=z™ ™"
et r(z) = r(x).

L’argument de I'exemple précédent se généralise facilement pour montrer le résultat sui-
vant :

Théoréme 3.14. Soit A un anneau intégre. Considérons deuz polynomes f(x) € Alx| et
g(x) € A[z]\{0}. Sile coefficient en téte de g(x) est inversible, alors il existe q(x),r(x) € Alx]

tels que f(x) = q(x)g(x) + r(x) et deg(r) < deg(g).

1. D’autres auteurs utilisent de petites variations de la définition d’un stathme euclidien. Par exemple,
souvent le stathme est défini seulement sur les éléments non-zéro. D’autres fois, le préstathme n’est pas
supposé d’avoir la propriété que N(a) > 0 pour a # 0. Dans ces variations, il faut supposer dans la définition
d’un anneau euclidient que soit r = 0 soit N(r) < N(b).

2. Parfois, on appelle une telle fonction une norme euclidienne. Le mot stathme vient du grec et veut dire
littéralement ‘niveau’, référant habituellement au niveau d’un liquide, comme ’eau de mer. Cette définition
nous permet de visualiser le concept d’un stathme : si N(a) = N(b), on imagine que a et b sont au méme
‘niveau’. Par contre, si N(a) < N(b), alors on imagine que a est ‘plus bas’ que b.
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A la section prochaine, on montrera que le théoréme fondamental d’arithmétique est
vrai dans les anneaux euclidiens. Une étape cruciale dans cette démonstration est donné au
théoréme suivant :

Théoréme 3.15. Chaque anneau euclidien est un anneau de Bezout.

Démonstration. Soit ¢ € A. Si d|a et d|b, alors d|a — ¢b et d|b. Vice versa, si d|a — qb et d|b,
alors d|(a—gb)+qb = a et d|b. Donc, on a la relation cruciale que pged(a, b) = pged(a—qb, b).
De plus, puisque A est euclidien, on sait qu'’il existe ¢; € A tels que N(a — ¢;b) < N(b). On
met ag = a, a; = a et ay = a — ¢1b, pour que

pged(ag, a1) = pged(ag,az) et N(az) < N(aq).

Si ag # 0, on divise a; par ag pour trouver un g € A tel que N(a; — gaa2) < N(ag). Si
a3z = a1 — @209, alors

pged(ao, ar) = pged(ag, ag) = pged(az,az) et N(az) < N(az) < N(aq).

Si ag # 0, on répéte 'argument précédent pour trouver un g3 € A tel que pged(ag, az) =
pged(as, ag), ot ag = ag — qzag et N(ay) < N(az). Cette procedure doit terminer aprés un
nombre d’étapes fini, car les nombres N(a;), N(ay), N(as3),... sont tous des entiers distincts
dans l'intervalle [0, N(a;)]. A la derniére étape, soit la n-iéme, on aura que a,41 = G —
gnan, = 0. Donc

pged(ag, ar) = pged(ay, 0).

Evidemment, a,, est un pged des nombres a,, et 0, donc pged(a, b) # ). De plus, par construc-
tion, on a que a; = a;j_s — gj_1aj_1 pour chaque j € {2,...,n}. En particulier, a; est une
combinaison linéaire de a;_; et de a;_5. On voit alors que a,, est une combinaison linéaire de
ag et de ap. Les coefficients peuvent étre calculés :

Ap = Ap—2—Qn—10p—-1 = aan_anl<an73_Qn72an72) = _anlanf?)+(1+Qn71Qn72>an72 =
Ceci termine la démonstration. O
On conclut cette section avec une étude des stathmes et des préstathmes euclidiens.

Proposition 3.16. Soit A un anneau euclidien
(a) Si N est un préstathme euclidien de A, alors la fonction

N(a):= min N
(a) = min  N(ka)

est un stathme euclidien.
(b) Soit N un stathme de A.
(i) Sia~b, alors N(a) = N(b).
(i) Sia,b+# 0 etalb, alors N(a) = N(b) s-si a ~ b.
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Démonstration. (a) Evidemment, si alb et a,b # 0, alors N(a) < N(b).

Or, soient a € A et b € A\{0}. On veut montrer qu’il existe ¢, € A tels que a = gb+r et
N(r) < N(b). Soit k # 0 tel que N(kb) = N(b). Il existe qo, 7o € A tels que ka = qo - (kb) +rg
et N(rg) < N(kb) = N(b). Posons ¢ = qo et 7 = a — gb. On a que 7y = kr, donc N(r) <
N(ro) < N(kb) = N(b). Ceci prouve que N est un stathme euclidien.

(b-i) Sia=b= 0, on a que N(a) = N(b) = 0 par définition. Si a ~ b # 0, alors a|b et
bla. Donc, N(a) < N(b) < N(a), par hypothése.

(b-ii) Soit b = ka, pour que N(ka) = N(a). On veut montrer que k est inversible. Il
suffit de montrer que kala. Il existe ¢, € A tels que a = gka+r et N(r) < N(ka) = N(a).
Evidemment, a|r. Si 7 # 0, alors N(a) < N(r) par 'hypothése que N est un stathme
euclidien. Mais ceci est impossible, donc il faut que r = 0, comme voulu. O

3.3 Primalité

Afin d’étudier 'arithmétique des anneaux intégres, on introduit de nouvelle terminologie :

Définition 3.17. Soit A un anneau intégre.

(a) Un élément a € A\ {0} est appelé réductible s’il existe b,c € A\ A* tels que a = be.

(b) Un élément a € A\ (A*U{0}) est appelé irréductible s’il n’est pas réductible. C’est-
a~dire, a € A\ (A* U {0}) est irréductible si pour chaque d|a, on a que soit d ~ 1 ou
d~ a.

(c) Unélément p € A\ (A*U{0}) est appelé premier si chaque fois que p|ab pour quelques
a,b € A, on a nécessairement que soit p|a ou p|b.

On voit que dans Z et dans Z[i] les notions de la primalité et de l'irréductibilité coincident.
Cependant, ce n’est pas toujours le cas : selon la discussion au chapitre précédent, les nombres
2,3,1 & /5 sont irréductibles dans Z[v/—5]. Mais ils ne sont pas premiers. Par exemple,
216 = (14 +/=5)(1 — v/=5), mais 24 1 4= /5.

En général, la primalité est une propriété plus forte que l'irréductibilité. Elles sont, quand
méme, équivalentes dans les anneaux de Bezout :

Théoréme 3.18. Soit A un anneau integre.

(a) Sip est un élément premier de A, alors il est aussi irréductible.

(b) (lemme d’Euclide) Si A est un anneaux de Bezout, alors un élément p € A est premier
si et seulement s’il est irréductible.

Démonstration. (a) Supposons que p = ab. En particulier, p|ab et, puisque p est premier, il
faut que soit p|a ou p|b. Sans perte de généralité, on suppose que pla - 'autre cas est traité
de maniére similaire. On a alors que a = pc pour un ¢ € A. En remplagant cette relation
a I’équation p = ab, on trouve que p = pbe. Puisque p n’est pas zéro (donc, il n’est pas un
diviseur de zéro), le lemme 2.17(a) implique que bc = 1, ce qui veut dire que b est inversible.
On a donc montré que p n’a pas une factorisation non-triviale. Ceci termine la démonstration
de la partie (a).
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(b) Supposons, maintenant, que A est un anneau de Bezout. Soit p un élément irréductible
de A. Supposons que p|ab. On veut montrer que soit p|a ou p|b. Supposons que p { a. Soit d
un pged de a et de p. En particulier, d|p et, puisque p est irréductible, il faut que soit d ~ 1
ou d ~ p. Mais on sait que d|a, ainsi que p t a. Donc, on ne peut pas avoir que d ~ p. Il faut
alors que d ~ 1, c’est-a-dire 1 est un pged de a et de p. L’hypothése que A est un anneau
de Bezout veut dire qu’on peut écrire 1 comme une combinaison linéaire de a et de p, soit
1 = ax+py. Donc b = abx + pby. Puisque p|ab et p|p, il faut que p|b également. Ceci termine
la démonstration. O]

3.4 Anneaux factoriels

En utilisant le concept d’irréductibilité, on peut définir de fagon précise qu’est-ce qu’on
veut dire quand on dit que ‘le théoréme fondamental d’arithmétique reste vrai dans un
anneau A’ :

Définition 3.19. Soit A un anneau intégre. Supposons que pour chaque a € A\ (A*U{0}) il
existe une factorisation a = p; - - - p,, dans quelques éléments irréductibles de A. Supposons,
aussi, que cette factorisation est unique, dans le sens que si a = ¢ - - - ¢, est une autre telle
factorisation de a, alors m = n et il existe une permutation o € 5, telle que g; ~ p,(;) pour
chaque j € {1,...,m}. On dit alors que A est un anneau factoriel.

On commence en montrant que le théoréme fondamental d’arithmétique est vrai dans
chaque anneau euclidien.

Théoréme 3.20. Chaque anneau euclidien est aussi factoriel.

Démonstration. Soit A un anneau euclidien. D’aprés la proposition 3.16(a), il existe un
stathme euclidien N. On montre d’abord que a € A\ (A* U {0}) posséde une factorisation
dans quelques irréductibles. Sinon, il existe un tel ¢ de stathme minimal. Evidemment, un
tel a ne peut pas étre irréductible. Alors, il existe une factorisation a = be, ou b et ¢ sont non-
inversibles. Puisque a n’a pas une factorisation dans quelques irréductibles, alors soit b ou ¢
n’en pas une non plus. Supposons que b n’est pas le produit de quelques irréductibles. Par la
définition de a, on a que N(b) > N(a). D’autre coté, b|a, donc N(b) < N(a). Par conséquent,
N(a) = N(b). La proposition 3.16(b) implique alors que b ~ a. Ceci est impossible car on
a supposé que ¢ n’est pas inversible. On est arrivé & une contradiction. Donc, il faut que
chaque a € A\ (A% U{0}) soit le produit de quelques irréductibles.

Finalement, on montre que la factorisation dans irréductibles est unique. En effet, soit
a=p1-Pm=q - qn deux factorisations d’'un a € A\ (A*U{0}). Sans perte de généralité,
on suppose que m > n. On a que ¢;|p; - - - pm. Chaque anneau euclidien est de Bezout, donc
¢1 est premier. Il existe donc j; € {1,...,m} tel que ¢|p;,. En permutant les p;, on peut
supposer que j; = 1. On sait que p; est irréductible, donc ses seuls facteurs sont inversibles
ou associés a p;. Puisque ¢; n’est pas inversible par définition, il faut que ¢; ~ p;, c’est-a-
dire p; = u1q; pour un u; € A*. On trouve alors que ¢ - - - ¢, = uips - - - pm- En particulier,
Q2|p2 + - Pm et, en répétant I'argument précédent, on trouve qu’il existe j, € {2,...,m} et
ugs € A* tels que pj, = usqo. En permutant les p;, on peut supposer que j, = 2. On déduit
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que g3 - qn = ULU2P3 * * * Pm-

En itérant I'argument ci-dessus, on trouve qu’on peut permuter les p; de sorte qu’il existe
Uy, ..., U, € A tels que p; = ujgj pour j € {1,...,n}. Enparticulier, 1 = uy - - - upPpt1 - - D
Si m > n, cette relation impliquerait que p,, est inversible, ce qui est absurde. On conclut
alors que m = n. Ceci termine la démonstration. O

L’arithmétique des anneaux factoriels est similaire a celle des entiers. D’abord, on a besoin
d’une définition :

Définition 3.21. Soit A un anneau factoriel. Si p est irréductible et a € A\ {0}, on définit
vy(a) := max{j € Zsq : p’|a}.
On appelle v,(a) la valuation p-adique de a.
On ramasse les propriétés les plus important d’un anneau factoriel au résultat suivant :

Théoréme 3.22. Soit A un anneau factoriel.

(a) (lemme d’Euclid) Chaque élément irréductible de A est aussi premier.
(b) Sia,be A\ {0}, alors a|b s-si v,(a) < v,(b) pour chaque irréductible p.
(¢) La relation d’association partagent les irréductibles de A dans quelques classes d’équi-

valences. Soit P un systeme complet de représentants de ces classes d’équivalence. Un
pged de a et de b est le produit Hpep prin{vp(a)vp(b)}

Démonstration. (a) Soit p un élément irréductible de A. Supposons que p|ab, pour que ab =
kppourun k € A. Sia=q - q¢n et b = @it @man sont les factorisation de a et de b
en irréductibles, alors ¢ - - - ¢nan = kp. Il faut alors que p soit associés avec un ¢;. Si i < m,
alors p|a; sinon, alors p|b. Ceci montre la primalité de p.

On laisse la preuve des parties (b) et (c) comme un exercice. O

Une aide-mémoire de ce qu'on a discuté a ce chapitre est donné dans le diagramme
ci-dessous :

,Euclid (irréduct@

Bezout

3.5 Exercices

EXERCICE 3.1. Montrez que dans "anneau Z[v/—5], on a que pged(3+43+/—5,3—3v/—5) = 0.
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EXERCICE 3.2. Soient L un corps et K un sous-corps de L.

Soit aussi € L un nombre algébrique sur K, c’est-a-dire un nombre qui est la racine
d’un polynéme non-zéro sur K. Il existe alors f(x) € KJ[z]|\ {0} de degré minimal tel que
f(a) = 0. On peut aussi normaliser f(x) pour que son coefficient en téte soit 1 (i.e. f(x) est
unitaire). On appelle ce polynéme f(z) le polynéme minimal de «.

Rappelez les définitions de Ko et de K () dans I'exercice 2.11.

(a) Montrez que f(z) est un élément irréductible de K[z]. [Indice : voir I'exercice 2.2.|

(b) Si g(z) € Klz], alors montrez que g(a) = 0 s-si f(z)|g(z). En particulier, f(z) est
défini uniquement. [Indice : division euclidienne. |

(c) Sig(z) € K[z] est tel que g(a) # 0, alors montrez que f(x) et g(z) sont co-premiers.
Déduisez qu'il existe a(z),b(z) € K[z] tels que a(x)f(x) + b(x)g(z) = 1.

(d) Montrez que K(«a) = K|a].

EXERCICE 3.3. Soit K, L, comme ci-dessus. Montrez que si P(x) est un polynéme irré-
ductible et unitaire de K[z] ayant o comme racine, alors P(z) est le polynéme minimal de
a.

EXERCICE 3.4. Soient L un corps et K un sous-corps de L.
(a) Soit M est un sous-corps de L contenant K.

(i) Montrez que M est un espace vectoriel ® sur K.

(ii) Si la dimension de M est finie, alors montrez que chaque élément m de M est

algébrique sur K. [Indice : si d est la dimension, alors les éléments/vecteurs

1,m,m?2,...,m? sont linéairement dépendants sur K|

(b) Soit @ € K un élément algébrique et f(z) € K|z] son polynéme minimal. Sin = deg(f),
alors montrez que

Kla] :{CO+0104+"'+Cn_1Oé”_1|co,cl,...,cn_1 € K},

et que chaque g € K [a] a une représentation unique comme [ = ¢y + c;a + -+ +
Cn1a™ 1. Déduisez que K[a] est un espace vectoriel de dimension n sur K.

(c) Soient «, B € L deux nombres algébriques sur K. Montrez que K|a, 8] = (K[a])[f] et
déduisez que K|, 3] est un espace vectoriel de dimension finie sur K.

(d) Montrez que I'ensemble {« € L : av algébrique sur K} est un sous-corps de L. [Indice :
voir exercice 3.2(d).]

(e) Si A C C est’ensemble des nombres algébriques sur Q, montrez que C\ A est non-vide.

EXERCICE 3.5. Soit un nombre sans-carré D € Z \ {0, 1}. Définissons w et O comme on 1'a
fait & l’exercice 2.12. Soit, aussi, application N : Q(v/D) — Z, définie par N(a + bv/D) =
a® — Db?. (Voir lexercice 1.1 pour quelques propriétés utiles de cette application.)

3. Rappelez qu'un ensemble V' est un espace vectoriel sur un corps K si: (a) il existe une loi de composition
interne 4+ qui rend V' un groupe abeline; (b) il existe une action a gauche de K a V telle que 1-v = v,
C-(0v)y=0-0) v, +0) v=L-v+ 0 v,et - (v+w)=L-v+ L w, pour tous {,¢' € K et v,w e V.



3.5. EXERCICES 33

(a) (ex. 8(a), p. 278) Montrez que si D € {—1,-2,—-3,—7,—11}, alors O est un anneau
euclidien et un stathme euclidien est donné par la restriction de N sur O. [Indice :
Quand D = 1 (mod 4), alors montrez que O = {a/2 4+ 0/D/2 : a,b € Z, a = b
(mod 2)}.]

(b) Trouvez « € Z[i] tel que (3 + 5i,1 + 3i) = («).

EXERCICE 3.6.

(a) Vérifiez que les nombres 5 + V2,2 —/2, 11 — 7V/2 et 2 + /2 sont irréductibles dans
Z[V2].
(b) Vérifiez que
(5+V2)(2—V2) = (11— 7V2)(2+ V2)
et expliquez pourquoi ce fait ne contredit pas la factorisation unique dans Z[\/§]

(c) (ex. 9, p. 278) Montrez que Z[v/2] est un anneau euclidien par rapport au stathme
M(a+bv2) = |a® — 207

EXERCICE 3.7. Soit A = Z[\/—n| := {a + by/—n : a,b € Z}, ot n est un entier sans carré
plus grand que 3.
(a) Montrez que les éléments 2,v/—n et 1 + y/—n sont irréductibles dans A.
(b) Prouvez que A nest pas un anneau factoriel. Concluez que 'anneau des entiers quadra-
tique O, définit au Probléme 1 au-dessus, n’est pas factoriel quand D = 2,3 (mod 4),
D < —3 (alors il n’est pas un anneau euclidien ni un anneau principal) [Indication :
Montrez que le nombre 2 n’est pas premier dans A.]
(c) Donnez un exemple d’un idéal de A qui n’est pas principal. [Indication : Considérez
un idéal maximal qui contient (2).]

EXERCICE 3.8 (ex. 4, p. 301). Soit F' un corps fini. Prouvez que F'[z] contient un nombre
infini d’éléments premiers et non-associés pi(x), pa(z), .. .

EXERCICE 3.9. Soit A un anneau euclidien muni d'un stathme euclidien N : A — Z>(. Si
no = min{N(a) : a # 0}, alors montrez que N(a) = ng s-si a € A*.



Chapitre 4

Idéaux

4.1 Le probléme de la factorisation unique

On a vu que dans quelques anneaux le théoréme fondamental de I'arithmétique est violé.
Par exemple, dans Z[v/—5] on a les factorisation 6 = 2-3 = (1++/=5)(1 —+/=5), 011 2,3,1+
v/=5 sont d’irréductibles non-associés. Kummer avait une idée pour réparer ce probléme.
Supposons qu'’il existait quelques nombres idéaux o, 3,7, tels que

2=af, 3=70, 1+V/-5=ay, 1—+V-5=p6

Donc

2-3=apyd =ayBs = (1++v=5)(1 —/=5).

Bien siir, ces nombres ne peuvent pas étre construits dans Z[v/—5], car 2,3 et 14++/—5 sont

d’irréductibles de cet anneau. On les construits comme suivant : étant donnés aq,...,a, €
Z|/—5], on considére 'ensemble (ay,...,a,), défini comme ’ensemble de toutes les combi-
naisons linéaires sur Z[v/—5] de ay, ..., a,. C’est-a-dire,

(a1, ... a,) :={Ma1 + -+ M\, : \j € Z[vV—=5] Vj}.

On appelle (ay,...,a,) 'idéal engendré par ay,...,a,, et on identifie a et (a).

La motivation pour cette définition provient du fait que si on remplace Z[y/—5] par un
an anneau de Bezout A, alors (aq,...,a,) = (d), ou d est un pged de ay, ..., a,. En effet, d
divise tous les combinaisons linéaires de ay, . . ., a,, pour que (ay,...,a,) C (d). Vice verse, d
est une combinaison linéaire de ay, ..., a,, alors d € (ay,...,a,) et donc (d) C (ay,...,a,).

La discussion de la paragraphe précédente implique qu’'on peut penser a (aq,...,a,)
comme ‘un facteur commun’ de aq, . .., a,. Pour formaliser cette intuition, il faut définir quel
est le produit de (ay,...,a,) et (by,...,b,). On le définit tout simplement comme étant
I'idéal engendré par les produits a;b;, c’est-a-dire

(al, Ce 7am) . (b17 e 7bn) = (albl, . ,albn,ale, e ,agbn, Ce ,ambl, . ,CLmbn).
Avec les définitions ci-dessus, on a que

(2,14 v=5)(2,1 —v/~=5) = (6,4,2 — 2/=5,2 + 2/-5).

34
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L’ensemble de combinaisons linéaires de a et de b est le méme que celui de combinaisons
linéaires de a — b et de b. Donc

(6,4,2 — 2v/=5,2+ 2y/=5) = (6 — 4,4,2 — 2,/=5,2 + 2y/—5)
= (2,4,2 — 2v/=5,2 + 2/—5).

Vu que 4 et 2+ 24/—5 sont de multiples de 2 dans Z[v/—5] (donc, “linéairement dependent”
de 2), on déduit que (2,4,2 — 2/—5,2 + 24/—5) = (2). On a alors montré que

(2,14+vV=5)(2,1 - vV=5) = (2).
De méme, on peut montrer que

(3,1+v=5)(3,1 —vV=5) = (9,6,3 — 3v/=5,3 + 3v/—5)
= (3,6,—3v—5,3+3vV—5,6)
= (3).

On a également que

(2,14 v5)(3,1+v5) = (3+3V=5,2+2V=5,6, (1 + V=5)?)
= (34 3v=5 — 2+ 2v=5,2+ 25,6, (1 + vV—5)?)
= (14+V=5,24+2V=5,6,(1+ vV=5)").

Les éléments 2 + 2v/=5 = 2(1 + v/=5), 6 = (1 +/=5)(1 — v/=5) et (1 + /=5)? sont de
multiples de 1 + v/—5, donc

(2,1+V5)(3,1+v5) = (1+V-5).
En prenant les conjugués, on trouve aussi que
(2,1 =V5)(3,1 —V5) = (1 — V/-5).

On a trouvé alors les factorisations affirmées de 2,3 et 1 £ v/—5, mais quand on les voit
comme idéaux.

4.2 Définition et génération d’idéaux

Définition 4.1. Soit A un anneau et I C A. On dit que [ est un idéal de A si :

e [ est un sous-groupe additif de A (c’est-a-dire I # () et i — j € I pour tous i,7 € I);
e pour tout a € A et pour tout i € I, on a que ai,ia € I.

Remarque 4.2. Si [ est un idéal de 'anneau A, alors I est un sous-anneau de A. L’inverse
n’est pas toujours vrai. Par exemple, R est un sous-anneau de C mais il n’est pas un idéal

de C.



36 CHAPITRE 4. IDEAUX

Exemple 4.3. Dans chaque anneaux A, les ensembles {0} et A sont toujours d’idéaux.

Définition 4.4. Soit A un anneau et [ un idéal de A. On dit que I est non-trivial si
I # {0} ; on dit que I est propre si [ # A.

Théoréme 4.5.

(a) Soit A un anneau unitaire et I un idéal de A. Alors, I = A s-si 1 € I, s-si INA* £ ().

(b) Soit A un anneau commutatif, unitaire et non-trivial. Alors, A est un corps s-si {0} et
A sont ses seuls idéauz.

Démonstration. (a) Si I = A, alors évidemment 1 € A. De plus, si 1 € A, alors évidemment
I N A* # (. 1l reste & montrer que s’il existe u € I N A%, alors A = I. En effet, si c’est le
cas, alors pour tout a € A on a que a = (au"')u € I comme un multiple de u. Ceci termine
la démonstration.

(b) Supposons que A est un corps et que I est un idéal de A. Si I # {0}, alors il existe
a € I\ {0}. Mais un tel a est inversible car on est dans un corps, donc I = A par la partie
(a).

Vice versa, supposons que les seuls idéaux de A sont les ensembles {0} et A. Soit a €
A\ {0}. Puisque (a) # {0}, il faut que (a) = A. En particulier, 1 € (a). Mais, ceci implique
que 1 = ab pour un b € A, c’est-a-dire a est inversible. On a montré alors que A est un
corps. ]

Exemple 4.6. Si A = Z, alors les ensembles nZ, ot n est un entier non-négatif, sont d’idéaux
de Z.

Vice versa, soit I un idéal de Z. On affirme que I = nZ pour un n € Zs,. Si I = {0},
alors évidemment on a que I = 0Z. Supposons, maintenant, que I # {0}.

Soit n = min(Zs; N I). On montrera que I = nZ. Evidemment, nZ C I : par définition,
I contient nqg pour chaque g € Z. Réciproquement, soit m € Z. 1l existe q,r € Z tels que
m=qgn+ret0<r<n.Onaqueqgn,mée I, doncr =m—qgn € I. Mais le plus petit entier
non-négatif contenu dans I est n. Il faut alors que r = 0, c’est-a-dire m = qn € nZ.

Une fagon générale de construire d’idéaux et en utilisant de générateurs :

Lemme 4.7. Soit A un anneau.

(a) Si L est un ensemble non-vide d’idéaur de A, alors leur intersection Niezl est aussi
un idéal de A.

(b) Si S C A, alors il existe un idéal I de A qui contient S et qui est minimal, dans le
sens que si J est un autre idéal de A contenant S, alors I C J.

(c) Si A est unitaire, alors l'idéal I de la partie (b) est donné par
I ={a1s1b1 + -+ apspby 1 aj,b; € A;s; € S (1< j<n),né€Zst,
avec la convention qu’une somme vide est zéro. Si, de plus, A est commutatif, alors

I={ms1+---+aps,:a;, € As; €S (1<j<n)néeZs}.
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Démonstration. (a) Exercice.

(b) Soit Z ’ensemble de tous les idéaux de A contenant S. Puisque A est un tel idéal,
alors Z # (). L’idéal cherché est I := NyerJ.

(c) Soit
I':={as1by + -+ + apspby 1 aj,b; € Ays; € S (1< j<n),n€Zsp}

Pour montrer que I’ = I, alors on montrera que I’ est un idéal contenant S et que I’ est
minimal (dans le méme sens que I l'est). Ceci conclut la démonstration, car la minimalité
de I implique que I C I’ et la minimalité de I’ implique que I' C 1.

Evidemment, I’ D S :en prenant n = 1 et a = b, = 14, on voit que $; = 1-s,-1 € I’
pour n’importe quel s; € S.

Or, on montre que I’ est un idéal. Par construction, il contient 0 et il est fermé sous la
soustraction :

(a181b1 + - -+ + anSpby) — (ais1b] + -+ + ap Spbpr)
= a1s1by + - + apSpbp + (—a1)s1by + - + (—ap)Suby € 1.

De plus, c’est evident que si i = ay81by + -+ + a,8,b, € I' et a € A, alors ai,ia € I'. Ceci
montre notre affirmation que I’ est un idéal.

Finalement, on montre la minimalité de I’. Soit J un idéal de A contenant S. Alors, pour
tous s1,...,s, € S,onaquesy,...,s, € J. Mais J est un idéal, donc si ay, ..., a, € A, alors
ai81,...,a,S, € J. En utilisant encore une fois le fait que J est un idéal, on trouve qu’on
peut multiplier les éléments a;s; en droit par n’importe quels b; € A et trouver de nouveaux
éléments de J. Alors, ai1s1by,...,a,8,b, € J pour tous by,...,b, € A. Finalement, on sait
que J est fermé sous ’addition comme un idéal, donc a;$1b1 + - - - + a,, 8,0, € J. Ceci montre
que I’ C J, en complétant la démonstration que [ = I'.

Il reste & montrer que quand A est commutatif et unitaire, alors I est égal a
I"={a1s1+ -+ apsp:a; € A;s; €S (1 <j<n),n€Zs}

Il suffit de montrer que I” = I'. Vu que a;1$10y = (a1b1)s; par commutativité, on a que
I' C I". Finalement, vu que a;$; = a; - $1 - 1, on a également que I” C I’. Ceci termine la
démonstration du lemme. O

Définition 4.8. Soit A un anneau.
e Si S C A, alors on définit (S) comme étant le plus petit idéal de A contenant S, dans
le sens de la partie (b) du lemme 4.7. On appelle (5) 'idéal engendré par S.
e Si S = {sq,...,8,} est un sous-ensemble fini de A, alors on écrit (si,...,s,) plutot
que ({s1,...,8n})-
e Si [ est un idéal de A et S C A sont tels que I = (S), alors on dit que S engendre I,
et on appelle S un ensemble de générateurs de /.

e Si [ est un idéal de A engendré par un ensemble fini de A, alors on dit que I est de type
fini. Les anneaux dont tous les idéaux sont de type fini sont appelés noetheriens.
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e Si [ est un idéal de A engendré par un seul élément de A, alors on dit que I est
principal. Les anneaux intégres dont tous les idéaux sont principaux sont appelés
principaux.

Le lemme suivant justifie pourquoi dans la section 4.1 on a identifie un élément d’un
anneau avec 'idéal qu’il engendre.

Lemme 4.9. Soit A un anneau intégre. Alors a ~ b s-si (a) = (b).

Démonstration. On a que (a) C (b) s-si a € (b), s-si bla. Par conséquent, le lemme découle
du lemme 3.5. ]

On conclut cette section en montrant que la notion d’idéaux rend rigoureux le discours
au début du chapitre.

Définition 4.10. Soit A un anneau, et soient I, J deux idéaux de A. On définit /J comme
étant I'idéal de A engendré par I'ensemble {ij :i € I,5 € J}.

Lemme 4.11. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Pour tous ay,...,Qmn,b1,...,b, €
A, on a que

(al, e ,am)(bl, e 7bn) = (albla Ce ,(Ilbn,agbl, e ,CZan, e ,ambl, e ,&mbn).

Démonstration. Soit I = (ay,...,ay), J = (b1,...,bp) et K = ({a;b;: 1 <i<m, 1 <5<
n}). Puisque a; € I pour tout 4, et b; € J pour tout j, on a que a;b; € I.J, donc I'idéal
engendré par les produits a;b; est contenu dans I.J, c’est-a-dire K C IJ.

Pour montrer que IJ C K, on utilise le lemme 4.7 qui dit que

I={xia1 4+ +Tpam:x1,....,20 €A} et J={yb1+ -+ Ynbn:91,...,ym € A}.

Puisque
(xlal +--+ xmam)(ylbl + -+ ynbn) = Z xiyjaibj
1<i<m
1<j<n
par commutativité, on trouve que /.J C K, ce qui termine la démonstration. O

4.3 Les anneaux d’Euclide et de Bezout revisités

L’exemple (4.6) montre que Z est un anneau principal. Ceci est une propriété de tous les
anneaux euclidiens :

Théoréme 4.12. Chaque anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit A un anneau euclidien. En particulier, A est intégre. Soit I un idéal de
A. On affirme que [ = (a) pour un a € A.
Si I = {0}, alors évidemment on a que I = (0).
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Supposons, maintenant, que I # {0}. Soit N : A — Z>( un préstathme euclidien. 11
existe alors a € I\ {0} tel que N(a) = min{N(7) : i € I \ {0}. On montrera que I = (a).
Evidemment, (a) C I, car a € I. Réciproquement, soit ¢ € I. Il existe alors ¢, € A tels que
i =gqa+r7r et N(r) < N(a). Puisque I est un idéal et i,a € I, on a que r = i — qa € 1.
Mais N(r) < N(a), et la minimalité de N(a) entre les valeurs du préstathe aux éléments
non-zéro de A implique que r = 0. On a montré alors que i = qa € (a). Ceci termine la
démonstration. O

On peut aussi caractériser les anneaux de Bezout en utilisant la notion d’idéaux :

Lemme 4.13. Soit A un anneau commutatif et unitaire, et soient a,b € A avec b # 0, et
soit d € A.
On a que (a,b) = (d) s-si d € pged(a,b) et il existe z,y € A tels que d = ax + by.

Démonstration. Supposons que (a,b) = (d). Le lemme 4.7(c) implique tout de suite que
d = ax + by pour quelques z,y € A. Il reste & montrer que d € pged(a,b).

Puisque a € (a,b) = (d), il existe ¢ € A tel que a = cd. En particulier, d|a. De maniére
similaire, on trouve que d|b car d € (a,b). Alors d est un commun diviseur de a et b. Si e est
un autre commun diviseur de a et b, alors e divise ka 4 b pour tous k, ¢ € A. Ceci implique
que ka + b € (e) pour tous k,¢ € A, c’est-a-dire que (a,b) C (e). Puisque (d) = (a,b), on
trouve alors que d € (e). Ceci montre que e|d, comme il fallait démontrer.

Réciproquement, supposons que d € pged(a,b) et qu'il existe x,y € A tels que d =
ax + by. On montre que (a,b) = (d). Tout d’abord, puisque d|a et d|b, alors d divise chaque
combinaison linéaire de a et de b, ce qui implique que (a.b) C (d). Finalement, puisque
d = ax + by, on a que d € (a,b). Par conséquent, (d) € (a,b). Ceci montre que (a,b) = (d)
et termine la preuve du lemme. O

Théoréme 4.14. Soit A un intégre. Alors A est un anneau de Bezout s-si chaque idéal de
type fini de A est principal.

En particulier, si A est intégre et noetherien, alors il est un anneau de Bezout s-si il est
principal.

Démonstration. Supposons d’abord que chaque idéal de type fini de A est principal. Si
a,b € A avec b # 0, alors il existe d € A\ {0} tel que (a,b) = (d). Le lemme 4.13 implique
alors que d € pged(a,b) et que d est une combinaison linéaire de a et de b. Ceci montrer que
A est un anneau de Bezout (on sait déja que A est intégre, car il est principal).

Supposons maintenant que A est un anneau de Bezout (en particulier, A est intégre).
Soit I un idéal de type fini. On montre par induction sur le nombre de générateurs non-zéros
de I que I est principal.

Si I est engendré par I’ensemble vide, alors I = {0} = (0). De plus, si [ est engendré par
juste un seul élément a # 0, alors I = (a) par définition.

Supposons, maintenant, que le résultat est vrai quand I est engendré par n > 1 éléments
non-zéros, et considérons l'idéal (ay,...,an+1), ot a; # 0 pour tout j. Puisque A est un
anneau de Bezout, le corollaire il existe d € pged(ay, an11). De plus, d peut s’écrire comme
une combinaison linéaire de a,, et de a,41. Donc, le lemme 4.13 implique que (ay, ane1) = (d).
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On en déduit que (ay,...,a,41) = (a1,...,a,_1,d). L’hypothése d’induction nous dit alors
que (ag, ..., a,y1) est principal. Ceci conclut I’étape inductive, et donc la démonstration. []

Corollaire 4.15. Chaque anneau principal est un anneau de Bezout.

4.4 L’arithmétique modulaire généralisée

Supposons que A est un anneau et S C A. On veut construire un nouveau anneau en
utilisant les éléments de A en imposant entre eux la condition que tous les éléments de S
deviennent 0. Soit B = “A/S” ce nouveau anneau hypothétique. On a que s = 0p dans B.
Plus généralement, si ¢ = Og pour un ¢ € A, on remarque qu’il faut aussi que at = a-0g = 0p
et ia = 0p-a = 0p pour tout a € A. De plus, sii = 0p et i’ = 0p, alors il faut que 1 —i' = 0p
aussi. On voit alors que l'ensemble [ := {i € A:i =04} est un idéal de A contenant S. En
fait, si on veut construire B en imposant I’ensemble de relations le plus petit possible, alors

I=(9).
On formalise maintenant I'argument de la paragraphe précédente. Soit A un anneau et
I un idéal de A. Etant donnés a,b € A, on définit la relation

a=b(modl) <= a—-bel,

et si c’est le cas, on dit que a et b sont équivalents modulo /. Puisque [ est un sous-
groupe additif de A, alors on la théorie des groupes implique que cette relation est une
relation d’équivalence. Les classes d’équivalences sont les ensembles

a+I:={a+i:iel},

qu’on dénote parfois par a (mod /) ou méme par @, si I est censé étre connu. Finalement, on
dénote par A/I I'ensemble de toutes les classes d’équivalences mod I, ¢’est-a-dire

A/l :={a(modI):a€ A},
appelé 'anneau-quotient. Le théoréme suivant justifie le nom :

Théoréme 4.16. Si A est un anneau et I est un idéal de A, alors A/l est un anneau par
rapport aux opérations

G+b:=a+b et a-b:=ab.
Si A est commutatif, alors A/I Uest. De plus, si A est unitaire, alors A/I lest et 14/ = 14.

Démonstration. Le fait que 'addition est bien définie et qu’elle rende A/I un groupe additif
abélien est un théoréme de la théorie des groupes.

Or, étudions la multiplication. On montre d’abord qu’elle est bien définie : si a; = a3 et
by = by, alors on veut montrer que a;b; = ashy. En effet, on a que i := a; — as € I et que
J:=by —by e I. Donc

agbo— = (a1 +1)(by + j) — a1by = (a1by + a1j +iby +ij) — arby = ayj +iby +ij € I,
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car I est un idéal et 7,5 € I.

L’associativité et 'additivité de deux opérations sur A/l sont un corollaire direct des
mémes propriétés sur A (il faut juste “mettre de barres” sur les éléments).

Les deux derniéres affirmations du théoréme sont évidentes. ]

Evidemment, le notion de l’anneau-quotient généralise les anneaux Z/nZ, on A = 7Z et
I =(n)=nZ.

Exemple 4.17. Soit A =7Z[i], I = (3) et J = (1 +14). On veut comprendre A/l et A/J.

On a a+bi = c+ di(mod (3)) s-si (a + bi) — (¢ + di) = 3(k + (i) pour quelques k, ¢ € Z,
s-si a —c = 3k et b —d = 3¢ pour quelques k,¢ € Z, s-si a = ¢(mod3) et b = d(mod 3).
Donc, 'ensemble {a 4 bi : 0 < a,b < 2} est un systéme complet de représentants de résidus
mod I. Cependant, on affirme que

Z[i/(3) % Z/3Z x Z./37

comme anneaux. En effet, puisque 3 est premier dans Z][i], on voit que Z[i]/(3) est intégre (si
ab = 0, il faut que 3|ab; donc, soit 3|a ou 3|b). Par contre, Z/37 x 7/37 n’est pas intégre :
(0,1)(1,0) = (0,0).

Le quotient A/J est plus compliqué & analyser. D’abord, on cherche une representation
de J.Onaquea+bi € Jssia+bi=(m+ni)(l+i)=m-(1+i)+n-(—1414). On voit alors
que J consiste de toutes le combinaisons linéaires sur Z de vecteurs/nombres complexes 1+
et —1 4. En faisant un dessin, on peut voir que cet ensemble forme un réseau tourné par 45
degrés. En fait, ce réseau peut étre obtenu par translations du carré dont les sommets sont
0,144, —1+14,2i. On voit alors que 'ensemble {0, 1} est un systéme complet de représentants
de résidus mod J. Par conséquent,

A)J =2 7/27.

Exemple 4.18. Soit A = K|[z], ot K est un corps. Si f(x) € K[z]\ {0} a degré n, alors on
affirme que l'ensemble R := {ag+ a1z + -+ Ap_12" ' 1 ag,ar, ..., an 1 € K} de polynomes
de degré < m est un ensemble de représentants complet de résidus mod f(x).

En effet, si g(z) € Klz], alors on sait qu'il existe q(z),r(z) € Klz] tels que g(z) =
f(z)g(x) + r(x) et deg(r) < deg(f) = n. Done, g(x) = r(x) (mod (f(z))). Observons que
r(z) € R.

Pour finir la démonstration de notre affirmation poru R, il faut montrer que si g(z) =
s(x) (mod (f(z))) pour un autre polynéme s(z) € R, alors s(x) = r(x). En effet, on a que
s(x) = r(z) (mod (f(x))) et, par conséquent, r(z) — s(z) est un multiple de f(z). Cependant,
on a que deg(r — s) < deg(f), donc la seule fagon dans laquelle r(z) — s(z) peut étre un
multiple de f(z) est si r(z) — s(z) = 0. Ceci conclut la démonstration.

On a aussi une vaste généralisation du théoréme des restes chinois.

Définition 4.19. Si I et J sont deux idéaux d’un anneau A, alors on les appelle comaxi-
maux si [ +.J = A, ot on utilise la notation I +J =:{i+j:i€ 1,5 € J}.
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Remarque 4.20. Du théoréme 4.5(a), I et J sont comaximaux s-si il existe i € [ et j € J

tels que ¢ + j = 1. De fagon équivalent, I et J sont comaximaux s-si il existe ¢ € I tel que
i =1(modJ).

Remarque 4.21. Supposons que A est un anneau de Bezout, et soient a,b € A avec b # 0.
Les idéaux (a) et (b) sont comaximaux s-si a et b sont copremiers.

En effet, on a que (a) + (b) = (a,b) et que A = (1). De plus, le lemme 4.13 implique que
(a,b) = (1) s-si a et b sont copremiers.

Lemme 4.22. Soit A un anneau commutatif, unitaire et non-trivial, et soient I, J, K trois
idéaux de A qui sont deuz-a-deux comaximauz. Alors, I et JK sont aussi comaximauz.

Démonstration. Le remarque 4.20 implique qu’il existe 7 € J et k € K tels que j,k =
1 (mod I). Donc jk = 1 (mod I), ce qui veut dire que [ et JK sont comaximaux, en appliquant
encore une fois le remarque 4.20. O

Théoréme 4.23 (théoréme des restes chinois). Soit A un anneau commutatif, unitaire et
non-trivial, et soient I, ..., I}, didéauzr de A. Définissons [’application

A — A/ x A/l x - x Al
a — (a(modl),a(modly),...,a(modI}))

(a) L’application 7 est un morphisme d’anneau avec ker(w) = I NIy M-+ N 1.

(b) Siles idéaux I, ..., Iy sont deuz-a-deux comazimauz, alors 7 est surjective, Iy N Iy N
NIy =541y 1, et

A/IljgjkgA/[l XA/[Q X A/Ik

Démonstration. (a) Exercice.

(b) On montre d’abord que maintenant que I; N --- N I = Iy -+ Iy. Considérons pre-
miérement le cas o k = 2. Si 11 € I7 et iy € Iy, alors iyi9 € I1 N Iy, donc 11y C 11 N Is.
De plus, la comaximalité de I; et e Iy implique 'existence de iy, € I; et de iy € I, tels que
i1 +io = 1. En particulier, a = ai1 + ais pour tout a € A. Si a € I N I, alors aiy, ais € 111
par commutativité, ce qui conclut la démonstration que I1ly = I; N Is.

Pour montrer le cas général, on utilise induction sur & : si la conclusion est vraie pour
k—1idéaux, on aque I1N---NI,_1 = 1I;---I;_1, qui est un idéal comaximal avec I} d’apreés
le lemme 4.22. Donc

Ln-nly=-heo)Nly= - L)y =1 I

d’aprés le cas k = 2 qu’on a déja montré.

Maintenant, on montre la surjectivité de w. On sait I, Is, ..., I} sont deux & deux co-
premiers, donc le lemme 4.22 (appliqué de fagon inductive) implique que I et I - - I} sont

comaximaum. Le remarque 4.20 nous dit qu’il existe iy € I5--- I} tel que iy = 1 (mod I ).
Donc, 7(i) = (1,0,...,0).
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De fagon analogue, on peut trouver iy, ..., i tels que 7(i;) = (81,...,01.4), OU G p €St
le symbole de Kronecker. Donc 7(ayi; + - -+ + agix) = (aq, ..., ax) pour tous ay,...,ar € A,
ce qui montre la surjectivité de 7.

Il reste & monter que A/I; --- I, = A/ ker(m) et A/I} x --- A/I}, = w(A) sont isomorphes.
Ceci est un cas particulier du premier théoréme d’isomorphisme d’anneaux qu’on étudiera
plus généralement dans le chapitre 4.5. Pour maintenant, il suffit d’observer que ’application
f:A/ker(r) — A/I} x -+ A/I}, définie par f(a) := m(a), est bien définie (théoréme de la
théorie des groupes) et nous donne un isomorphisme entre A/ker(w) et A/I; x --- A/I}.. On
laisse les détails de vérification de cette affirmation comme un exercice. O

Exemple 4.24. Soit p = 1 (mod 4) un nombre premier entier. On sait alors que p = a? + b*.
Donc, on peut factoriser p = 7 - 7 dans Z[i], ot 7 := a + bi. On affirme que

(4.1) Zli/(p) = Z[i] /() x Z[i]/ (7).

Il suffit de montrer que les idéaux (7) et (7) sont comaximaux. D’aprés le remarque
(4.20), il faut montrer que 7 et T sont copremiers dans Z][i].

On commence en montrant que 7 et 7 sont d’éléments irréductibles de Z[i]. On a que
N(m) = a®>+b* = p. Donc, si 7 = af3, alors N(a)N(3) = p, ce qui implique que soit N(a) = 1
ou N(f) = 1. Cest-a-dire, soit « est inversible, ou  'est, ce qui montre notre affirmation
que 7 est irréductible. Le résultat pour 7 est montré de fagon similaire.

Maintenant qu’on sait que 7 et 7 sont irréductibles et on est dans un anneau factoriel,
la seule fagon possible dans laquelle 7w et 7 ne sont pas copremiers est s’ils sont associés,
c’est-a~dire si T = wm pour un u € Z[i|* = {£1,+£i}. On ne peut pas avoir que 7 = =%T,
car ceci impliquerait que a = 0 ou que b = 0. Par contre, ceci est impossible car p n’est pas
un carré. De plus, on ne peut pas avoir que m = &7, car ceci impliquerait que a = +b. Par
contre, ceci est impossible car p # 2.

On a conclut la démonstration de (4.1).

Remarque 4.25. Dans le remarque ci-dessus, pbservez que m+ni = m’+n'i (mod (p)) s-si
(m + ni) — (m' + n'i) = p(k + ¢i) pour quelques k,¢ € Z, s-si m —m’ =pk et n —n' = pl
pour quelques k,¢ € Z, s-si m = m/ (modp) et n = n’ = (mod p) dans Z. Donc on trouve
que l'ensemble {m + ni : 0 < m,n < p — 1} est un systéme complet de représentants des
résidus mod (p) dans Z[i]. En particulier,

(4.2) #(Zli)/(p) = p*.
En comparant cette identité avec (4.1), on en déduit que
(4.3) #(Zi)/ (7)) = #(Z[1]/ (7)) = p.

4.5 Théorémes d’isomorphisme d’anneaux

Comme on l'a indiqué a la démonstration du théoréme des restes chinois, en analogie
avec les morphismes de groupes, les morphismes d’anneaux satisfassent quatre théorémes
d’isomorphismes.



44 CHAPITRE 4. IDEAUX

Théoréme 4.26 (ler théoréme d’isomorphisme d’anneaux). Soit ¢ : A — B un morphisme
d’anneauz. Son noyau ker(¢) est un idéal de A et son image ¢(A) est un sous-anneau de B.
De plus, on a que

A/ ker(9) = ¢(A).

Démonstration. Puisque ¢ est un morphisme entre les groupes additifs de A et de B, ker(¢)
est un sous-groupe additif de A et ¢(A) est un sous-groupe additif de B.

De plus, si a € ker(m) et a’ est n’importe que élément de A, alors ¢(aad’) = ¢(a)p(a’) =
0-¢(a’) =0 et, de maniére similaire ¢(a’a) = 0. On en déduit que ker(¢) est un idéal de A.

Puis, si b,V € ¢(A), alors b = ¢(a) et b/ = ¢(a’) pour quelques a,a’ € A. Donc b =
¢(a)p(a') = p(aa’) € ¢(A). Ceci montre que ¢(A) est un sous-anneau de B.

Finalement, pour montrer que A/ker(¢) = ¢(A), on définit ¢ : A/ker(¢p) — ¢(A)
par ¥ (a) = ¢(a). On sait de la théorie des groupes que v est bien défini, ainsi qu’il est
un isomorphisme entre les groupes additifs de A/ker(¢) et ¢(A). Finalement, on a que

¥(ar - az) = ¥(a1az) = Plaraz) = ¢(ar)¢(az) = ¥(ar)v(az). N

Corollaire 4.27. Soient L un corps et K un sous-corps de L. Si P(x) € Klx] est un
polynome irréductible et o € L est tel que P(a) = 0, alors

Klal/(P(x)) = K(a).

Démonstration. On a que Kla] = K(«a) d’aprés 'exercice 3.2(c). Définissons ¢ : K[z] —
Kla] par ¢(f) := f(a). Clairement, ¢ est un épimorphisme d’anneaux. De plus, d’aprés
I'exercice 3.2(b), on a que f(a) = 0 s-si P(z)|f(z). Donc, ker(¢) = (P(x)) et le corollaire
découle du théoreme 4.26. [l

Exemple 4.28. Comme un cas spécial du corollaire 4.27, on a que R[z]/(z* + 1) = C.

Exemple 4.29 (la caractéristique d’'un anneau). Soit A un anneau unitaire. Pour n € Z,
définissons

(1—1—---—1—1 sin >0,
e
nx1l:=<0 sin =0,
—1—---—=1 sin<0.
~————
. [n| fois

Une vérification facile permet nous de montrer les rélations (m +n) x 1 =m x1+n x 1
et (mn) x 1 =m x (n x 1) pour tous m,n € Z. Donc, I'application ¢ : Z — A, définie par
¢(n) == n x 1, est un morphisme d’anneaux. Son noyau est un idéal de Z, donc il existe
m € Zxo tel que ker(¢) = mZ. On appelle m la caractéristique de A on écrit

m = car(A).
En autres mots, on a que

{0 sin x 1+ 0 pour tout n € Z>q,
m = -

min{n € Z>; : n x 1 =0} sinon.
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De plus, Z/mZ = ¢(A). En particulier, si A est intégre, alors Z/mZ est aussi intégre. On a
alors montré le théoréme suivant.

Théoréme 4.30. Si A est un anneau intégre, alors soit car(A) = 0 ou car(A) est un nombre
premier.

Théoréme 4.31 (2¢me théoréme d’isomorphisme d’anneaux). Soit A un anneau, B un
sous-anneau de A, et I un idéal de A. Alors, B + I est un sous-anneau de A contenant I,
BN 1 est un idéal de B, et

(B+1)/I=B/BnlI.

Démonstration. On laisse comme exercise la vérification des affirmations que B + I est un
sous-anneau de A contenant I, et que BN/ est un idéal de B. Définissons ¢ : B+1 — B/BNI
par ¢p(b+1i) = b. Elle est bien définie : si by 4 i1 = by + i, alors by — by = is — iy € BN I car
by — by € B et iy — i1 € 1. On en déduit que by = by (mod BN I), comme requis.

Puis, on montre que ¢ est un morphisme d’anneaux. L’additivité de ¢ est déja montré
en théorie des groupes. Pour la multiplicativité, on a que

(bl + il)(bg + ig) = blbg + i,

ou ¢ = byig + 1109 + 1115 € I, d’ou

A((by 4 i1)(by 4 i2)) = b1by = P(by + i1)P(ba + i2).

Finalement, si 2 € ker(¢), alors # = b+ i et ¢(z) = b = 0, ce qui implique que b € I.
Donc, z € I. Vice versa, si x € I, alors x = 0+ i et ¢(x) = 0, c’est-a-dire = € ker(¢). On en
déduit que ker(¢) = I. Le théoréme découle du théoréme 4.26. O

Théoréme 4.32 (3¢me théoréme d’isomorphisme d’anneaux). Soit A un anneau. Si I C J,
ou I et J sont deux idéaux de A, alors J/I est un idéal de A/I et

(A1) = AT

Démonstration. On laisse comme exercice la vérification que J/I est un idéal de A/I. Pour
la deuxiéme partie de 'exercice, considérons ¢ : A/I — A/J, définie par ¢(a+ I) = a + J.
Elle est bien définie, car si a = @’ (mod 1), alors a = @' (mod J), vu que a —a’ € I C J. Clest
facile aussi de prouver qu’elle un épimorphisme d’anneaux. Finalement, on a que ¢p(a+1) =0
s-sia € J,ssia+ 1€ J/I. Le résultat alors découle du théoréme 4.26. ]

Théoréme 4.33 (4éme théoréme d’isomorphisme d’anneaux - théoréme de correspondence).
Soit A un anneau et I un idéal de A. Dénotons par S l'ensemble de sous-anneauxr de A
contenant I, et par I ’ensemble d’idéaur de A contenant I, et

(a) Si B €S, alors B/I est un sous-anneau de A/I.

(b) Si J €I, alors J/I est un idéal de A/I.

(¢c) Si B,C €S8, alors BC C s-si B/I C C/I.

(d) Tous les sous-anneauzr de A/I sont de la forme B/I, ou B € S.
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(e) Tous les idéaux de A/l sont de la forme J/I, ou J € T.

Démonstration. Les parties (a) et (b) sont évidentes.

(¢) Une direction est évidente : si B C C, alors B/I C C/I. Vice versa, supposons que
B/I C C/I et soit b € B. Donc b+ I € C/I, c’est-a-dire il existe ¢ € C' et i € I tels que
b = c+ 1. Puisque C D [ et C est fermé sous l'addition comme un sous-anneau de A, on
trouve que b € C. Ceci montre que B/I C C/I, ce qui est ce qu’il fallait prouver.

(d) I1 faut montrer que si R un sous-anneau de A/, alors il existe B € S tel que R = B/I.
Définissons B :={be A: b+ I € R}.

On affirme que B € S. Tout d’abord, c’est clair que B D I, car I = 0z € R. En particulier,
B # (. De plus, si by, by € B, alors by+1,bo+1 € B. Donc, by —by+1 = (by+1)—(be+1) € R
car R est fermé sous la soustraction, ainsi que bjby+1 = (by +1)(bo+1) € R car R est fermé
sous la multiplication. Ceci montre que B €€ S.

Or, on montre que B/I = R. Par définition, b+ I € R pour tout b € B, donc B/I C R.
Vice versa, sib+ 1 € R, alors b € B et doncb+ 1 € B/I.

(e) On observe que si R est un idéal de A/I, alors il est un sous-anneau de A/I. On peut
alors défini B = {b € A: b+ I} comme ci-dessus. On sait déja que B est un sous-anneau de
A contenant I, et que R = B/I. Pour montrer que B est un idéal de A, considérons b € B
et a € A. Puisque b+ 1 € R et R est un idéal, on a que ab+ 1 = (a+ I)(b+ 1) € R,
d’ott on déduit que ab € R. De méme, on montre que ba € R également. Ceci conclut la
démonstration. O]

4.6 Idéaux premiers et maximaux

On étudie maintenant les éléments premiers d’un anneau en utilisant la notion d’idéaux.
Soit A un anneau intégre et p un élément premier de A. Ceci veut dire que si p|ab, alors soit
pla ou p|b. De fagon équivalente, on a que si ab € (p), alors soit a € (p) ou b € (p). Cette
observation nous ameéne a la notion d’un idéal premier :

Définition 4.34. Soit A un anneau commutatif. Un idéal P de A est appelé premier si :
— P#£A;
— si ab € P pour quelques a,b € A, alors soit a € P ou b € P.

On voit donc qu’un élément p non-zéro d’un anneau intégre A est premier s-si I'idéal (p)
est premier !

Théoréme 4.35. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Un idéal P de A est premier
s-si A/ P est un anneau intégre.

Démonstration. Supposons que P est premier. Puisque P # A, on trouve que A/P est
non-trivial. On sait aussi que A est unitaire et commutatif, donc A/P lest.

1. Observons que (p) # A s-sip ¢ A*.
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Il reste & montrer que A/P n’a pas de diviseurs de zéro. En effet, si @b = 0, alors ab = 0,
c’est-a-dire ab € P. La primalité de P implique alors que soit a € P ou b € P. De fagon
équivalente, on a que soit @ =0 ou b = 0.

Réciproquement, supposons que A/ P est intégre. En particulier, il est non-trivial, donc
P# A Siabe P,alorsa-b=ab= 0. Mais P n’a pas de diviseurs de zéro, donc il faut que
soit @ = 0 ou b = 0. C’est-a-dire, il faut que soit a € P ou b € P. O

Corollaire 4.36. Soit A un anneau unitaire, commutatif et non-trivial. L’idéal {0} est
premier s-si A est intégre.

Vu que chaque corps est un anneau intégre, il est naturel de considérer un autre type
d’'idéaux M, pour lesquels 'anneau-quotient A/M est un corps. Si A est commutatif et
unitaire, alors A/M Dest aussi. Donc, le théoréme 4.5(b) implique que A/M est un corps
s-si M # A et les seuls idéaux de A/M sont {04/} et A/M. En général, le théoréme 4.33
dit que les idéaux de A/M sont tous de la forme I /M, ou I est un idéal de A contenant M.
Donc, A/M est un corps s-si les seuls idéaux I de A contenant M sont M soi-méme et A.

Cette discussion nous améne naturellement a la définition suivante :

Définition 4.37. Soit A un anneau. Un idéal M de A est appelé maximal si
— M #£ A,
— il n’existe pas d’idéaux I de A tels que M G 1S A.

L’argument précédant la définition 4.37 établit la caractérisation suivante d’idéaux maxi-
maux :

Théoréme 4.38. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Un idéal M de A est maximal
s-si A/M est un corps. En particulier, si M est mazimal, alors il est également premier.

Les idéaux maximaux jouent un roéle important dans la théorie d’anneaux. Comme on
va le montrer, si I est un idéal propre d’un anneau unitaire A, alors on peut rajouter &
I quelques éléments de A et le rend maximal. Le probléme est que A pourrait avoir une
cardinalité gigantesque. Donc, pour trouver les éléments nécessaires a rajouter a I pour le
rendre maximal, il faut utiliser 'axiom de choix de la théorie d’ensembles. On 'utilise dans
sa forme équivalente, qui est le lemme de Zorn :

Lemme de Zorn. Soit X un ensemble non-vide et partiellement ordonné? par rapport
une relation <.

Supposons que siY est une chaine ascendante et non-vide (c’est-a-dire, Y est totalement
ordonné® par rapport a < posséde une borne supérieure, c’est-a-dire il existe x € X tel que
y <z pour touty € Y.

Donc, il existe un élément maximal dans X, c’est-a-dire il existe v < X tel que il n’existe
pasy € X avecy > x.

2. On rappelle que ceci veut dire que : (a) < x pour tout z € X ; (b) six <yety <z, alors z = y; (c)
siz<yety<z, alors x < 2.
3. On rappelle que ceci veut dire que si y,y’ € Y, alors soit y < ¢’ ou 3y’ < y.
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Théoréme 4.39. Soit A un anneau unitaire et non-trivial. Si I est un idéal propre de A,
alors il existe un idéal maximal M de A contenant I.
En particulier, en prenant I = {0}, on déduit que A posséde au moins un idéal maximal.

Démonstration. Soit X = {J idéal propre de A : J D I}. Puisque I € X, alors X # (). De
plus, X est partiellement ordonné par rapport a la relation C. On va montrer que le lemme
de Zorn est applicable.
Soit Y une chaine ascendante et non-vide de X. On va montrer qu’elle posséde une borne
supérieure. Ceci sera l’ensemble
K:=|]J

Jey

Evidemment, K O J pour tout J € Y. En particulier, X D I. Pour montrer que K est une
borne supérieure de Y, il reste & montrer qu’il appartient a X, c’est-a-dire qu’il est un idéal
propre de A.

On a que J # A pour tout J € Y. Selon le théoréme 4.5, ceci veut dire que 1 ¢ J pour
tout J € Y. En particulier, 1 ¢ K, d’ott on déduit que K # A.

Finalement, on montre que K est un idéal de A. Il est non-vide car il est la réunion de
quelques idéaux (en particulier, K contient 0). Supposons, maintenant, que k € K et a € A.
Dongc, il existe J € Y contenant k. Puisque J est un idéal, on a que ak, ka € J C K. L’étape
derniére est de montrer que si k, k' € K, alors k — k' € K. En effet, on sait qu’il existe
J,J €Y telsque k € Jet k' € J. Puisque Y est totalement ordonné, soit J C J ou J C J'.
Par conséquent, soit k, k" € J ou k, k' € J'. Mais J et J sont d’idéaux, d’ott on déduit que
soit k— kK eJCKouk—kK e€J C K. En tout cas, k — k' € K, ce qui montre que K est
un idéal.

On a alors montré que les hypothéses du lemme de Zorn sont satisfaites. Par la suite, X
posséde un élément maximal, soit M. Par définition, M est un idéal propre contenant /. De
plus, vu que M est maximal dans X par rapport a l'inclusion d’ensembles, il n’existe pas un
idéal propre J 2 M. Donc, M est un idéal maximal contenant I. O]

4.7 Anneaux noetheriens et principaux

On finit ce chapitre en montrant que les anneaux principaux sont factoriels. On com-
mence avec une étude des anneaux noetheriens, dont un exemple spécial sont les anneaux
principaux. Le théoréme suivant donne une caractérisation des anneaux noetheriens qui est
trés utile et qu’on va revoir plus tard dans le contexte de la théorie de modules.

Théoréme 4.40. Soit A un anneau. Alors, A est noetherien s-si chaque chaine ascendante
d’idéaux de A
LchLclycC---

se termine, dans le sens qu’il existe n € Z>; tel que I,, = Iy = Lyo = -+ .
Démonstration. Supposons que A est noetherien, et soit I; C Iy C --- une chaine ascendante

d’idéaux de A. Considérons [ := U;; I;. Comme on I’a montré dans la démonstration du
théoréme 4.39, I est un idéal de A. Puisque A est noetherien, I est de type fini, ¢’est-a-dire il
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existe ay,...,ar € Atelsque I = (ay,...,a;). En particulier, a; € I = U;’il I;. Il existe alors
Ji € Zx; tel que ay € I;,. Soit n = max{ji, ..., ji}, pour que a; € I, pour tout ¢. Il faut,
alors, que I = (ay,...,a;) C I,. Par conséquent, pour tout j >nonaquel, C [; CIC I,,

ce qui implique que I; = I,, pour tout j > n.

Réciproquement, supposons que A est tel que chaque chaine ascendante d’idéaux de A
se termine. Soit I un idéal de A. On cherche de générateurs de I. Supposons que I n’est pas
de type fini. On arrivera & une contradiction.

En effet, soit a; € I. Puisque I n’est pas de type fini, alors (a;) # I. Il existe alors
ay € I\ (a1), pour que (a;) & (a1,a2). En utilisant encore 'hypothése que I n’est pas
de type fini, on a que (ai,as) # I. En particulier, on peut trouver ag € I\ (ai,as), pour
que (a1) G (a1,a2) G (a1,a9,a3). On a aussi que (a1, az,a3) # I car I n'est pas de type
fini. En continuant de cette fagon, on peut trouver une suite infinie d’éléments aq,ao,. ..
tels que (a1) G (a1,a2) G (a1,a2,a3) G ---. Ceci contredit 'hypothése que chaque chaine
ascendante d’idéaux de A se termine. Il faut alors que I soit de type fini, comme on le voulait

démontrer. O]
Théoréme 4.41. Chaque anneau principal est factoriel.

Démonstration. Soit a € A" := A\ (A* U {0}). On veut montrer que a peut s’écrire comme
un produit d’irréductibles. Supposons que ce n’est pas le cas. En particulier, a est réductible,
ce qui implique que a = aya) pour quelques aj,a) € A’. 1l faut que soit a; ou a} n’est pas
un produit d’irréductibles. Sans perte de généralité, supposons que a; n’est pas un produit
d’irréductibles. Puisque a;la et a1 o a, on a que (a) & (a1). Maintenant, on répéte cet
argument pour trouver as|a; qui n’est pas un produit d’irréductibles et tel que (a;) & (as).

En continuant de cette maniére, on peut construire une chaine ascendante d’idéau; de A
qui ne se termine pas. D’aprés le théoréme 4.40, ceci contredit le fait que A est un anneau
noetherien.

On a alors montré que chaque a € A’ posséde une factorisation dans quelques irréduc-
tibles. L’unicité de cette factorisation est montrée en suivant 'argument du théoréme 3.20.
La seule chose dont on a besoin pour faire marcher cet argument est que les irréductibles sont
premiers dans A. Mais un anneau principal est un anneau de Bezout par le corollaire 4.15.
Donc le lemme 3.18(b) implique que les notions de primalité et d’irréductibilité coincident

dans un anneau principal. Ceci conclut la démonstration. O

En fait, la démonstration n’utilise pas la force compléte de la principalité de 'anneau A,
mais juste qu’il est noetherien ainsi que la coincidence des notions de primalité et d’irréduc-
tibilité. Donc, on a le théoréme suivant plus général :

Théoréme 4.42. Si A est un anneau intégre et noetherien, dont chaque élément irréductible
est également premier, alors A est factoriel.

Théoréme 4.43. Dans un anneau principal, chaque idéal premier et non-trivial est mazi-
mal.

Démonstration. Soit P un idéal premier et non-trivial. Donc P = (p) pour un élément p
premier de A. Si [ est un idéal de A contenant P, alors I = (a) pouruna € A. Vuqu I D P,
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il faut que a|p. Mais p est irréductible comme premier, donc soit a € A, au quel cas I = A
par le théoréme 4.5(a), ou a ~ p, au quels cas I = P par le lemme 4.9. Ceci montre que P
est maximal. ]

Remarque 4.44. L’exercice 4.6 montre un inverse partiel du dernier théoréme.

On conclut le chapitre avec une mise a jour du diagramme du chapitre 3 :

noetherien

Bezout
premier+non-zéro—=maximal

irréductible=premier

Remarque 4.45. Rappelez que si [ est un idéal propre de A, alors I est premier s-si A/I est
intégre, ainsi que [ est maximal s-si A/I. Dans plusieurs exemples importants d’anneaux, les
quotients A/I avec I # {0} sont tous finis. Donc, le théoréme 2.18 implique que les notions
de maximalité de primalité pour les idéaux non-zéros coincident. Si un tel anneau est aussi
intégre et noetherien, on a une équivalence compléte entre les notions d’étre factoriel, d’étre
de Bezout, d’étre principal, et d’avoir la propriété que tous les irréductibles sont de premiers.
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La théorie des modules qu’on développera a la prochaine partie des notes nous aidera
de construire plusieurs exemples d’anneaux A dont tous les quotients A/ non-triviaux sont
finis.

4.8 Exercices

EXERCICE 4.1 (Ex. 37, 38, 39, p. 259-60).

(a) Soit A un anneau commutatif et unitaire. On dit que A est un anneau local s’il posséde
un idéal maximal unique.

(i) Montrez que si A est un anneau local dont l'idéal maximal est M, alors chaque
élément de A\ M est inversible.

(ii) Réciproquement, prouvez que si les éléments non-inversibles de A forment un idéal
M, alors A est un anneau local dont 1'idéal maximal unique est M.

(b) En suivant la notation de I'exercice 2.7, soit K un corps, v une valuation discréte sur
K est A I'anneau de valuation de v. Pour chaque nombre entier k£ > 0, on définit

A, ={r e K* :v(z) > k} U{0}.

Montrez que :
(i) Ag est un idéal principal de A = Aj.
(ii) Montrez que si I est un idéal non-zero de A, on a que I = Ay pour un k£ > 0.

Déduisez que A est un anneau local dont I'idéal maximal unique est A;.

(c) Soit p un nombre premier. Montrez que 'anneau A = {a/b : a,b € Z, pged(a,b) =
1, p1 b} est un anneau local dont I'idéal maximal unique est {a/b : a,b € Z, pged(a,b) =
1, pla, ptb}.

EXERCICE 4.2. Montrez que chaque idéal I de Z[Vd] = {a+bVd : a,b € Z} est de type fini
comme suite :

(a) Soit Iy =INZet I, = {b€Z:a+b/d € I pour un a € Z}. Montrez que Iy et I; sont
d’idéaux de Z. Par la suite, Iy = (ng) and I; = (n;) pour deux nombres entiers ng et
mni.

(b) Montrez que Iy C I;.

(c) D’apres la définition de I3, il y a a; € Z tel que a; + niV/d apparient a I. Prouvez que
I est Iidéal engendré par ng et a; + nyVd.

EXERCICE 4.3.

(a) Soit A = Q[x]. Montrez que I'idéal engendré par le polynéme z% — 2 est maximal. Plus
précisément, prouvez que

Qla]/(«* ~ 2) = Q[V2).

(b) Est-ce que I'idéal engendré par le polyndéme z* — 2 est maximal dans 'anneau Clz]?
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EXERCICE 4.4. Soit A un anneau de Boole, c¢’est-a-dire, a*> = a pour tout a € A (cf. exercice
2.5). Prouvez les propositions suivantes.

(a) (ex. 23, p. 258) Si A est non-zéro et unitaire, alors chaque idéal premier de A est aussi
maximal.

(b) (ex. 24, p. 258) Chaque idéal de type fini de A est principal [Indice : Montrez que
(a,b) = (a+ab+)|

(c) (ex. 1, p. 267) Si A est unitaire, alors A = (a) x (1 — a) pour tout a € A. De plus,
I’élément a est I'unité de (a) et 'élément 1 — a est I'unité de (1 — a).

(d) (ex. 2, p. 267) Si A est fini, non-zéro et unitaire, alors il y a un n € N tel que

AZL2LX -+ X L|2L.

TV
n fois

EXERCICE 4.5. Soit A un anneau intégre et soit Z(A) 'ensemble de tous les idéaux non-zéros
de A.
(a) SiIeZ(A)etaec A\ {0}, alors montrez que al € Z(A).

(b) Soient I,J € Z(A). On dit que I est équivalent a J et on écrit I ~ J s’il existe
a,b e A\ {0} tels que al = bJ. Montrez que c’est une relation d’équivalence sur Z(A).

(c) Montrez que ’ensemble de tous les idéaux principaux est une classe d’équivalence de la
relation ~ qu’on peut écrire comme [A] (ici [I] dénote la classe d’équivalence de l'idéal
I).

(d) Si C; = [[1] et Co = [I5] sont deux classes d’équivalence, alors on définit C; - Cy =
[I,15]. Montrez que cette opération est bien définie. De plus, montrez que la classe
d’équivalence [A] des idéaux principaux est 1’élément neutre de cette opération.

EXERCICE 4.6. Soit A un anneau factoriel dont chaque idéal premier non-trivial est maximal.

(a) Montrez que A est un anneau de Bezout.
(b) Montrez que A est principal.

[Indice : Si I est un idéal propre et non-zéro de A, alors montrez qu’il est principal par
induction sur min{Q2(a) : @ € I'\{0}}, ou Q(a) = nsia = p; - - - p, est une factorisation
de a a des éléments irréductibles. |

Remarque. On sait que l'inverse de (b) est aussi vrai : un anneau principal est factoriel et
ses idéaux premiers sont tous maximaux.

EXERCICE 4.7.
(a) Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux surjectif. Montrez que si A a une unité, alors
B en a aussi une. Déduisez que mZ/dmZ = 7./dZ comme anneaux s-si (d,m) = 1.

(b) Soitn € Z, n > 1. Déterminez tous les idéaux de Z/nZ qui sont premiers ou maximaux.

EXERCICE 4.8. Soit A et B deux anneaux commutatifs avec unités 14 # 04 et 15 # 0p.
Considérons ¢ : A — B un morphisme d’anneaux surjectif. Prouvez les propositions sui-
vantes :
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(a) ker(¢) est un idéal premier de A s-si B est intégre.

(b) ker(¢) est un idéal maximal de A s-si B est un corps.

(c) Si[I est un idéal de A qui contenant ker(¢), alors on a que A/I = B/¢(1).
)

(d) SiQ est un idéal premier de B, alors son image réciproque ¢~ (Q) est un idéal premier
de A contenant ker(¢). Remproquement, si P est un idéal premier de A contenant
ker(¢), alors son image ¢(P) est un idéal premier de B.

(e) Si N est un idéal maximal de B, alors son image réciproque ¢~ '(N) est un idéal
maximal de A. Réciproquement, si M est un idéal maximal de A, soit ¢(M) = B soit
¢(M) est un idéal maximal de B. Si, de plus, ker(¢) C M, alors I'ensemble ¢(M)
est nécessairement un idéal maximal de B. Finalement, donnez un exemple ou M et
maximal et ¢(M) = B.



Chapitre 5

Anneaux polynomiaux

Le but de ce chapitre est d’étudier la décomposition d'un polynéme en facteurs irré-
ductibles, ainsi que de développer des outils qui va nous permettre de décider quand un
polynéme donné est irréductible.

5.1 Polyndémes sur un corps

Si K est un corps, on se rappelle que K[z] est un anneau euclidien. Alors, il est un anneau
de Bezout, principal, factoriel, et un anneau ot chaque idéal premier non-zéro est maximal.
On commence en montrant quelques résultats de bases.

Lemme 5.1. Soit K un corps, a € K et f(zx) € K[z]|. Alors, a est une racine de f(z) s-si
x —a|f(x), s-si il existe g(x) € K[z] tel que f(x) = (x — a)g(x).

Démonstration. Puisque a € K, alors son polyndéme minimal sur K est le polynéme x — «
(voir l'exercice 3.2). Donc, f(a) =0 s-si @ — a|f(x), d’aprés I'exercice 3.2(b). O

Définition 5.2. Soit K un corps, a € K et f(x) € K[x]. Si a est une racine de f(x), alors
la multiplicité de « est le plus grand nombre entier m tel que (z — «)™|f(x).

Théoréme 5.3. Soient K un corps et f(x) € K[z]\{0}. Si aq,...,a, € K sont de racines
distinctes de f(x) de multiplicité mq, ..., m,, respectivement, alors il existe g(x) € K|z| tel
que f(z) = (r —a)™ - (x — o) g(x) et g(a;) #0 pour j =1,2,...,7.

En particulier, my + -+ - +m, < deg(f).

Démonstration. On montre le théoréme par induction sur r. Si » = 0, alors il découle du
lemme 5.1 en prenant g = f. Supposons qu’il est vrai pour r racines et soit «,,; une autre
racine de multiplicité m, ..

On sait que f(z) = (r —aq)™ -+ (x — @)™ g(x), ot g(ay) # 0 pour j =1,2,...,7.
Fait 1 : (z — a,11)"|f(2) s-si (z — "4 ]g(x).

Puisque on est dans un anneau factoriel (donc dans un anneau ot le lemme d’Euclide est

vrai), il suffit de montrer que x — a4 est copremier avec x — o; pour tout j < r. En effet,
l'idéal engendré par x — o et par x — a1 contient a; — a1 = (2 — ayy1) — (v — ;). Malis

o4
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K est un corps, et chaque élément de K \ {0} est inversible dans K (et donc dans K|z]). En
particulier, a; — a,.41 est inversible dans K|x], ce qui implique que

(x —aj,z — o) = Klz] = (1).

Ceci montre que z — «; et * — o,y sont copremiers, comme on 1'a affirmé.

D’apreés le fait 1 et la définition de la multiplicité d'une racine, on a que (z—av,1)™|g(x).
Donc, il existe h(z) € Klz| tel que g(z) = (x — apq1)" ' h(x). En particulier, f(z) =
(x—aq)™ -+ (x—pgr)™ 1 h(x). Il reste & montrer que h(a,41) # 0. En effet, si on avait que
h(c,11) = 0, alors z—a, 1 diviserait h(x) selon le lemme 5.1. Par conséquent, (x—ay.41) ™+t
diviserait f(z), ce qui contredit la définition de m, 1. Ceci conclut la démonstration de la
premiére partie du théoréme.

Finalement, pour la deuxiéme partie, on observe que deg(f) = my + - - -+ m, +deg(g) >
my+ -+ m,. (On aque g # 0 car f #0.) O]

Corollaire 5.4. Si K est un corps et f(x) € Kx]\ {0}, alors f a au plus deg(f) racines
sur K (méme si on compte ses racines avec leur multiplicité).

On a montré que si on peut trouver toutes les racines d’un polyndéme, alors on peut
I’écrire comme un produit de quelques facteurs linéaires. Mais est-ce que chaque polyndéme
a de racines? Si f(z) = 2> + 1 et K = R, alors on sait que f(z) n’a pas de racines dans R.
Cependant, on sait qu’on peut passer & une extension de R (c’est-a-dire, un corps contenant
R comme un sous-corps) qui contient toutes les racines de R. Cette extension est le corps
des nombres complexes C. Plus généralement, Gauss a montré que chaque polynéme aux
coefficients réels a toutes ses racines dans C. Ceci est le théoréme fondamental de I'algébre.
Ici on montre que pour chaque polynoéme f(x) € K[x] il existe une extension L de K
contenant toutes les racines de f (mais sans spécifiant L).

Théoréme 5.5. Soit K un corps et soit f(x) € Klz| \ {0}. Il existe une extension L de
K ou f(x) se factorise complétement, dans le sens qu’il existe ¢,cq, ..., € L tels que
f(z) =clx — i) (x — ) dans L[x].

Démonstration. On montre le théoréme par induction sur deg(f). Quand deg(f) = 0, alors
f est constant et non-zéro, donc le théoréme est trivialement vrai.

Supposons, maintenant, qu’il est vrai quand le degré du polynéme est < n, et soit f de
degré n > 1.

Cas 1. Si f(z) est réductible, alors f(z) = g(z)h(x) pour quelques g(z),h(x) € Klx]
non-constants de degré < n. Selon '’hypothése d’induction, il existe une extension L ou g(z)
se factorise complétement. En réalisant h(z) comme un polynéme de L[z], il existe alors une
extension L' de L (donc, une extension de K') ot h(z) se factorise complétement. Done, f(x)
se factorise complétement dans L.

Cas 2. Si f(x) est irréductible, alors on sait que I'idéal (f(z)) est premier. Puisque K|x]
est euclidien (donc principal), on trouve que (f(x)) est un idéal maximal. Alors, le quotient

L= Kz]/(f(z))
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est un corps. De plus, le quotient contient une copie isomorphe de K, donnée par ’ensemble
{k : k € K}. Sans perte de généralité, on identifie k et k, donc on peut supposer que L
contient A comme un sous-corps, c¢’est-a-dire qu’il est une extension de K.

On montre que f(z) a une racine dans L. Soit a := T (i.e. la classe d’équivalence de z
modulo P(xz)). On observe que si P(x) = ag+ a1z + - - - + a,2", ol a; € K, alors

Pla) =ag+aja+ -+ apa™ =ag+ @ T+ -+ a, 7" = ag + @10 + - - + apa” = P(x) = 0.

C’est-a-dire, v est une racine de f(x), comme on laffirmé. Le lemme 5.1 implique qu’il existe
On a alors construit une extension L de K contenant une racine de f. D’aprés le lemme 5.1,
il existe g(z) € L[z] tel que f(x) = (x — a)g(x). Puisque deg(g) = deg(f) — 1 < n, on peut
appliquer I'hypothése d’induction sur ¢ : il existe une extension L’ de L ou g(x) se factorise
complétement. Donc, f(z) se factorise complétement dans L', qui est une extension de L. []

Corps finis

Une application jolie de la théorie des polynémes est sur les corps finis :

Théoréme 5.6. Soit K un corps, et soit G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif K*.
Alors, G est cyclique.

Corollaire 5.7. Si F' est un corps fini, alors F* est un groupe cyclique.
Corollaire 5.8. Sip est un premier, alors (Z/pZ)* est un groupe cyclique.
Avant montrer le théoréme 5.6, on a besoin d’'un lemme.

Lemme 5.9. Soit (G,-) un groupe abelien. Soit g,h € G d’ordre m et n, respectivement. Si
m et n sont copremiers, alors ord(gh) = mn.

Démonstration. Soit k = ord(gh). Certainement, (gh)™ =1 vu que g™ = h" =1 et G est
commutatif. Donc k = ord(gh)|mn.

Puis, on a que (gh)¥ = 1. Donc 1 = (gh)*™ = h¥™ d’aprés la commutativité de G et de
la définition de m. Donc, n = ord(h)|km. Puisque m et n sont copremiers, on en déduit que
n|k. De méme, on peut aussi montrer que m|k. En utilisant la coprimalité de m et de n pour
une derniére fois, on trouve que mnl|k. Ceci montre que k = mn, comme on l'affirmé. O

Démonstration du théoréeme 5.6. Soit
m := exp(G) := max{ord(g) : g € G}.

On sait que m < |G|, d’aprés le théoréme de Lagrange. On affirme que ¢™ = 1 pour tout
g € G. Supposons pour un instant que ceci est le cas. On observe que le polynéme 2™ — 1 a
alors |G| racines sur K (chaque élément g de G est une racine de 2™ — 1). Dong, il faut que
|G| < m = deg(z™ — 1). Puisque on a aussi que m < |G|, on en déduit que m = |G|, ce qui
veut dire qu’il existe g € G d’ordre |G|. Un tel g doit engendre G, ce qui montre que G est
cyclique.
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On montre que g™ = 1 pour tout g € G par contradiction. Supposons qu’il existe h € G
tel que

h™ £ 1.
Soit aussi g € G d’ordre maximal, c’est-a-dire
m = ord(g).
Si n = ord(h), il faut que n { m (sinon, A™ = 1). Il existe alors un premier p dont la

puissance exacte divisant n est plus grande que celle divisant m. Soit p®||m (i.e. a est la
puissance exacte de p divisant m) et p||n, pour que b > a. Si n = p’k, alors on construit
deux nouveaux éléments :

g1 = gpa et hl = ]’Lk.

On a que ord(g;) = m/p® et que ord(hy) = p°. De plus, p® et m/p® sont copremiers. Donc,
le lemme 5.9 implique que ord(gihi) = mp®~® > m, ce qui est impossible. Ceci conclut la
démonstration de notre affirmation que ¢™ = 1 pour tout g € G. Le théoréme en découle
comme on 1’a expliqué ci-dessus. O

5.2 Polyndémes sur un anneau factoriel

Les anneaux polynomiaux sur un corps sont euclidiens, donc factoriels. Dans cette section,
on montre la méme chose quand 'anneau de coefficients est factoriel.

Définition 5.10. Soit A un anneau intégre et soit f(z) € A[z] \ {0}. On dit que f(z) est
primitif si ses coefficients sont copremiers, c’est-a-dire, si f(z) = a,2™ +a,_ 12"+ -+ ag
et d|ag,ay, ..., a,, alors d est inversible.

Si f(x) n’est pas primitif, on 'appelle imprimitif.

Exemple 5.11. Si A = Z, alors le polynéme 222 + 4x + 3 est primitif, mais le polynéme
222 + 42 + 6 ne lest pas.

Exemple 5.12. Chaque polyndéme unitaire sur un anneau intégre est primitif.

Remarque 5.13. Soient A un anneau factoriel et K son corps des fractions. Soit, aussi,
f(z) € Klx] de degré m > 0. Les coefficients de f(x) sont tous des fractions, soient
ao/bo, a1 /by, ..., a,/b, avec a; € A,b; € A\ {0}. Donc

1 -

ou b = by - b, et tous les coefficients de f () sont dans A. Si a est un pged de coefficients de
f(z), alors on peut écrire f(x) =a- F(z), ou F(x) est un polynéme primitif de A[z]. Donc,
on peut écrire

pour quelques a,b € A\ {0}. (En éclairant les facteurs communs de a et de b, on peut méme
supposer que a et b sont copremiers.)
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Théoréme 5.14. Si A est un anneau factoriel, alors Alx| est un anneau factoriel. De plus,
si K est le corps des fractions de A, alors les polynéomes irréductibles sont :

(a) les polynomes constants f(x) = p, ot p est un élément irréductible de A ;

(b) les polynomes primitifs non-constants f(x) € Alx] tels que f(x) est irréductible dans
Uanneau K[x].

On a besoin de quelques résultats auxiliaires.
Lemme 5.15. Soit A un anneau et I un idéal de A. Donc I[x| est un idéal de Alx| et
Ala]/1]x] = (A/1)[2].
Démonstration. Considérons I'application

¢ Ale] — (A/I)[z]
ag+ a1z + -+ a2 — ag + arx + -+ apx”,

ol @ dénote la classe d’équivalence de a mod I. Evidemment, ¢ est un épimorphisme d’an-
neaux. De plus, son noyau est clairement égal & I[z], les polynémes aux coefficients dans 1.
En appliquant le premier théoréme d’isomorphisme d’anneaux, on trouve que ker(¢) = I[z]
est un idéal de Alz], ainsi que A[z]/I]zx] = (A/I)[x], comme on I'a affirmé. O

Le résultat-clé est le lemme de Gauss :

Lemme 5.16 (lemme de Gauss). Si A est un anneau factoriel, alors le produit de deux
polynomes primitifs de Alz| est aussi un polynome primitif de Alx].

Démonstration. Soit f(z) = a(x)b(x), ou a(zx),b(x) sont deux polyndmes primitifs de A[z].
On montre que f(x) est aussi primitif par raisonnement par I’absurde.

Si f(x) n’était pas primitif, alors il existerait un d € A\ ({0} U A*) divisant tous les
coefficients de f. Puisque A est factoriel, d a au moins un facteur irréductible, soit p. Ce
facteur p doit évidemment diviser tous les coefficients de f. En particulier, on voit que
f(x) =0, ou f(z) dénote 'élément de (A/(p))[x] obtenu en réduisant tous les coefficients de
f(z) mod (p). D’apres le lemme 5.15 (et de sa démonstration), on trouve donc que

(5.1) a(x)b(z) = 0.

Puisque p est irréductible et A est factoriel, alors p est premier. On trouve, alors, que I’idéal
(p) est premier et, par la suite, le quotient A/(p) est un anneau intégre. Comme résultat,
la relation (5.1) implique que soit @(z) = 0 ou b(z) = 0. Mais ceci est impossible, car on
en obtiendrait que p divise soit tous les coefficients de a(x) ou ceux de b(z), en contredisant
I'hypothése de primitivité de a(z) ou celle de b(z), respectivement. Ceci montre I’absurdité
de I'hypothése que f(x) est imprimitif, en concluant la démonstration. O]

On est prét de prouver le résultat principal de cette section. On le divise en deux parties,
en caractérisant d’abord les éléments irréductibles de A[z] quand A est factoriel :
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Lemme 5.17. Soient A un anneau factoriel et K son corps des fractions. Les polynémes
irréductibles de Alx] sont :

(a) les polynomes constants f(x) = p, ou p est un élément irréductible de A ;

(b) les polynomes primitifs non-constants f(x) € Alx] tels que f(x) est irréductible dans
Uanneau K|zx].

Démonstration. Puisque A est intégre, on se rappelle que, selon I'exercice 2.2, les éléments
inversibles de A[z] sont les polynomes constants f(x) = a, ot a € A*. Donc, on polynéme
constant f(z) = ¢ est réductible dans A[x] s-si ¢ est réductible dans A. Ceci montre la
caractérisation affirmée de polyndémes irréductibles constants.

Or, supposons que f(z) est un polynéme irréductible et non-constant de A[z]. Montrons
que f(x) est primitif et irréductible dans K[z].

Pour la primitivité de f(z), on observe que si les coefficients de f(z) étaient tous divisibles
parun d € A\ ({0} U A¥), alors on pourrait écrire f(z) = d - g(x), ou g(z) € A[z] est non-
constant. Donc, d et g(x) sont d’élément non-inversibles de A[z], ce qui contredit I'hypothése
que f(z) est irréductible.

Puis, on montre que f(z) est irréductible dans K[x]. Supposons au contraire que f(z) =
g(x)h(x) pour quelques f(z),g(x) € K|x]. Selon le remarque 5.13, il existe deux polynomes
primitifs G(z), H(z) € A[z] et des nombres a,b,c,d € A\ {0} tels que

g(x):%-G(x) ot h(m)zg-H(x).

Donc,
(5.2) bd - f(z) = ac- G(x)H(z).

Puisque f(x) est primitif, le nombre bd est un pedg des coefficients du polynéme bd - f(x).
D’autre coté, puisque G et H sont primitifs, le lemme de Gauss implique que G(z)H (z)
'est aussi. On trouve alors ac est un pged des coefficients du polynéme ac - G(x)H (z). Par
la suite, bd ~ ac, ce qui implique que ac = u - bd pour un u € A*. On en déduit que
f(z) =u-G(xz)H(z). Mais on a supposé que f est irréductible dans A[z]. Donc, soit G est
constant ou H 'est. Par conséquent, soit g est constant ou A I’est. Ceci montre l'irréductibilité
de f(x) dans K|[z].

Réciproquement, on montre que si f(z) € A[x] est non-constant, primitif est irréductible
dans K|[x], alors il est également irréductible dans A[x]. En effet, si f(z) = g(z)h(x) pour
quelques g(z), h(z) € Alz], alors on a une factorisation de f(z) dans K |[x]. Par I'irréductibilité
de f(x) dans K|x], il faut que soit g(x) est constant ou h(z) l'est. Sans perte de généralité,
supposons que g(x) est constant, soit g(z) = a. On trouve donc que f(x) = a - h(x). Par
cette relation, il faut que a divise tous les coefficients de f(x). Mais on a supposé que f(z)
est primitif, donc a € A*. On a alors montré que g(z) = a € A*, ce qui implique que g(x)
est inversible dans A[z]. Ceci conclut la démonstration de U'irréductibilité de f(z) dans A[x]
et, donc, du lemme. O

Démonstration du théoreme 5.14. Le lemme 5.17 caractérise les éléments irréductibles de
Alzx]. Il reste a montrer que A[z] est factoriel.
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Soit f(z) € Alx] \ ({0} U A*). Puisque K|z] est factoriel, il existe quelques polyndomes
irréductibles py(z),...,pm(z) € Klz] tels que f(z) = p1(x)- - pm(x) dans 'anneau K|x].
Selon le remarque 5.13, il existe quelques polynémes primitifs Pj(x),..., Py,(z) € Alx] et
quelques éléments a;,b; € A\ {0} tels que p;(x) = (a;/b;)P;(z) pour tout j. En particulier,
p;j(x) ~ Pj(x) dans I'anneau K|z], donc les polynémes P;(x) sont aussi irréductibles dans
K [x]. Puisque ils sont aussi primitifs dans A[z], ils sont irréductibles dans A[z| selon le lemme
5.17. On trouve donc que

(5.3) (by-+bp) - f(x)=(ay---ay)  Pi(x)-- Py(x).

On montre que by - --byla; - - - a,, en ré-utilisant 'argument aprés 1’équation (5.2) : puisque
les polynomes P; sont tous primitifs, le lemme de Gauss implique implique que P; - - - P, est
aussi primitif. En comparant les pgeds de deux cotés de (5.3), on en déduit que (by - - - by,)-d ~
aj -+ ap, ot d est un pged de coefficients de f. Donc ay -« -a, /by -+ = ud pour un u € A*,
et on a montré que f(x) = ud - Py(z)--- P,(x). En factorisant le nombre d en éléments
irréductibles de A, on a montré que f(x) peut se factoriser comme un produit d’éléments
irréductibles de A[z].

Il reste & montrer que la factorisation de f(x) en éléments irréductibles de A[x] est unique.
Supposons que

(5.4) f(l'):(Jl“'Qk'Pl(iU)"'Pm(x):fjl"'de‘pl(x)"'pn<x>7

ou ¢;,q; sont d’éléments irréductibles de A, et PJ,]% sont de polynoémes primitifs et non-
constants de A[z] qui sont irréductibles dans I'anneau K[z|. En réalisant la relation (5.4)
comme une identité dans 'anneau factoriel K[z], on trouve que m = n, ainsi que il existe
une permutation o € S, telle que P et P,(j) sont associés dans I'anneau K|z]. Donc
P; = (a;/b;) Py(j) pour quelques a;,b; € A\ {0}. On en déduit que b;P; = a;P;. En compa-
rant les pgeds de coefficients de deux cotés, et en utilisant I'hypotheése que FPy;) et ]5J sont
irréductibles, on trouve que a; ~ b;, c’est-a-dire a; = u;b; pour un u; € A*. Donc

(5.5) Py = u;Poy),
ce qui implique que PJ et P,(;) sont associés dans I'anneau A[z]. De plus, en insérant (5.5)
dans (5.4), on trouve que
Q1Qk:U1Um€71q~£
Puisque A est factoriel, il faut que k = /¢ et il existe une permutation 7 € S, telle que

qd; et qr¢;) sont associés dans A pour tout j. Ceci conclut la démonstration que Afx] est
factoriel. 0

5.3 Polyndémes sur un anneau noetherien

Théoréme 5.18 (théoréme de la base de Hilbert). Si A est un anneau noetherien et unitaire,
alors les anneaux polynomiaux Alxy, ..., x,] sont tous noetheriens.
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Démonstration. Puisque Az, y] = (Alx])[y], il suffit de montrer le théoréme quand n = 1.
Soit I un idéal de A[z]. On cherche un nombre fini de polynémes de Afz] qui I'engendre.
Pour d > 0, considérons

Jg:={0}U{a € A\ {0} : 3f(x) € A[x] de degré d et de coefficient en téte égal a a}.

L’ensemble J; est un idéal de A :

— Par définition, 0 € Jy, donc J; est non-vide.

— Soit a,b € Jz. On montre que a +b € J;. Si a = 0 ou b = 0, alors évidemment
a+0be{a,b} C Jg Sia,b#0eta+b=0,alors évidemment a + b € J;. Finalement,
supposons que a, b,a+b # 0. Il existe alors f(x), g(x) € I tels que f(x) = az®+ ppp et
g(z) = bx?+ppp, ot ppp veut dire qu’on ajoute une somme de plus petites puissances de
x. Puisque I est un idéal, on a que f(x)+g(z) € I. De plus, f(z)+g(z) = (a+b)x+ppp.
On en déduit que a + b € J; dans ce dernier cas aussi.

— Soit a € J;. On montre que —a € Jy. Si a = 0, alors —a = 0 € Jy. Si a # 0, alors
il existe f(z) = ax? + ppp € I. Puisque I est un idéal, on a que —f(z) € I. Mais
—f(z) = —az? + ppp, donc —a € Jy, comme affirmeé.

— Soit a € Jg et b € A. On montre que ab,ba € J;. On donne I'argument pour ab;
largument pour ba est similaire. Si ab = 0, alors ab € J;. Supposons que ab # 0.
Puisque a € Jy, il existe f(x) € I tel que f(z) = ax? + ppp. Mais I est un idéal, donc
f(z)b € 1. Puisque f(z)b = ab+ ppp, on trouve que ab € Jy.

Puisque on est dans un anneau noetheriens, il existe quelques aq1,...,aqn, € A\ {0} tels
que

Jd = (ad71, ce ,admd).
Par la définition de Jy, il existe aussi quelques polynomes fq1,..., fan, € I tels que

fa;(z) = ad,jSUd + ppp-

Puis, considérons les réunions K, := U?:o Ji. C’est facile de vérifier qu’elles sont d’idéaux
de A. De plus, Ky C K; C ---. Puisque A est noetherien, le théoréme 4.40 implique 1’exis-
tence d'un entier D > 0 tel que Kp = Kpy1 = ---. On affirme que les polynomes f;; avec
0<d<Detl<j<ngengendrent I. Si

[=({fs;:0<d<D, 1<j<ng})Cl,

il faut montrer que pour tout f(z) € I, on a que f(x) € Iy. On le montre par induction sur

deg(f).
Quand f =0, on a que f € I. Quand f(x) = a est constant, alors

a€ Jy= (a[),la Qo) = (f0,17 ooy fome) C I.

Supposons, maintenant, que f(z) € I pour chaque f(z) € I de degré < n, et considérons
f(z) € I de degré n > 1. Si f(x) = ax™ + ppp, alors a € J,. Si n > D, on a donc que
a € K,, = Kp. En tout cas, a € K,,, avec m = min{n, D}. Par la suite,

a= E Ad,jd,jd, j

0<d<m
1<j<ng4
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pour quelques coefficients Ay j, ita; € A. On observe alors que le polynéme

g( Z /\d,]fdj /’Ldj

0<d<m
1<j<ng

a degré < n. De plus, puisque f(x), fa;(x) € I et I est un idéal, on a que g(z) € I
par I’hypothése d’induction. Mais on a que f(z) = g(z) + Zo<d<m N jfaj (@) pax" e, et

<j<ng

9(2), faj(z) € I avec d < m < D. Par la suite, f(z) € I. Ceci conclut la démonstration. [

Corollaire 5.19. Si K est un corps, alors les anneaux polynomiaux Klxy, ..., x,| sont tous
noetheriens.
Remarque 5.20. On remarque que, quand n > 2, les anneaux K|z1,...,z,| ne sont pas en

général principaux. Par exemple, si K = C et n = 2, alors 'idéal (x1, z5) n’est pas principal.

5.4 Critéres d’irréductibilité

Une question fondamentale a laquelle on va partiellement répondre a cette section est
quand un polyndéme donné est irréductible dans un anneau.

Soit A un anneau intégre. Si f(z) = ax + b avec a € A\ {0} et b € A, alors c¢’est facile
de voir que f(x) est irréductible s-si il est primitif. Alors, sur un corps, tous les polynomes
linéaires sont irréductibles. C’est aussi facile de caractériser quels polynomes quadratiques
et cubiques sont irréductibles sur un corps :

Proposition 5.21. Soit K un corps et f(x) € K|x] de degré 2 ou 3. Alors f(x) est irréduc-
tible dans K[x] s-si il n’a pas de racines dans K.

Démonstration. Si f(a) = 0 pour un a € K, alors le lemme 5.1 implique que f(z) =
(x — a)g(z) pour un g(x) € K[z]. On a que deg(g) = deg(f) —1 > 1, donc on trouve que
f(z) est réductible.

Réciproquement, si f(z) = g(x)h(z) pour quelques g(x),h(x) € K[x] qui ne sont pas
inversibles, il faut que deg(g),deg(h) > 1. Puisque deg(g) + deg(h) = deg(f) € {2,3}, on
trouve que soit deg(g) = 1 oudeg(h) = 1. Sans perte de généralité, supposons que deg(g) = 1.
Il existe alors a € K\ {0} et b € K tels que g(z) = ax +b. En particulier, g(—b/a) = 0, d’ou
f(=b/a) = 0. O

Exemple 5.22. On étudie l'irréductibilité de f(z) = 2* + 3z + 1 dans Z[z]. Puisque Z
est factoriel et f(x) primitif, le théoréme 5.14 implique que f(x) est irréductible dans Z|x]
s-si il est irréductible dans Q[z]. Selon la proposition 5.21, ceci est équivalente a 1'existence
d’un nombre rationnel a/b qui est une racine de f(x), ot on peut supposer que a et b sont
copremiers. On a que

(a/b)® +3(a/b)+1=0 = a®+3ab>+b*=0.

On a que ala® + 3ab?, donc il faut que a|b®. Puisque a et b sont copremiers, il faut que
a = +1. De méme, on a que b|3ab® + b3, donc b|a?, et on en déduit que b = +1. Par la suite,
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les racines possibles de f sont les nombres +1. On vérifie directement que f(+1) # 0, donc
f est irréductible dans Q[z] et dans Z[x].

Un autre critére d’irréductibilité qui s’applique & de polynémes de tous les degrés est
donné ci-dessous :

Proposition 5.23. Soit A un anneau intégre et I un idéal propre de A. Soit f(x) € Alz]
un polynome primitif, de degré n > 1, et de coefficient en téte ¢, € A\ I.

Si la réduction de f(x) mod I ne peut pas s’écrire comme le produit de deux polyndomes
non-constants de degré < n dans (A/I)[z], alors f(x) est irréductible dans Alz].

Corollaire 5.24. Soit A un anneau intégre et P un idéal premier de A. Soit f(x) € Alz]
un polynéme unitaire non-constant. Si f(x) est irréductible dans l’anneau (A/P)|x], alors il
est irréductible dans Alx].

Démonstration de la proposition 5.23. Supposons, au contraire, qu’il existe une factorisation
non-triviale de f(z) dans Azx], soit f(z) = a(x)b(x). Posons k = deg(a) et ¢ = deg(b). Soient,
aussi, ay et by les coefficients en téte de a(x) et de b(z).

Il faut que k,¢ > 1. En effet, si par exemple, on avait que k& = 0, il fallait que a;, soit
un diviseur commun des coefficients de f(x). Puisque f(x) est primitif, on aurait alors que
a € A*. Ceci est impossible, car on a supposé que a(z) ¢ A[z]*. Le méme argument exclut
le cas ou ¢ = 0.

Puis, 'hypothése que A est intégre implique que k + ¢ = n et que ¢, = agb,. Puisque
k,0 > 1,1l faut que k, ¢ < n. De plus, en utilisant le fait que ¢, ¢ I, on déduit que ay, by ¢ 1.

En particulier, si on réduit les polynomes mod I, on trouve que deg(f) = deg(f) = n,

deg(a) = deg(a) = k < n et deg(b) = deg(b) = ¢ < n. Ceci est impossible, car on a supposé
que f(z) n’est pas le produit de deux polynomes de degré < n dans (A/I)[z]. O]

Exemple 5.25. On é¢tudie l'irréductibilité de f(z) = 2® + x + 1 dans Z[z]. On observe si
on réduit f(x) mod 2, alors f(z) n’a pas de racines dans Z/2Z. Donc, f(x) est irréductible
dans 'anneau (Z/2Z)[x] d’aprés la proposition 5.21. Le corollaire 5.23 implique que f(z) est
aussi irréductible dans Z[z].

Exemple 5.26. On étudie l'irréductibilité de f(x,y) = 2% + 2y + 1 dans Z[z, y]. On a que
Zlz,y] = (Z[y])[z]. On va appliquer le corollaire 5.24 avec A = Z[y] et P = (y). On a que
f(z,y) = 2* + 1 (mod P). De plus, on a affirme que z? + 1 est irréductible dans (A/P)[z].

En effet, on a que
(A/P)[z] = (Zly]/(y))[2] = Z[].

En particulier, P est un idéal premier. De plus, on observe que 22 + 1 est irréductible dans
Z|z] : puisque il est primitif, le théoréme 5.14 implique qu’il suffit de montrer l'irréductibilité
de 22 + 1 dans Q[z]. On la voit en appliquant la proposition 5.21 (évidemment, z* + 1 n’a
pas de racines rationnelles).

Puisque 22+ 1 est irréductible dans (A/P)[xz], f(x,y) est irréductible dans A[z] = Z[z, y].

Théoréme 5.27 (critére d’Eisenstein). Soient A un anneau intégre et P un idéal premier
de A. Si f(x) = 2"+ ap_ 12"+ +ayx +ag est tel que : ay,...,a, 1 € P etag € P\ P?,
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alors f(x) est irréductible dans Alz].

Démonstration. Soit f(z) = g(x)h(x), ot g(x) = by + bz + -+ - + bpa® et h(z) = o + 17 +
-+ ¢z’ ne sont pas inversibles dans A[z]. On observe que byc, = 1, donc by, c, € A*. En
particulier, il faut que k,¢ > 1; sinon, g(z) ou h(x) serait inversible dans A[z].

Puis, on remarque que bycy = ag € P\ P?. Puisque P est premier, il faut que soit by € P
ou ¢y € P. Puisque ag ¢ P?, on ne peut pas avoir que by et ¢y sont les deux dans P. Sans
perte de généralité, supposons que by € P. On montrera que b; € P pour tout j, ce qui
contredit le fait que b, € A*.

On utilise induction sur j : supposons que b; € P pour tous i € {0,1,...,5 —1}. Puisque
a; € P et aj=bjcy+bj_1c1 + -+ bycj, ot on a posé ¢; = 0 pour ¢ > £, on a que

bjCO = CLJ' —bj,101 — —bon € P

par Phypothése inductive et le fait que P est un idéal. Donc b; = (bjco) - ¢5* € P, ce qui
conclut la démonstration de I’étape inductive.

Comme on 'a expliqué, on est arrivé a une contradiction : on a que b, € P, mais b, € A*
et P est un idéal propre car il est premier. Ceci termine la démonstration du théoréme. [J

Corollaire 5.28. Si p est premier, alors le polynéme cyclotomique
Qy(v) i =1+x+ P!
est irréductible dans Q[z].

Démonstration. Puisque ®,(x) est unitaire et Z est intégre avec corps des fractions Q, le
théoreme 5.14 implique qu’il suffit de montrer que ®,(x) est irréductible dans Z|x].

Observons que (z —1)®,(z) = 2P — 1. Cette observation nous motive de faire un change-
ment de variables : on remplace x par x + 1. Clairement, le polynome ®,(z) est irréductible
dans Z[z] s-si le polynoéme ®,(x + 1) l'est. Mais, on a que

(x+1)1’—1:2p: (?)xf—lzi (f)a:ﬂ

J=0 Jj=1

Donc

<I>p(;1:—l—1):i(§) - Zj(zﬂ)

J=1

On applique le théoréme 5.27 avec P = (p) : on a que p| (if1> pour 0 < ¢ < p — 2. Effective-

p

ment, les nombres (l +1) sont d’entiers. De plus, on a que

(i f 1) T (it 1)!(;];!— i— 1

Onaqueppletquept(i+D(p—i—1N)car 1 <i+1l,p—i—1<p-—1. Doncp|(l.fl)
comme affirmé. Finalement, quand i = 0, on a que p* { (0 +1) = p. Le théoréme 5.27 peut
alors étre appliqué et conclure la démonstration du corollaire. O
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5.5 Exercices

EXERCICE 5.1. Soit K un corps. Pour chaque polynéme f(z) = ag+ajz+---+a,2" € K[x],
définissons sa dérivée comme étant le polyndéme

f(x) == a; + 2a0x + - - - + na,z" ' € Kla],

ol ma veut dire m X a = a + - - - + a, comme on 'a défini dans I'exemple 4.29.
—_————

m fois
(a) Si f(z),g(x) € Klz], alors montrez que (f+g)'(x) = f'(z)+g'(x), ainsi que (fg)'(x) =
( )g(x) + f(x)g' ().
(b) Soit f(z) € Klx| de degré n > 1, et soit ¢ = car(K) (on sait que soit ¢ = 0 ou ¢
est premier). Si ¢ = 0, ou si ¢ est positive et elle ne divise pas n, alors montrez que
deg(f') =n—1.

(c) Soit f(x) € K[z]\ {0} et a € K une racine de f(x). Montrez que « est une racine
multiple de f(x) (i.e. de multiplicité > 2) s-si f'(a) = 0.

(d) Soit f(x) € K[z]\ {0}. Si f(x) et f'(x) sont copremiers dans K[z], alors montrez que
toutes les racines de f(x) dans K sont simples (i.e. de multiplicité 1). Plus générale-
ment, montrez que si L est une extension de K, alors toutes les racines de f(z) dans
L sont aussi simples.

(e) Supposons que car(K) = 0. Si L est une extension de K et f(z) est un polynéme
irréductible de K[z], alors montrez que toutes les racines de f(z) dans L sont simples.

EXERCICE 5.2. Soit K un corps, et soit Aut(K’) I’ensemble d’isomorphismes o : K — K.

(a) Montrez que si on muni Aut(K') de I'opération de la composition de fonctions, il devient
un groupe.

(b) Si K C Cet o € Aut(K), alors o(z) = = pour tout = € Q.

(c) Supposons que K C C. Si f(z) € Q[z] et @ € K est une racine de f(x), alors montrez
que o(«) est aussi une racine de f(x).

(d) Supposons que car(K) = 0. Soit P(z) est un polynome irréductible de Q[z]. L’exer-
cice 5.1(e) implique que toutes les racines de P(x) dans K sont simples. Soit Z leur
ensemble. Si o € Aut(K), montrez que ¢ : Z — Z, définie par 6(«) := o(«), est une
bijection (i.e. une permutation des éléments de 7). Déduisez que Aut(K) est isomorphe
a un sous-ensemble des permutations de I’ensemble 7.

(e) Déterminez Aut(K) quand K = Q(i), K = Q(v/2) et K = Q(2'/3).

EXERCICE 5.3. Soit K un sous-corps de C, soit @ un nombre complexe qui est algébrique
sur K et soit f(x) € Klx] le polynéme minimal de o sur K. (Voir I'exercice 3.2 pour les
définitions.)

(a) Montrez que K D Q.

(b) Si o : C — C est un morphisme d’anneaux tel que a‘ K= id‘ - alors le polynome
minimal de o(«) sur K est aussi f(x).

(¢) Trouvez le polynéme minimal du nombre v/2 + v/3 sur Q et sur Q(v/2).
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EXERCICE 5.4. Soit p un nombre premier, ¢ = e?™/? et K = Q(().

(a) Montrez que le polynéme minimal de ¢ sur Q est le polynome cyclotomique ®,(x).

)
(b) Montrez que si f({) = ¢(¢) pour quelques f(z),g(x) € Q[z], alors f({™) = g({™).
[Indice : exercice 2.11(b).]

(c) Pour m € Z, p 1 m, définissons o, : K — K par 0,,(f(¢)) = f({™), qui est bien définie
par la partie (b). Montrez que o0, € Aut(K), ainsi que 0y,4p = .

(d) Observons que si a € Q, alors o,,(«) = « pour tout m € Z, p { m. Montrez que
I'inverse est aussi vrai, comme ci-dessus :

(i) Comme on a vu a I’exercice 3.4(b), il existe une representation unique de & comme
a=ay+a(+- -+ ap_QCp”. En posant a,_; = 0, on a que

~1
om(@) = pz a;e*mmilr
j=0
pour chaque m € {0,1,...,p — 1}. Montrez la formule de l'inversion de Fourier
a; = 1 % Um(a)€—2wimj/p (0<j<p-—1).
P

[Indice :onaquel+ ¢+ ¥+ + (P =0siptj]
(ii) Déduisez que si 0,,(a) = 0 pour tout m € {1,...,p — 1}, alors a; = 0 pour
j=1,...,p—1. Donc a € Q.

(e) Définissons N : K — K par
p—1
N(a) = H o;i(a).
=0

Montrez que :
(i) N(af) = N(a)N(pB) pour tous a, B € K ;
(ii) N(a) =0s-sia=0;
(i) N(a) € Q pour tout o € K. [Indice : selon la partie (d), il suffit de montrer que
om(N(a)) = N(«) pour tout m.|
(f) Montrez que :
(i) sia € A:=Z[(], alors N(a) € Z;
(i) o« € A* s-si N(a) = £1;
(iii) si N(«) est premier, alors « est irréductible dans A.
(g) Montrez que ¢ — 1 est irréductible dans A.

(h) Montrez que les nombres 1 + ¢+ ---+ (™, 0 < m < p — 2, sont d’éléments inversibles
de 'anneau Z[(]. [Indice : observez que 1+ + -+ + (™ = ({1 —1)/(¢ — 1)

(i) La partie (f) implique que ¢/ —1 ~ ¢ — 1 pour j € {1,2,...,p — 1}. Déduisez que
p=u-(¢—1)P"! ou u est un élément inversible de A.



5.56. EXERCICES 67

EXERCICE 5.5 (ex. 4, p. 306). Soit A = Z + 2Q[z] C Q[z], c’est-a-dire, A est I'ensemble des
polyndémes avec coefficients rationnels dont le terme constant est un nombre entier. Montrez
que :

(a) A est un anneau intégre dont les éléments inversibles sont +1.

(b) les éléments irréductibles de A sont £p, ot p est un nombre premier dans Z, et les
polynémes f(z) qui sont irréductibles dans Q[z] et dont le terme constant est égal a
+1. Montrez aussi que si a € A est irréductible, alors (a) est un idéal premier de A.

(c) x ne peut pas étre écrit comme un produit d’irréductibles dans A (en particulier, x
n’est pas irréductible) et concluez que A n’est pas un anneau factoriel.

(d) l'idéal (x) n’est pas premier et décrivez 'anneau quotient A/(x).

EXERCICE 5.6 (ex. 2, p. 311). Montrez que les polynémes suivants sont irréductibles sur
Zlx]
(a) z* — 42 +6
(b) 2%+ 302° — 152 + 62 — 120
(c) z* + 423 + 622 + 22 + 1 [Indice : remplacez x avec x — 1.|
(d) ((x +2)P —2P)/x, ou p est nombre premier impair.

EXERCICE 5.7 (ex. 14, p. 312). Factorisez les polynomes z® — 1 et 2% — 1 en produit de
polyndémes irréductibles dans les anneaux suivants :

(a) Za],
(b) (Z/22)[x],
(¢) (2/3Z)[x].

EXERCICE 5.8.

(a) (ex. 13, p. 312) Montrez que le polynéme z* + nx + 2 est irréductible dans Z[z] pour
tous les entiers n € Z \ {1, -3, —5}.

(b) (ex. 12, p. 312) Montrez que le polynéme x? 4+ y* — 1 est irréductible dans Q[z, y].

EXERCICE 5.9.

(a) (ex. 9, p. 311) Montrez que le polynéme p(x) = 2% — /2 est irréductible sur A = Z[v/2]
[Indice : rappelez que Z[v/2] est un anneau euclidien d’aprés 'exercice 2(c) du TP du
27 février. |

(b) Montrez que
ZIV?2) = {a+ 024 + 22 + d2%/* s a,b, ¢, d € 7}

et que

Alz)/(2* — V2) 2 Z[V?2).
[Indice : observez que Z[v2] = A[v2] = {a + bv/2 : a,b € A}

EXERCICE 5.10.

(a) (ex. 4, p. 311) Montrez que le polynéome (z — 1)(x — 2)--- (x — n) — 1 est irréductible
sur Z[x] pour tout n > 1.
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(b) (ex. 5, p. 311) Montrez que le polynéme (x — 1)(z — 2)--- (z —n) + 1 est irréductible
sur Z[z| pour tout n > 1, n # 4, et réductible pour n = 4.
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Chapitre 6

Lexique de modules

6.1 Définitions et exemples de base
Dans 'algebre linéaire, on étudie les espaces linéaires. On se rappelle de leur définition :

Définition 6.1. Soit K un corps et V' un ensemble. On dit que V' est un espace vectoriel
sur K si:

(a) V est muni d’une opération binaire + qui le rend un groupe abelien ;

(b) K agit a gauche a V' d’une fagon respectante les structures algébriques de K et de V.
Plus précisement, il existe une opération - : K x V' — V appelée produit interne
telle que :

(i) 1-v=wv pour tout v € V';
(i) \-(v+w)=A-v+ X -wpour tous A € K et v,w € V;
(i) A+p)-v=A-v+p-wpour tous A\, u € K et v €V, ot A+ p dénote la somme
de A et de p dans K ;
(iv) (A-p)-v=A-(p-v) pour tous A\, u € K et v € V, ot A - p dénote le produit de
A et de p dans K.

Les modules sont tout simplement une généralisation des espaces vectoriels, ot on permet
I’ensemble de scalaires K d’étre un anneau arbitraire :

Définition 6.2. Soit A un anneau et M un ensemble. On dit que M est un A-module si :

(a) M est muni d’une opération binaire + qui le rend un groupe abelien ;
(b) il existe une opération - : A x M — M appelée produit interne telle que : De plus,
cette opération a les propriétés suivantes :
(i) si A est unitaire, alors 1-m = m pour tout m € M ;
(ii) a- (m+n)=a-m+a-n pour tous a € A et m,n € M,
(ili) (a+b)-m =a-m+0b-m pour tous a,b € Aet m € M, ot a+ b dénote la somme
de a et de b dans A.;
(iv) (a-b)-m =a-(b-m) pour tous a,b € Aet m € M, ot a-b dénote le produit de
a et de b dans A.

70
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Espaces vectoriels Modules
V' espace vectoriel sur K M un A-module
A € K est un scalaire a € A est un scalaire

W est un sous-espace de V' | N est un sous-module de M
V/W est un espace-quotient | M/N est un module-quotient

V' a dimension finie M est de type fini
V posséde une base B M est libre sur S
V' a dimension n M a rang n
V' = Span(9) M = (S)

Lemme 6.3. Soit M un A-module.

(a) Pour tout m € M, on a que
OA cm = OM

(b) Pour tout a € A, on a que
a-OM = OM

(¢) Pour tout a € A et tout m € M, on a que
(—a)-m=—(a-m)=a-(-m)

et que
(—a)-(—=m)=a-m.

(d) Si A est unitaire et a € A*, alors
a-m= 0y <~ m=0y.
Démonstration. Exercise. O
Corollaire 6.4. Soit V' est un espace vectoriel sur K. Si A € K etv €V, alors
Av=0 = A=0o0uv=0.

Le corollaire 6.4 n’est vrai en général pour les modules, ce qui est une de raisons prin-
cipales que la théorie des modules est beaucoup plus compliquée que la théorie des espaces
vectoriels.

Exemple 6.5. Si A est un anneau, alors

A" =Ax---x A={(ay,...,a,) :a; € AVj}

n fois

est un A-module avec produit scalaire défini par
a-(ay,...,an) = (aay,...,aa,).

Comme on va le voir plus tard, A" est le module libre sur A de rang n.
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De fagon plus générale, si (M;);c; est une famille de A-modules, alors leur produit directe
HMZ = {(mi)ie[ tm; € Mz Vi € ]}
el
est aussi un A-module.

Exemple 6.6. Si A est un anneau et B est un sous-anneau de A, alors A est un B-module
dont le produit scalaire est la multiplication de A.

Par exemple, Z[i] est un Z-module. Comme on va le voir, Z[i] est isomorphe & Z* comme
un Z-module.

Exemple 6.7. Si (G,+) est un groupe abelien, alors c’est facile de vérifier que 1'opération

(g+---—|—g sin >0,
pe
(6.1) n-g:=<0 sin =0,
—(g+--+g) sin<,
——
\ [n| fois

rend G un Z-module.

Vice versa, si G est un Z-module, alors il est un groupe abelien par définition. De plus,
son produit scalaire est nécessairement donné par (6.1). En effet, on a que

2:9=Q1+1)-g=1-g+1-g=g+y.
De facon inductive, on peut facilement montrer que

——

n fois

Finalement, si n < 0, alors
n-g+inl-g=mn+in])-g=0-9=0
d’aprés le lemme 6.3(a). Donc, on a que

n-g=—(nl-9)=—-(g+---+9)

In| fois

On voit alors que les Z-modules sont en correspondence avec les groupes abeliens.

Exemple 6.8. Soit V' un espace vectoriel sur le corps K, et soit T : V' — V une application
linéaire. On peut utiliser 7' pour donner a V' la structure d'un K[z]-module. SiT":V — V
est la m-iéme itération de T, c’est-a-dire T?(v) = T(T(v)), T?(v) = T(T(T(v))), etc, alors
définissons
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et, plus généralement,
(6.2) (ap + a1z + -+ + apx™) -v:=apv + a1 T(v) + - - - + a, T"(v).

C’est facile de vérifier que cette opération rend 7" un K[z]-module.

Vice versa, si V' est un K [x]-module, alors il est obtenu de la fagon précédente. En effet,
puisque K est un sous-anneau de K[z], il faut que V' soit un K-module aussi, c¢’est-a-dire un
espace vectoriel sur K. De plus, définissons T : V' — V par T'(v) := x - v. Clairement, T" est
une application linéaire. De plus, on a que

?v=(rz)-v=2 (x-v)=2-Tk)=T(T()) =T%0).

En général, on a que 2™ - v = T™(v). Dong, la relation (6.2) décrit I'action de K[z| sur V,
comme on l'affirmé.

On voit alors que les K[z]-modules sont en correspondence avec les K-espaces vectoriels
muni d’une application linéaire T': V' — V.

Les exemples 6.7 et 6.8 sont fondamentaux. Ils nous permettent d’étudier les groupes
abeliens et 'action d’une application linéaire sur un espace vectoriel du méme point de vue,
en étudiant les modules. De plus, on observe que les anneaux Z et K|z|, ou K est un corps,
sont les deux euclidients, donc principaux. Comme on va le voir plus tard, c’est possible de
déterminer complétement la structure des modules (de type fini) sur un anneau principal.

6.2 Sous-modules et modules-quotients
Naturellement, il existe la notion d’un sous-module :

Définition 6.9. Soient M un A-module et N C M. On dit que N est un sous-module de
M si la restriction du produit scalaire sur N le rend un A-module. Comme habituellement,
ceci est équivalente aux propriétés suivantes :

(a) N #0;
(b) ny —ng € N pour tous ny,ny € N
(¢) a-n € N pour tout a € A et tout n € N.

Remarque 6.10. Un anneau A est évidemment un A-module. Ses sous-modules sont les

idéaux de A.

Si M est un A-module et N est sous-module, alors (N, +) < (M, +). En particulier, on
peut définir leur quotient M/N. De plus, on peut définir un produit scalaire sur M /N par

a-m:=a-m.

Il est bien défini, car si m; = my (mod N), on a que my —mg € N, d’ott a(m; — my) € N.
Puisque a(m; — mgy) = amy — ams, on trouve que am; = amsy (mod N).
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6.3 Applications linéaires et matrices

Définition 6.11. Si M et N sont de A-modules, alors une application ¢ : M — N est
appelée linéaire si :

(a) ¢(mq + mgy) = ¢(my) + ¢(my) pour tous my, my € M,
(b) ¢(am) = ap(m) pour tous a € A, m € M.

Si A est unitaire, ces propriétés sont équivalentes a

plarmy + agma) = aygp(my) + azd(ms)

pour tous ai,as € A et tous mq,my € M.
Si ¢ est bijective, on 'appelle un isomorphisme de A-modules, on dit que M et N sont
isomorphes comme A-modules, et on écrit M = N.

Evidemment, une application linéaire est un morphisme entre les groupes additifs (M, +)
et (N,+). Son noyau ker(¢) joue, comme habituellement, un réle important. Il est un sous-
module de M. D’autre coté, I'image de ¢ est un sous-module de N.

L’ensemble de toutes les applications linéaires entre M et N est dénoté par
L(M,N)={¢: M — N, ¢ application linéaire}.

(Attention : dans la literature anglaise, cet ensemble est souvent dénoté par Hom4 (M, N).)
Si ¢, € L(M, N), alors on peut définir leur somme ¢ + ¢ : M — N par (¢ + ¢)(m) :=

d(m) + 1¥(m). Cette opération rend L(M, N) un groupe abelien. En fait, £(M, N) est un

A-module : sia € Aet ¢ € L(M, N), alors définissons a¢ par (ap)(m) :=a - ¢(m).

Exemple 6.12. Si M, ..., M, sont de A-modules, alors les applications

7TjZM1X"'XMn—>Mj
(ma,...,my) — mj,

sont d’applications linéaires. La fonction 7; est appelée la projection au j-iéme cordonné.

Exemple 6.13. Soit A un anneau unitaire et soit M,,«,,(A) 'ensemble des matrices m x n
aux coefficients dans A. Quand m = n, on écrit simplement M, (A).
Si C' = (¢ij)1<i<n,1<j<m, alors on peut définir I'application linéaire

(b((al, Ce ,am)) = (Z cl,jaj, Ce ,Z Cn’ja,]') .
j=1 j=1

En notation matricielle, et en écrivant les éléments de A™ et de A™ comme vecteurs-colonnes,
on a que
ay ai
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Vice versa, supposons que ¢ : A™ — A™ est une application linéaire. Considérons la base

standard de A™

1 0 0
0 1 0
(63) €1 = 0 5 €o = 0 5 ceey em =
: : 0
0 0 1
Donc
a1
Q2
) : = P(are; + ages + -+ + amen) = arp(er) + - -+ + amo(en).
am
Si on pose
C17J
CQJ
¢(e]') = . 5
ij
alors on trouve que
aq . C1,j ay
a2 C2,j )
¢ = Z a; = C : )
j=1 a,
A, Cn,j

ott on I'a posé C' = (¢;5)1<i<n, 1<j<m-
On voit, alors, que les applications linéaires de A™ & A™ sont en correspondence avec les
matrices n X m ayant coefficients dans A. Plus précisement, on a que

LA™ A™) = Myym(A)
comme A-modules.

Dans I'exemple précédent, les éléments de £L(M, N) sont en correspondence avec de ma-
trices. On sait comment multiplier deux matrices (de taille approprié). Cette opération se
généralise aux opérations linéaires : si ¢ € L(M, N) et ¢ € L(N, K), alors leur composition
1 - ¢ est une application linéaire de M a K.

En prenant K = N = M, on voit qu’on peut définir une opération multiplicative dans
L(M, M) qui le rend un anneau. Pour cette raison, on appelle £(M, M) 'anneau d’endo-
morphismes de M et le dénote par

End(M) = {¢: M — M, ¢ application linéaire}.
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Les éléments inversibles de End(M), c’est-a-dire les applications linéaires biunivoques ¢ :
M — M, sont appelées les automorphismes de M. On dénote leur ensemble par

Aut(M) := End(M)*.
C’est un groupe par rapport a 'opération o.
Exemple 6.14. Si A =R et M =R", alors End(M) = M,(R) et Aut(M) = GL,(R).
Exemple 6.15. Si A =7 et M = 7", alors End(M) = M,(Z) et
Aut(M) ={B € M,(Z) : det(B) = £1} = SL,(Z) U (By - SL,(Z)),

ou By est un élément fixé de M,,(Z) avec det(By) = —1. Pour voir la deuxiéme affirmation,
on observe que si AB = I, avec A, B € M,(Z), ou I,, dénote la matrice-identité n x n, alors
det(AB) = 1. Par la suite, det(A) det(B) = 1, d’ou on déduit que det(A) = det(B) = +£1.

Exemple 6.16. Dans le cours de l'algébre linéaire, on voit la notion de deux matrices
semblables. On peut généraliser cette notion dans n’importe quel anneau unitaire A : si
C,D € M,(A), alors on dit que C' et D sont semblables quand il existe P € M, (A)* =
Aut(A™) tel que

D=P'.C-P
On va motiver cette notion en montrant que deux telles matrices proviennent nécessairement
de la représentation d’une application linéaire donnée.

Pour simplicité, on travaille sur un corps K. Soit V' un espace vectoriel sur K de dimension
finie n, et soit ¢ : V' — V une application linéaire. Fixons deux bases de V, soient

S={v1,...,v,} et T ={wy,...,w,}.

Siv €V, alors il a deux représentations : il existe coefficients Ay, ..., A\, et p1,..., 4, € K
tels que
V=AU 4 AU, = pwy + - W

On dénote ces relations par

Al H1
A2 f2
U g . =
An S bn )

Puisque on a deux bases, on peut alors associer deux matrices a l'application ¢. En
travaillant avec la base S, on construit la matrice C' = (¢;;)1<ij<n € M, (K) par les relations

Cj,1
n

Cj2
Slo) =D e =| " |
k=1 :
cj?” S
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pour que
A1 A1
1] e |
An S An S

D’autre coté, en travaillant avec la base T, on construit la matrice D = (d;;)1<ij<n €
M, (K) par les relations

dj’l
n dj’z
olwy) =Y dygwr = | 7|
k=1 :
djn -
pour que
H1 H1
é H2 _D H2

On veut déterminer D en termes de C. On observe qu’il existe des coefficients py , tels

que
n
U = E D e We.
=1

D’autre coté, il existe des coefficients g, tels que

n
W = E qk,0Ve-
=1
On a que
n n n n n
Vi = E Pk oWy = E Pk.e g qe,jV5 = E E Pkeqej | Vj.
=1 (=1 =1 j=1 \¢=1

Si on pose P = (pij)i<ij<n € @ = (Gij)1<ij<n, alors la relation ci-dessus implique que
PQ = I,,. De méme, on peut aussi montrer que QP = I,,, c’est-a-dire que Q = P~
Or, on a que

P(w;) = ¢ (Z %,k%) = qixd(ve)
k=1 k=1
= Z qjk Z C,0Vp
=1

k=1

n n n
= E 45,k E Cre E DPemWm
/=1 m=1

k=1
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n n n
= Qj,kg q5,kCk tPtm | Wm.
=1

m=1 \ k=1

On en déduit que
n n
jgn = Y ik ) GikChePrms
k=1 =1
d’ot on trouve que

D =P 'CP,

c’est-a-dire C' et D sont semblables.
Vice versa, supposons que D = P~!CP. Considérons I'espace vectoriel K™ avec la base

standard ey, ..., e,, définie par (6.3). Définissons 'application linéaire ¢ : K™ — K" par
aq aq
: —c.
an an

On définit, aussi, les vecteurs
n
€k = g qke€e,
=1

ol gy ¢ sont les coefficients de P

C’est facile de vérifier que les vecteurs 1, . . ., &, forment une base de K", et que la matrice
de ¢ par rapport a cette base est D = P71C'P. On laisse les détails de cette démonstration
aux lecteurs.

On voit alors que deux matrices C, D € M, (K) sont semblables s-si elles définissent la
méme application linéaire par rapport a deux bases différentes (qui sont reliées par la matrice
P dans la relation D = P~1CP).

6.4 Théorémes d’isomorphisme de modules

Les applications linéaires satisfont les quatre théorémes d’isomorphisme usuels qu’on
donne sans démonstration, puisque les arguments sont similaires de ceux pour les groupes
et les anneaux.

Dans les énoncés suivants, les lettres M, N et K dénotent de A-modules, et le symbole
2 dénote d’isomorphismes entre A-modules.

Théoréme 6.17. Si ¢ : M — N est une application linéaire, alors
M/ kex(9) = (M),

Théoréme 6.18. St N et K sont deux sous-modules de M, alors N + K et NN K le sont
aussi et

(N +K)/K 2 N/NNK.
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Théoréme 6.19. Si N et K sont deux sous-modules de M avec N C K, alors K/N est un
sous-module de M /N et
(M/N)/(K/N)= M/K.

Théoréme 6.20 (théoréme de correspondence). Soit N un sous-module de M. Alors, la
correspondence

{sous-modules de M contenant N} — {sous-modules de M /N}
K — K/N

est une bijection préservant l'ordre, c’est-a-dire si K et K' sont deux sous-modules de M
contenant N, alors K C K" s-si K/N C K'/N.

6.5 Génération de modules

Lemme 6.21. Soit M un A-module. Si (N;);e; est une famille de sous-modules de M, alors
leur intersection est aussi un sous-module de M.

Démonstration. Exercice. O

Définition 6.22. Si M est un A-module et S C M, alors on dénote par (5) le plus petit
sous-module de M contenant S, c’est-a-dire

(S) = ﬂ N.

NDS
N sous-module de M

SiS ={si,..., sk} est fini, alors on utilise la notation (sy,...,sx) aulieude ({s1,...,sk}).
Lemme 6.23. Si A est un anneau unitaire, M est un A-module et S C M, alors on a que
(S)Y=A-S:={asi+ - +apsp : k € Z>g, ar,...,a € A, s1,...,5, € S}
Démonstration. Exercice. ]

Remarque 6.24. Si A = K est un corps, on voit alors que (S) = Span(.5).

Définition 6.25. Soit M un A-module. On dit que M est de type fini s’il existe S C M
fini tel que M = (5). Dans ce cas-ci, on appelle S un ensemble de générateurs de M.
Si la cardinalité de S est minimale, alors on appelle S un ensemble de générateurs mi-
nimal.
S’il existe m € M tel que M = (m), alors on appelle M cyclique ou monogené.

Comme dans l'algébre linéaire, on définit la notion d’'un ensemble linéairement indépen-
dant :

Définition 6.26. Soit M un A-module et S C M.
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On dit que S est libre ou linéairement indépendant si

a181 4+ - +agspy =0

= a1=---=a,=0
S1y...,8, €8 ! k ’

c’est-a-dire il n’existe pas de relations linéaires non-triviales entre les éléments de S.
Si S est libre et M = (), alors on dit que M est libre sur S et on appelle S une base
de M.

Remarque 6.27. Notons que ) est toujours linéairement indépendant, donc rang(M) €
[0, 0.

Exemple 6.28. Supposons que A est unitaire. Si M est un A-module libre sur I’ensemble
fini {s1,...,s,}, alors

M = A",
En effet, Uapplication ¢ : A" — M définie par ¢((ay,...,a,)) = ai1s1 + -+ + a,S, est

évidemment linéaire et surjective. De plus, son noyau est trivial car .S est libre. Donc, M =
A™, comme on I’a affirmé.

On montre maintenant que chaque espace vectoriel est un module libre :
Théoréme 6.29. Si V est un espace vectoriel sur le corps K, alors V posséde une base.

Démonstration. Soit X = {S C V : S linéairement indépendant}. Puisque () € X, alors
X # (). On appliquera le lemme de Zorn.
On vérifie d’abord que chaque chaine de X posséde une borne supérieure. En effet, si
Y C X est une chaine, alors posons
T=\Js

Sey

On laisse comme exercice de vérifier que T' est linéairement indépendant. Donc T' est une
borne supérieure de Y.

On peut, alors, appliquer le lemme de Zorn. Par la suite, il existe S € X maximal. On
affirment qu’il est une base de V. Il suffit que montrer que V' = (S). Soit v € V. Siv € S,
alors v € (S). Supposons que v € V'\ S. L’ensemble {v} U S est linéairement dépendant car
S est maximal. Donc il existe s1,...,s, € S et a,ay,...,a, € K tels que

av+a$1+ -+ a,S, =0

et a,a,...,a, nesont pas tous zéros. Il faut que a # 0, sinon on aurait que a;s1+- - -+a, S, =
0, c’est-a-dire on aurait une relation linéaire non-triviale entre les éléments de S, ce qui
contredit le fait que S est libre. Puisque a # 0 et K est un corps, on en déduit que

v=—a"tas; — - —a tays, € (9).
Ceci conclut la démonstration. O

Le théoréme précédent peut échouer de facon dramatique dans un module général :
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Exemple 6.30. Soit G = Z/27. Puisque G est un groupe abelien, il est un Z-module. Par
contre, il ne posséde pas de base car 2- g = 0 pour tout g € G.

D’autre coté, G est aussi un Z/2Z-module. Puisque Z /27 est un corps, il faut que G ait
une base. En fait, G est un espace vectoriel de dimension 1 sur Z/2Z.

Cet exemple, nous améne aux définitions suivantes :

Définition 6.31. Soient A un anneau non-trivial et M un A-module.
(a) Un élément m € M est appelé un élément de torsion s’il existe a € A\ {0} tel que
a-m = 0. On dénote par Tor(M) 'ensemble de tous les éléments de torsion de M.

(b) On dit que M est un module de torsion si M = Tor(M), c’est-a-dire si tous les
éléments de M sont d’éléments de torsion.

(c) Si S C M, alors 'annulateur de S est ’ensemble
Ann(S):={a€A:a-s=0Vs e S}.
Quand S = {s}, on écrit Ann(s) au lieu de Ann({s}).

Exemple 6.32. Considérons G = Z/27 comme un Z-module. On a que Tor(G) = G. De
plus,
Amn(0) =Z, Ann(l)=2Z et Ann(G)=2Z.

Lemme 6.33. Chaque groupe abelien fini est un Z-module de torsion.

Démonstration. Soit G un groupe abelien de cardinalité n < oco. Si g € G, les éléments
0-¢g,1-g,...,n-¢g ne peuvent pas étre tous distincts par le principe des tiroirs. Il existe,
alors 0 <7< j<ntelsquei-g=j-g. Donc,

(J—i)-9g=j-g—i-g=0.

Puisque j — 7 # 0, on a que g € Tor(G). On a alors que Tor(G) = G, comme on l'affirmé.
On remarque qu’on peut donner une démonstration algébrique aussi : le théoréme de

Lagrange nous dit que, pour tout g € G, ord(g)|n car ord(g) est la cardinalité du sous-

groupe engendré par g et n = |G|. Donc, n-g = 0. O]

Lemme 6.34. Soit K un corps, et soit V un K[x]-module pour lequel dim (V') < oo. Alors,
V' est un module de torsion.

Démonstration. Soit T : V. — V T'application T(v) := z - v et soit n = dimg (V). Si
f(x) =ap+ a1 + -+ - + agz?, alors

f(x)-v=aw+aTw)+- -+ aT%v).

On cherche alors une combinaison linéaire non-triviale de v, T'(v), . .., T%(v) qui vaut 0. Si d =
n, on a n+ 1 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n. Alors, une telle combinaison
linéaire existe, ce qui montre que v € Torg, (V). Ceci termine la démonstration. O
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Remarque 6.35. Comme on va le voir, le théoréme de Cayley-Hamilton (cf. théoréme 8.16)
implique que si cr(x) est le polynéme caractéristique de 7', alors cp(z) - v = 0 pour tout
v € V. Ceci est 'analogue du fait que si G est un groupe abelien de n éléments, alors n-g = 0
pour tout g € G.

Lemme 6.36. Soient A un anneau non-trivial et M un A-module.

(a) Si A est intégre, alors Tor(M) est un sous-module de M.
(b) Pour tout S C M, l’ensemble Ann(S) est un idéal de A.

Démonstration. Exercice. O
Finalement, on généralise le concept de la dimension d’un espace vectoriel :
Définition 6.37. Soit M un A-module. Le rang de M est défini par
rang(M) := sup{|S| : S C M linéairement indépendant et fini}.

Remarque 6.38. Si V est un K espace vectoriel et n = rang(V'), alors V' posséde une
base de n éléments, c’est-a-dire n = dim(V'). En effet, si S est un ensemble libre de V' de n
éléments, alors S a cardinalité maximale. En suivant la démonstration du théoréme 6.29, on
en déduit que S doit étre une base de V.

On a vu que si M est un A-module qui est libre sur un ensemble de n éléments, alors
M = A™ On voudrait certainement que rang(M) = n, comme on I’a pour les espaces
vectoriels. Ceci n’est pas vrai en général et, en tout cas, c’est difficile de le montrer. On va
le montrer dans 'appendice de ce chapitre quand A est commutatif et unitaire.

6.6 Sommes directes

Définition 6.39. Soit M un A-module et soient Ni,..., N, de sous-modules de M. Leur
somme est le module

Si ’équation ny; + ngy + --- +n, = 0 avec n; € N; pour tout ¢ a que la solution triviale
ny =mny =---=mn; = 0, alors on écrit

N=N®N®--- DNy

et on appelle N la somme directe (interne) des modules Ny, ..., Ng.

Plus généralement, si (N;);cr est une famille de sous-modules de M, alors on définit leur
somme comme étant I'ensemble N = {n; + ---+mn; @ dy,...,5 € I, n;, € Ny, Vj}. Si
I'équation ng, + -+ +n;, = 0 avec iy, ..., 4, ¢léments distincts de I et avec n;; € N;; a que
la solution triviale n;, = --- =n; = 0, alors on dit que N est la somme directe (interne)
des modules N;, 1 € I.
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Définition 6.40. Si (/V;);c; est une famille de A-modules, on définit leur somme directe
(externe) par

@NZ» :={(ny)ier : n; = 0 & part d’'un nombre fini i € I}.

iel
Cet ensemble est un sous-module du produit directe J], ., NV;.
Remarque 6.41. Les sommes directes internes et externes de Ny, ..., N, sont isomorphes.
Cependant, pour définir la somme directe externe de Ny, ..., Ny, on n’a pas besoin de savoir

que les NN; sont tous de sous-modules du méme module ambient M.

Lemme 6.42. Soit M un A-module, et soient N1, No, N trois sous-modules de M tels que
N =N;+ Ny. On a que N = Ny & Ny s-si Ny N Ny = {0}.

Démonstration. Supposons que Ny N Ny = {0}. Si ny+ny = n} +nj, alors n; —n} = nb —no.
Puisque ny —n} € Ny et nf, —ny € Ny, on trouve que ny — ny = nh —ng € Ny N Ny = {0},
d’ott ny; = n} et ng = nl,.

Vice versa, si N = Ny @ Ny et n € Ny N Ny, alors 0 = 0+ 0 = n + (—n) sont deux
representations de 0 dans la forme n; 4+ ny avec ny € Ny et ny € Ny. Donc n = 0, ce qui
conclut la démonstration. O

6.7 Modules noetheriens

Définition 6.43. Soit M un module. Si chaque sous-module de M est de type fini, alors on
appelle M un module noetherien.

Théoréme 6.44. Soit M un module. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) M est noetherien.

(b) Chaque chaine ascendante Ny C Ny C --- de sous-modules de M se termine, c’est-a-
dire il existe k € Z>y tel que Ny = Ny = Niyo = -+ -.

Démonstration. Exercice. OJ

Théoréme 6.45. Soit M un module et N un sous-module de M. Alors, M est noetherien
s-si N et M/N le sont.

Démonstration. Si M est noetherien, c’est clair que N et M/N le sont aussi : les sous-
modules de N sont de sous-modules de M, donc de type fini. De plus, les sous-modules de
M/N sont de la forme K/N par le théoréme de correspondence (cf. théoréme 6.20), on K
est un sous-module de M contentant N. Puisque K est de type fini, soit K = (s1,...,8,),
alors K/N = (51,...,3,) est aussi de type fine.

Réciproquement, supposons que N et M /N sont noetheriens. Soit K un sous-module de
N. On consideére les modules K NN et K + N. Le premier est un sous-module de N, donc
il est de type fini. Pour le deuxiéme, on a (K + N)/N est un sous-module de M /N, donc de
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type fini. Puisque K/K NN = (K 4+ N)/N d’apreés le deuxiéme théoréme d’isomorphisme
de modules (cf. théoréme 6.18), alors K/K N N est aussi de type fini.

Soient 1, ..., Tm,Y1,---,Yn € K telsque K/KNN = (Ty,...,Tp) et KNN = (y1,. .., Yn).
On montrera que K = (Z1,...,Zm, Y1,-..,Yn). S0it x € K. Donc T = a171 + -+ + apnTm
pour quelques aq,...,a, € A. Par la suite, x — (a;21 + -+ + apzy) € K N N. Dong, il
existe by, ..., b, € A tels que x — (a1x1 + -+ + apTm) = biys + - - - + buy,. On en déduit que
r=a1x1+ -+ @y + b1y + - - - + byy,, ce qui conclut la démonstration. O

Théoréme 6.46. Si My, ..., M, sont de A-modules noetheriens, alors leur produit directe
My x -+ x My Uest aussi.

Démonstration. Par induction sur k : le cas k = 1 est trivial. Puis, si M; X --- X M_1 est
noetherien, alos on observe que N = M; X -+ X My_; x {0} est un sous-module noetherien
de M = M; x -+ x My. De plus, M/N = My, qui est aussi noetherien. Le théoréme 6.45
conclut I'étape inductive. O

Théoréme 6.47. Soit A un anneau noetherien et unitaire. Si M est un A-module de type
fini, alors il est noetherien.

Démonstration. Supposons que M = (sy,...,s) pour quelques si, ..., s, € M. Définissons
¢ A¥ — M par ¢((ay,...,ar)) = a181 + -+ + agsy. Clairement, ¢ est un épimorphisme
de modules. Donc, le premier théoréme d’isomorphismes de modules (cf. théoréme 6.17)
implique que M = A*/ker(¢). Puisque A est un anneau noetherien (donc, un A-module
noetherien), le théoréme 6.46 nous dit que A* est un A-module noetherien. Par la suite, le
théoréeme 6.45 implique que A*/ker(¢) est noetherien aussi. Puisque M = A*/ker(¢), le
théoréme est démontré. O

6.8 Exercices

EXERCICE 6.1. Soit V' un espace vectoriel non-nul sur un corps K.

(a) Soit S et T deux bases de V. Si |S| < oo, alors montrez que |T'| = |S|.

[Indice : Montrez que si E est une base de Vet X = {zy,...,2,} C V est un ensemble
linéairement indépendant, alors on peut remplacer n éléments de E par zq,...,x, et
trouver une nouvelle base de V' qui a la méme cardinalité avec E. (En particulier, il
faut que #E > n.)

(b) Si V est de type fini comme un K-module, alors montrez que chaque base de K a
la méme cardinalité finie. (Cette cardinalité est appelée la dimension de V' et elle est
dénotée par dim(V').) s

(c) Montrez que dim(K™) = n et concluez que K™ = K™ si et seulement si n = m.

EXERCICE 6.2. Soit A un anneau avec unité 1 # 0.
(a) (ex. 5, p. 343) Si I est un idéal de A et M un A-module, on pose

IM:{Zl]m]nGN; ilw"aine]? ml?"‘7mn€M}'

J=1
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Montrez que I M est un sous-module de M.

(b) (ex. 12, p. 350) Montrez que IA"™ = I™ et concluez que A"/IA™ = (A/I)" comme
A-modules.

(c) (ex. 2, p. 356) Si A est commutatif, alors A" = A™ si et seulement si n = m.

[Indice : Si ¢ : A" — A™ est un isomorphisme de A-modules et [ est un idéal de A,
alors montrez que x € A" si et seulement si ¢(x) € TA™ |

(d) En supposant que M est noethérien et qu’il est libre sur un ensemble S C M, montrez
que |S| < oo.

EXERCICE 6.3 (ex. 27, p. 358). Soit M = Z X Z X ---, qui est un Z-module. On considére
son anneau d’endomorphismes A = Endz(M). On définit ¢, ¢ € A par

¢1(CL1,CL2,CL37...):((ll,ag,a5,...) et ¢2(a17a2,a3,...):(CLQ,CL4,CL67...).

(a) Montrez que {¢1, ¢} est une base du A-module A.
[Indice : Définissez les applications 1y et ¢y par ¢(ay,as,...) = (a1,0,a2,0,...) et
Yo(ay, ag,...) =(0,a1,0,as,...). Vérifiez que ¢r01); = 1 = ¢o01)9, p101s = 0 = @01y
et Y1001 +1y0py = 1. Utiliser ces relations pour montrer que ¢q, ¢o sont indépendants
et engendrent A comme un A-module. |

(b) Utiliser la partie (a) pour montrer que A = A% et déduisez que A = A" pour tout
n € N. (Donc, si A n’est pas commutatif, c’est possible que rang(A™) # n.)

EXERCICE 6.4. Soit A un anneau commutatif, unitaire et non-trivial. Un élément a € A
est appelé régulier s’il est non-zéro et il n’est pas un diviseur de zéro. C’est-a-dire, a est
régulier si I’équation ab = 0 toujours implique que b = 0.

Définissons

Tor, (M) :={m € M : Ja € A régulier tel que am = 0}.

(a) Montrez que Tor, (M) est un sous-module de M.

(b) Montrez que rang(M/ Tor,(M)) = rang(M).

(c) Montrez que si A est un anneau intégre, alors Tor(M) = Tor,(M). De plus, le module
quotient M/ Tor(M) n’a pas d’éléments non-nuls de torsion.

EXERCICE 6.5 (ex. 8, p. 344).

(a) Donnez un exemple d'un anneau A et d’un A-module M pour lesquels I’ensemble
Tor(M) n’est pas un sous-module de M. [Indice : Considérez Tor(A), c’est-a-dire, le
sous-module de torsion de I’A-module A.|

(b) Si A ades diviseurs de zéro et M est un A-module non-nul, alors montrez que Tor(M) #
{0}.

(c) (ex. 4, p. 356) M est appelé un module de torsion si Tor(M) = M. Montrez que
chaque groupe abélien fini est un Z-module de torsion. Donnez aussi un exemple d’un
Z-module de torsion qui est infini.

EXERCICE 6.6. Soit M un A-module.
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(a) (ex. 9, p. 344) Montrez que si N est un sous-module de M, alors son annulateur
Ann(N) est un idéal de A. De plus, montrez que 'action @-n := a -n rend N un
(A/ Ann(N))-module dont Pannulateur est nul. !

(b) (ex. 10, p. 344) Soit I un idéal de A. Montrez que I'ensemble M (I) :={m € M :im =
0 pour tout ¢ € I'} est un sous-module de M.

(c) (ex. 11, p. 344) Supposons que M = Z /247 x 7157 x Z/50Z et que A = Z.
(i) Calculez I'idéal Ann(M).
(ii) Soit I = 27Z. Décrivez M (I) comme un produit direct de groupes cycliques.

EXERCICE 6.7. Soit A un anneau unitaire.

(a) (ex. 9, p. 356) Un A-module M est appelé irréductible si M n’est pas nul est ses seules
sous-modules sont (0) et M. Montrez que M est irréductible si et seulement si M # {0}
et M = Am pour chaque m € M \ {0}. Déterminez tous les Z-modules irréductibles.

(b) (ex. 10, p. 356) Soit M un A-module. Si A est commutatif, montrez que M est irré-
ductible si et seulement si M = A/I comme A-modules, ot I est un idéal maximal
de A. [Indice : Pour chaque m € M \ {0}, l'application A 3 a — am € M est un
isomorphisme de A-modules.|

(c) (ex. 11, p. 356) Soit M et N deux A-modules irréductibles. Montrez que chaque appli-
cation linéaire non-zéro de M a N est un isomorphisme de A-modules. Déduisez que
End(M) est un corps gauche. [Indice : Considérez le noyau et I'image de 1'application
linéaire.|

EXERCICE 6.8. Soient A un commutatif et unitaire et M un A-module libre de rang n >
1. Soit aussi S = {si,...,s,} un sous-ensemble de M qui l'’engendre. Montrez que S est
linéairement indépendant comme suivant :

(i) Soit ey,...,e, une base de M. On peut écrire s; = u;1€1 + -+ + U; e, pour tout
i € {1,...,n}, ou les coefficients u, ; appartiennent & A. De méme, on peut écrire
€ = V;151 + -+ + U nSy, pour tout ¢ € {1,...,n}, ot les coefficients v; ; appartiennent

a A. Montrez que VU = I, ou U et V sont les matrices carrés de taille n x n dont les
coefficients sont w; ; et v; ;, respectivement, et I est la matrice carré unitaire de taille
n xXn.

(ii) Etante donnée une matrice C' = (¢;j)1<i<n € Mpxn(A), on définit son déterminant
1<j<n

det(C’) = Z Sgn(o’)017o—(1)0270(2) s Cn,a(n)a

O'ESn

ou S, dénote I'ensemble des permutations de {1,...,n} et sgn(o) le signe de la per-
mutation o. Montrez que :
— det(CD) = det(C) det(D), ot D est aussi dans M,,«,(A);
— siey,...,c, sont les lignes de C' et on remplace ¢; par Z?Zl a;cj, ol ay,...,a, €
A, alors le déterminant de la nouvelle matrice est égal a a; det(C).

1. Un A-module M dont 'annulateur Ann(M) est nul est appelé fidéle.
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iii) Si on a que a18; + -+ + a,s, = our quelques ay...,a, € alors montrez que

(ili) Si q 0 pour quelq : A, al trez q
a; de = our chaque j € ...,n}, ou U est la matrice définie & la partie
;det(U) = 0 p haque j € {1,...,n}, ou U est 1 trice définie & la parti
(a). Déduisez que a; = 0 pour chaque j € {1,...,n}, c’est-a-dire S est linéairement
indépendant.

6.9 Appendice : de rangs de modules

Théoréme 6.48. Soit A un anneau commutatif et unitaire, et soit M un A-module. Si M
posséde une base de r éléments, alors r = rang(M).

Démonstration. Evidemment, |S| < r. En particulier, S est fini, soit S = {s1,...,s,}. Il
reste a montrer que si my, ..., myy1 € M, alors ils sont linéairement dépendant, c’est-a-dire
il existe aq,...,a,11 € A n’étant pas tous zéros tels que

(64) aymy + -+ Ap1Mp+1 = 0.

Si on écrit m; = > b;js;, o b;; € A, alors (6.4) devient

n n+l
Z Z bi’jCLjSi =0.
i=1 j=1
L’indépendance de sq,...,s, nous donne que
aq 0
n n+l n+1 as 0
(65) Z meajsi =0 S Z b@jdj =0 Vi <~ B . = o,
i=1 j=1 =1 : :
Qp41 0

ou B = (bi,j)lgign,lngnJrl-

Soit D; le déterminant de la matrice B sans son i-iéme colonne (voir l'exercice 6.8 pour
la définition du déterminant d’une matrice dans un contexte général). Considérons, aussi,
la matrice B; de taille (n 4+ 1) x (n + 1) dont les premiéres n lignes sont celles de B et la
(n + 1)-iéme ligne est égale a (b; 1, ..., bin1). Puisque B; a deux lignes identiques, on a que
det(B;). D’autre coté, si on développe le déterminant de B; par rapport a sa (n + 1)-ligne,
alors on trouve que

det(BJ = (—1)n+2b@1D1 + (—1)n+3bi72 det(D2> + -4+ (—1)2n+2bi7n+1Dn+1.
On pose alors a; = (_1)2Dz pour trouver que
bi,lal + bi’gag + 4 bi7n+1an+1 =0 (1 S 1 S n + 1)

Ceci termine la preuve & moins que D; = 0 pour tout i € {1,...,n + 1}. Soit B’ =
(bij)1<i j<n €t soit m le rang déterminantal de B’', c’est-a-dire, le plus grand nombre m pour
lequel il existe une sous-matrice C' de B’ de taille m x m dont le déterminant n’est pas égal
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a zéro. Puisque det(B’) = D, 11 = 0, alors m < n. Sans perte de généralité, on suppose que
C = (bij)1<ij<m (sinon, on permute les m; et les s;).

Pour k € {1,...,n + 1}, considérons la matrice C}, € M,,+1(A) dont les premiéres m
lignes sont (b;1,...,bims1), 1 <i<m,etla (m+ 1)-iéme ligne est (bg1,- .., bkm+1)-

Si k > m, alors la définition de m implique que det(C},) = 0. Si k& < m, alors C}, a deux
lignes identiques, d’oit on trouve encore que det(C}) = 0.

Soit d; dénote le déterminant de la matrice Cj, sauf sa (m + 1)-iéme ligne et sa j-iéme
colonne. Notons que d; ne dépend pas de k. De plus, en développant le déterminant de Cj,
par rapport a sa (m + 1)-iéme ligne, on trouve que

bp1dy — brads + - + (—1)"bgms1dm+1 = 0.

Ceci est vrai pour tout k € {1,...,n + 1}. Par conséquent, si on le pose a; = (—1)d; pour
ie{l,...om+1} et a; =0 pouri € {m+2,...,n+ 1}, alors on trouve que b; a; +
bisag + -+ + bipi1a,11 = 0 pour tout i € {1,...,n + 1}. Puisque apy1 = (—1)""d,pq =
(—1)™ 1 det(C) # 0, on conclut que (6.5) (et, par la suite, (6.4)) est vraie pour quelques
éléments aq,as,...,a,4+1 € A qui ne sont pas tous zéro. Donc on conclut que mq, ..., m,
sont linéairement dépendants, ce qui termine la preuve. O



Chapitre 7

Théoréme des facteurs invariants

Dans ce chapitre on montre un résultat fondamental caractérisant les modules de type
fini sur un anneau principal.

On fixe, alors un anneau principal A et M un A-module. On va montrer qu’il existe un
entier 7 > 0 et quelques ay,...,ap € A\ (A* U{0}) tels que

M= A" x Af(ar) x Af(as) x -+ Af(az).

Comme on va le voir, r = rang(M), donc r est défini de fagon unique. Les éléments aq, . . . , ay
deviennent aussi uniques si on impose quelques conditions. Les énoncés précises suivent :

Théoréme 7.1. Soient A un anneau principal et M un A-module de type fini. Il existe un
entier v > 0 et quelques éléments ay,...,ap € A\ ({0} U AX) tels que

M= A" x Af(a)) x Af(as) x -~ Af (az).

De plus :

(a) Le nombre r est défini de fagon unique. En fait, on a que r = rang(M).

(b) Il existe un choix unique d’éléments ay, ..., ar (modulo multiplication par d’éléments
inversibles) tel que

(a1) C (a2) C -+ (ar) <=  aglag—1| - |as.

Dans ce cas-ci, on appelle aq, ..., a; les facteurs invariants de M.

c) En factorisant les a; et en appliquant le théoréme des restes chinois, on a que
j
M= A" X AJ(p2) X AJ(p) x -+ A/ ()
pour quelques 1rréductibles p1, ..., p, et quelques entiers vy, ...,v, > 1. Les éléments

Py, ..., pim sont appelés les diviseurs élémentaires de M et ils sont définis de fagon
unique (modulo leur permutation et leur multiplication par d’éléments inversibles).

89
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7.1 Le plan de la démonstration

La démonstration du théoréme 7.1 est longue et difficile. Pour cette raison, on la divise
en plusieurs parties. On commence avec six résultats auxiliaires. On les montrera dans la
prochaine section.

Dans tous les énoncés, M dénote un module de type fini sur un anneau principal A. On
se rappelle que, selon ces hypothéses, M est un module noetherien. En particulier, son rang
est fini.

Proposition 7.2. Si M est a une base de r éléments et N est un sous-module de M, alors
N a une base de < r éléments. En particulier, r = rang(M).

Proposition 7.3. Si Tor(M) = (0), alors il existe r € Zsq tel que M = A".

Proposition 7.4. [l existe un entier r > 0 et un sous-module L de M tels que M =
L@ Tor(M) et L = A". En particulier, M = A" x Tor(M).

Proposition 7.5. Si M = A" x N, ou N est un A-module de torsion, alors N = Tor(M)
et A" = M/ Tor(M).

Proposition 7.6. Si M est un A-module de torsion, alors Ann(M) est un idéal non-trivial
de A. En particulier, il existe a € A\ {0} tel que Ann(M) = (a).

Proposition 7.7. Sia € A, alors on pose M(a) ={m € M : am = 0}.
(a) M(a) est un sous-module de M.
(b) Sia,be A\ {0} sont copremiers, alors M (ab) = M (a) ® M(b).

Proposition 7.8. Soient p € A premier et v € N. Si p* M = (0), alors il existe un sous-
module N de M et un s € Z>q tels que p" 'N = (0) et M = (A/(p"))* x N.

On montre maintenant comment on peut utiliser les propositions ci-dessus pour en dé-
duire le théoréme 7.1.

Démonstration du théoréeme 7.1. On divise 'argument dans cing étapes.
Etape 1 : existence des diviseurs élémentaires. Selon la proposition 7.4, on a que
M = A" x Tor(M).

Si Tor(M) = (0), alors la preuve est terminée (il n'y a pas de diviseurs élémentaires).
Supposons alors que Tor(M) # (0).

D’aprés la proposition 7.6 (appliquée au sous-module Tor(M) au lieu de M), il existe
a € A\ {0} tel que (a) = Ann(Tor(M)). En particulier,

Tor(M) ={m € M :am =0} = M(a).

Sia=pi'---py estla factorisation premiére de a dans A (qui est un anneau factoriel), alors
la proposition 7.7 implique que

(7.1) Tor(M) = &/, M (p}’) =: &]_, M;.
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On a que p?j M; = (0). Donc on peut appliquer la proposition 7.8 de fagon inductive pour
en déduire que

(7:2) M; 2 (A (py)) x (A (py )52 x - x (A (py))™s

et, par consequent, que

(73)  M=ATxal {(A/E)) < (AJEY TP X (AL ) |

Cecl montre l'existence des diviseurs élémentaires.

Etape 2 : caractérisation de r. Puisque M = A" x A/(a;) x - -+ x A/(az) pour quelques
aj € A\ ({0} U A*) (les diviseurs éléementaires de A), on a que A” = M/ Tor(M). Alors,
M/ Tor(M) est un module libre sur r éléments. La proposition 7.2 implique alors que
r = rang(M/Tor(M)). Finalement, en appliquant 'exercice 6.4(b), on trouve que r =
rang(M/ Tor(M)) = rang(M), ce qui montre la partie (a) du théoréme 7.1.

Etape 3 : unicité des diviseurs élémentaires. Supposons que

M= Al (A1) X (A BP9 e x (Aflg) " ]

ou qi,...,qy sont d’éléments premiers et non-associés de A. La proposition 7.5 implique que
~ ! Wi\\85,1 wi—1\\s; 2 ) Sdws
(T4)  Tor(M) = &, {(A/(g])5 x (A/(g) )52 x - x (A (g;))s }

En particulier, on trouve que Ann(Tor(M)) est I'idéal engendré par ¢;* - - - ¢ . D’autre coté,
on a que
Ann(Tor(M)) = (a) = (p* - - pY).

Donc on trouve que ¢, - - 'qj”,"ﬂ' = up}' - --py pour un élément inversible u de A. Puisque A
est factoriel (comme principal), alors J' = J et il existe une permutation o € S telle que
(¢;"") = (p;j‘zi;)) pour tout ¢ € {1,...,J}. Sans perde de généralité, on peut supposer que o
est l'identité de S;. Alors (¢;) = (p;) et w; = v; pour tout j € {1,...,J}.

Pour compléter la démonstration, on doit montrer que r;; = s;; pour tous ¢, j. La relation
(7.4) implique qu’on peut écrire Tor(M) = K1 & Ky & --- & K, ou

K5 2 (A5 x (/g 7)) o x (4] (g) "
= (A/(p;]j))sj,l % (A/<p;{j—1))sgv,2 TR (A/(pj))sj’”J'.

On affirme que K; = M;. En effet, c’est clair que K; C M; = {m € M : p;.)jm = 0}. De
plus, sim € M; C Tor(M) =K1 & ---@® K, alors m =k +--- + kj, ot k; € K; pour tout
ie{l,...,J}. On a que

0=p/m=p’ki+---+p’'k; = p’k=0 1<i<J).

Si i # j, alors pgcd(pf",p;)j) = 1 et, au méme temps, p;"k; = p?jkj = 0. Puisque A est
principal, il existe x,y € A tels que zp;" + yp;fj = 1. Donc

ki=1-k= (ap + )k =0 (i€ {L...,J}\ {}).
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On en déduit que m = k; € K. Ceci conclut la preuve que K; = M;.
On a alors montré que

(Af(py")) 5 x - x (A (p))s = K = My = (A ()™ % -+ x (Af(p;)) "3

On va en déduire que s;; = r;; pour tout ¢ par induction sur v;. Si v; = 1, le résultat
suit tout de suite, car dans ce cas-ci (4/(p;))7* et (A/(p;))** sont d’espaces vectoriels sur
A/(p;) qui sont isomorphes (on se rappelle que p; est premier, donc (p;) est un idéal premier
et, puisque A est principal, il est aussi maximal). Par la suite, leur dimensions, 7;; et s;;
respectivement, sont égales.

Puis, supposons que s;; = r;; pour 'exposant v; — 1. On a que

v;—1 51 )Sdwi—1 o Vi~ Til w TJU*1
(A (Y ) oo x (A (p) 5™ = pi K = p;M; = (A) (p)' 7)) x (A/(p;))
Donc I'hypothése inductive implique que r;,; = s;; pour i € {1,...,v; — 1}. Finalement, on
a que

(A/(p]))SJH_ IR ]/pJK M/pj ( /( ))Tj,1+~~~+7’]-,vj.

Alors, le cas quand v; = 1 implique que s;1 + -+ + 8, = rj1 + -+ + 7;,, aussi et, par
conséquent, que r;, = s;,,. Ceci conclut I'étape inductive et, par la suite, la preuve de
I'unicité des diviseurs élémentaires.

Etape 4 : existence des facteurs invariables. Tout d’abord, si Tor(M) = (0), le résultat
est évident. Supposons, alors, que Tor(M) = (0).
D’aprés (7.3), on a que

(7.5) M= A" x @]y A (p)) x - x Af(p) x - x Af(py) x - x A/ (py) ¢,

A\ 7
~ v

rj1 fois Tjv; fols
our;; > 1pourtout j € {1,...,J}. En utilisant cette représentation de M, on va construire
ap, as, ..., a tels que aglag_1|- - |a;.
On pose

V1,1 'U12 U1,J

=pypyteay =pypy e py
Puis, on pose

V2,1 V2.2 V2, J

=P1 PPy
oll vy; est le plus grande exposant qui apparait a la relation (7.5) aprés Ienléevement de
A/(p;fj) (si il n’existe pas un tel exposant, on pose v, ; = 0). Puis, on pose

V3,1 'U32 V3,

=P P Dy

ou vz ; est le plus grande exposant qui apparait a la relation (7.5) aprés l'enlévement de
A/(p;™) et A/(p;*’) (siil nexiste pas un tel exposant, on pose vs; = 0).

Sl on continue de cette maniére, on obtient une suite ay, as, ... telle que a;|a;_; pour tout
i > 2. Naturellement, il existe un indice k tel que ax.; = 1 et a; ¢ A*. Par construction,
la suite ay, ..., a; satisfait les relations (0) € (a1) C (ag) C -+ C (ar) € Aet M = A" =
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A/(ar) x A/(az) x---x A/(ay). Cette derniére relation suit par le théoréme des restes chinois,
qui implique que A/(ab) = A/(a) x A/(b) si a et b sont deux éléments copremiers de A\ {0}.
L’isomorphisme obtenu par le théoréme des restes chinois est d’anneaux mais il est facile de
déduire qu’il est également un isomorphisme de A-modules.

Etape 5 : unicité des facteurs invariables. Supposons que M = A" x A/(b;) x A/(by) x

- x A/(be), ou (0) € (by) C (bg) C -+ C (by) € A. En factorisant by, ...,b, dans leur
facteurs premiers et en utilisant le théoréeme des restes chinois, on trouve une représentation
de M similaire & celle donnée dans la relation (7.5). L’unicité des diviseurs élémentaires
implique que la liste des puissances de des nombres premiers que apparait est exactement la
méme avec la liste respective a la relation (7.5). Donc on peut montrer de fagon inductive que

les nombres by, ..., b, sont exactement les nombres aq, ..., a; apparaissant ci-dessus, modulo
multiplication par d’éléments inversibles de A (la condition by|b,_4| - - - |b; implique qu’ils sont
obtenus en suivant la méme procédure). O

7.2 Preuve des résultats intermédiaires

Démonstration de la proposition 7.2. Le résultat découle du théoréme 6.48. On peut aussi
donner un argument alternatif en utilisant le fait que A est principal ici.

Soit S = {si1,...,s,} une base de M. Posons M, = (0) et M; = (sy1,...,s;) pour
chaque j € {1,...,7}. On va montrer le résultat quand N C M; par induction sur j. Si
j = 0, il est évident. Supposons que il est vrai pour un j € {1,...,k — 1} et considérons
N C Mj+1 = Mj D (Sj+1). Soit

I={a€A:3Im e M; tel que m+asjy € N}.

Il est facile de montrer que I est un idéal de A. En particulier, il existe a € A tel que I = ().
Si o = 0, alors N C M; et le résultat suivi par I’hypothése inductive. Supposons maintenant
que a # 0. Par définition, il existe my € M; tel que w := mo+as;+1 € N. L’ensemble NN M,
est un sous-module de M contenu dans M;. Donc I'hypotheése inductive implique qu’il existe
une base {t1,...,t} de NN M; de £ < j éléments. On affirme que {t1,...,t,, w} est une
base de N. D’abord, sim € N C Mj;4, alors m = a;s; + - -+ a;s; + aj+15j41 pour quelques
ai,...,a41 € A. On a que aj4q € I = (o) et, par suite, a1 = ba pour un b € A. On a que
m—bw = a;s;+---+a;s; —bmg € M;. Mais on a aussi que m—bw € N car m,w € N. Donc
m—bw € NNM; = (ti,...,t), qui implique que m € (t1,...,t,, w). Il reste de montrer
que l'ensemble {¢1,...,t,, w} est linéairement indépendant. Si ayty + - - - + agty + appqw = 0,
alors (a1t + -+ + agty + aprimo) + (@pp1))sj41. Puisque (arty + -+ + agty + apsamg) €
M; = (s1,...,s;) et les éléments sy, ..., s;1 sont linéairement indépendants, on trouve que
aagyq = 0. Mais A est intégre et a # 0, donc apy1 = 0. Alors on conclut que a;t1+- - -+agty = 0
et 'indépendance linéaire des t, ..., t, implique que a; = --- = a;, = 0. Ca conclut la preuve
que 'ensemble {t1,...,t;, w} est une base de N. Donc N est libre et a rang £ +1 < j+ 1,
qui complet I’étape inductive. O

Démonstration de la Proposition 7.3. Soit M = (my,...,m,). On considére S = {s1,..., 8.}
qui est contenu a {my,...,m,}, est libre et a cardinalité maximale. (Un tel r fini existe car
M est noetherien.) On montrera que, pour tout j, il existe a; € A\ {0} tel que m; € ().
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Sim; € S, ceci est évident : on peut simplement prendre a; = 1, pour que a;m; = m; €
S C(9).
Sim; ¢ S, alors la maximalité de S implique qu'il existe a;,bq,...,b; € A n’étant pas
tous zéro et tels que
a;m; + bisy + -+ -+ bps, = 0.

Si a; = 0, alors I'indépendance de S implique que b; = --- = b, = 0, une contradiction.
Alors, a; # 0 et ajm; = —(b1sy + -+ - + bsg) € (S), comme on laffirmé.

Puisque a; # 0 pour tout j, alors a := ay---a; # 0. De plus, on a que am; € (95)
pour tout j et, puisque M = (my,...,m,), on a que aM C (S). Le module (S) est libre
sur r éléments. D’apreés la proposition 7.2, le module aM doit étre libre. Mais M = aM
(application m — am est linéaire, surjective et injective car Tor(M) = (0)), donc M est
libre. O]

Démonstration de la proposition 7.4. Le module quotient M/ Tor(M) n’a pas de torsion. Il
est aussi de type fini car M l'est. La proposition 7.3 implique alors que M/ Tor(M) est
libre de rang fini. Soit {5i,...,5,} une base de M/ Tor(M), ou s; € M pour chaque i. On
pose L = (s1,...,S,) et on affirme que L est libre. En effet, si a;s; + -+ + a,s, = 0, alors
ai5; + -+ +a,5, =0, donc a; = - -- = a, = 0 par I'indépendance de {5y,...,5,}.

On a que M = L + Tor(M) : si m € M, il existe ay,...,a, € A tels que m = a;5; +
-+ a,8,. Alors, t :=m — (ays1 + - - + a,s,) € Tor(M), qui montre que m € L + Tor(M).
Finalement, on a que M = L & Tor(M) car L NTor(M) = Tor(L) = (0) (on a utilise ici que
L n’a pas de torsion comme un module libre). Ceci implique que M = L & Tor(M), comme
on 'a affirmé. m

Démonstration de la proposition 7.5. Notre hypothése implique qu’on peut écrire M = M@
Ms, ou My = A" et My = N. Evidemment, My C Tor(M). Réciproquement, si m € Tor(M),
alors am = 0 pour un a € A\ {0}. On écrit m = my + my, o my € M; et my € Ms. Donc
0 = am = amy +ams, ce qui implique que am; = 0, ¢’est-a-dire, m; € Tor(M;). Mais M est
un module libre, alors il n’a pas de torsion, et on conclut que m; = 0. Donc m = my € My,
ce qui démontre que My = Tor(M).

Finalement, on a que

M/TOI‘(M) = (M1 + MQ)/M2 = Ml/(Ml M MQ) = Ml/(()) = Ml,
ot on a utilisé la relation M; N My = (0), une conséquence du fait que M = M; & My. [

Démonstration de la proposition 7.6. Observons que a € Ann(M) < M ={m € M : am =
0}. Puis, 'annulateur de M est un idéal de A (Devoir 7). De plus, 'hypothése que M est
de type fini et le fait que A est intégre (comme principal) impliquent que Ann(M) # (0).
(Devoir 7). Puisque A est principal, il existe a € A\ {0} tel que Ann(M) = (a). O

Démonstration de la proposition 7.7. Puisque pged(a,b) = 1 et A est principal, il existe
x,y € A tels que ax + by = 1. Donc si m € M, alors m = m; + mg, ot m; = (ax)m et
my = (by)m. Si (ab)m = 0, on trouve que bm; = 0 et que ams = 0. Donc

{me M :(abm=0}C{me M :am=0}+{m e M : bm = 0}.
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L’inclusion inverse est evidente. Donc
{meM:(abm=0}={meM:am=0}+{me M:bm =0}
Finalement, sim € {m € M :am =0} N {m € M : bm = 0}, alors
m=1-m = (ax + by)m = (azx)m + (by)m = 0,
qui montre que {m € M :am =0} N{m € M : bm = 0} = (0). Ca conclut la preuve que
{meM:(abm=0}={meM:am=0}d{me M :bm = 0}.
[

Lemme 7.9. Supposons que p est un nombre premier de A et v un nombre naturel tel que
p'M = (0) et p"*M # (0), et soit m € M tel que p*"'m # 0.

(a) Si M # (m), alors il existe m’ € M \ {0} tel que (m) N (m') = (0).

(b) I existe un sous-module N de M tel que M = (m) & N.

Démonstration. (a) Soit mg € M \ {m}. On a que p*my =0 € (m) et 1-mg ¢ (m). Donc
il existe 7 € {1,...,v} tel que p’mg € (m) et p 'mg & (mo). En particulier, p’my = am
pour un a € A. Donc 0 = p*7am. On affirme que p°|p*“a. Soit d = pged(p?, p”’a). Alors
d = xp® +yp'Ja pour quelques z,y € A et, conséquement, dm = 0. Mais d est une puissance
de p et on a suppose que p’~'m # 0. Donc p’|d, qui montre que p*|p’7a. On déduit que p’|a,
c’est-a-dire, a = p’b pour un b € A. Posons m’ = p/'my — (p?1b)m. On a que m’ ¢ (m)
car p’"'mg ¢ (m). En particulier, m’ # 0. De plus, pm’ = p’mg — (p’b)m = p’mg — am = 0.
On affirme que (m) N (m’) = (0). Sinon, alors il existe n = Am = pum’ € (m) N (m') \ {0}
pour quelques A\, pu € A. Nécessairement, p f A. Sinon, on aurait que n = 0, qui est une
contradiction. Donc pged(p, A) = et, par suite, zp + wA = 1 pour quelques z,w € A. Donc
m' = (zp 4+ wA\)m' = w(Am') = wn € (m), qui est une contradiction. On a alors montré que
(m) N (m') = (0), ce qui termine la preuve.

(b) Soit . = {K sous-module de M : K N (m) = (0)}. On a que (0) € .. Aussi, il est
facile de vérifier que . satisfait les hypothéses du lemme de Zorn par rapport a la relation
d”inclusion d’ensembles. Donc il existe N € .¥ qui est maximal par rapport a 'inclusion. On
affirme que M = N + (m). On considére le module quotient M/N. Puisque N N (m) = (0),
on a que (N + (m))/N = (m), ou m est la classe d’équivalence de m modulo N. Donc, pour
montrer que M = N+ (m), il suffit de montrer que M /N = () (ici on utilise le théoréme de
correspondance pour les modules). Evidemment, p¥(M/N) = (0). De plus, p*~'m ¢ N car
p*"t'm # 0 et NN (m) = (0). Donc p*"}(M/N) D (m) # (0). Alors, si M/N # (m), la partie
(a) implique que il existe m’ € M \ N tel que () N (m ):( ). On a que N + (m') C# N.
De plus, (N + (m/)) N (m) = (0) : en effet, si x € (N + (m')) N (m), alors z = n+am’ = bm,
oun € N et a,b € A Donc am/ = bm et, puisque (m’) N (m) = (0), on conclut que
am’ = bm = 0, c’est-a-dire, am’,bm € N. Mais c’'implique = € N. Puisque = € (m) aussi
et NN (m) = (0), on conclut que x = 0, qui termine la preuve de notre affirmation que
(N + (m')) N (m) = (0). Mais c’est impossible car N est un élément maximal de .#. La
contradiction a été causée par notre hypothése que M/N # (m). Donc M/N = (), ce qui
termine la démonstration. O
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Démonstration de la proposition 7.8. Si p*~'M = (0), on peut prendre r = 0 et N = M.
Si p*'M # (0), il existe m; € M tel que p*"'m; # 0 et Lemme 7.9(b) implique que
M = (my) & My, pour un sous-module M; de M. Si p*~!M; = (0), alors le résultat suivit
avecr = let M = M; (onaque (my) = A/(p®) car pPmy = 0 et p*~"tm # 0). Si p*~ 1 M, # (0),
alors il existe my € My avec p*"'my # 0 et Lemme 7.9(b) implique que M; = (my) & M,
pour un sous-module My de M;. On continue inductivement comme au-dessus. La procédure
va terminer car M est noethérien. Donc il existe mq,...,m, € M et N sous-module de M
tels que p*~'my,....p"'m, # 0, p*'N = (0), et M = (my) ® --- P (m,) & N. Puisque
(mj) = A/(p") (par les hypothéses que p'm = 0 et p""'m # 0), le résultat désiré suit. ]

7.3 Exercices
EXERCICE 7.1. Trouvez les diviseurs élémentaires et les facteurs invariables des groupes

7.)247 x 7.J15Z x Z/100Z x Z/20Z

et
(Z/20167)™.



Chapitre 8

Théorie spectrale des matrices

8.1 Valeurs propres et forme de Jordan

Etant donnée une application linéaire T : V' — V, ot V est un espace vectoriel de
dimension n < oo sur le corps K, on cherche une base de V' pour la quelle I'action de 7" est
aussi simple que possible. La situation la plus simple est quand on peut trouver une base
B :={vy,...,v,} telle que

T(xivr + -+ + x,0,) = Mizqvr + -+ + ANy

pour quelques Ay, ..., A, € K. Clest-a-dire, si (z1,...,x,) sont les coordonnés du vecteur v
par rapport a la base B, alors T'(v) a coordonnés (A1z1, . .., Ay, ), obtenues tout simplement
en multipliant le j-iéme coordonné de v par A;.

Remarque 8.1. Géométriquement, quand K = R, il est assez facile de visualiser ’action
de T sur V si on identifie B avec la base standard. (Sin =2, A\; = 1 et Ay = 2, quelle est
I'image d'un circle sous 7T'?)

La matrice associée a 1" par rapport a la base B est la matrice diagonale

A
A

An

Pour cette raison, si V' admet une telle base, on appelle T" une application diagonalisable.
Les ¢léments \; sont de valeurs propres de T :

Définition 8.2. Soient V un K-espace vectoriel et T': V' — V une application linéaire. Un
vecteur v € V'\ {0} est appelé un vecteur propre de T §'il existe A € K tel que T'(v) = Av.
Dans ce cas-ci, le multiplicateur A\ est appelé une valeur propre de T

Le calcul des valeurs propres est fait au niveau de matrices : évidemment, A € K est une
valeur propre s-si 7' — AI n’est pas injective, out [ : V — V est I'application-identité de V.

97
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Si on fixe une base {v1,...,v,} dont la matrice associée par rapport a T est A € M, (K),
alors A est une valeur propre de T s-si la matrice A — Al a un vecteur non-trivial dans son
noyau, ou [ ici dénote la matrice-identité de M, (K). De fagon équivalente, A est une racine
du polynéme caractéristique de A, défini par

ca(x) :=det(xl — A).

Le polynome ¢4 ne dépend pas de la base qu’on a choisi : si {wy,...,w,} est une autre base
dont la matrice associée par rapport a T est A € M, (K), alors on sait que B et A sont
semblables (voir 'exemple 6.16), c’est-a-dire il existe P € GL,(K) telle que B= P-A- P~1.
Par la suite,

vl —B=P- (a2l —A)- P
d’ou

cp(r) = det(P)ca(x) det(P1).
Puisque det(P) det(P~!) = det(I) = 1 (voir I'exercice 6.8(ii)), on trouve que cg = c4. Cette
observation nous permet de définir le polynéme caractéristique de 1" par

cr(x) := det(xl — A).

Il ne dépend pas du choix de la base {vy,...,v,}.
On résume la discussion ci-dessus dans le théoréme suivant :

Théoréme 8.3. Soient V un K-espace vectoriel de dimension finie, T : V — V une appli-
cation linéaire, et X € K. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) X est une valeur propre de T ;
(b) Uapplication T — X\ n’est pas injective, ou I : V — V' est Uapplication-identité de V' ;
(c) X\ est une racine du polynéme caractéristique de T

Supposons, maintenant, qu’on fixé une base {vy,...,v,} et sa matrice associée A. On dit
que A est diagonalisable s’il est semblable a une matrice diagonale.

Il existe de matrices qui ne sont pas diagonalisables, donc ce n’est pas toujours possible
de trouver une base de V' consistant que de vecteurs propres de 7. Comme on va le voir, un
exemple simple est donné par la matrice

11
0 1)°
Jordan a montré quand méme que chaque matrice est ‘proche’ d’étre diagonalisable :

Théoréme 8.4. Soient K un corps et A € M, (K). Supposons que contient toutes les racines
du polynéme caractéristique de A. Donc, A est semblable a une matrice de la forme

Jm1 (Al)
‘]m2<>‘2)
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ot my+---+m; =n, laliste Ay, ..., \s comprend toutes les valeurs propres de A, possiblement
avec répétitions, et
Al
Al
Im(A) = € M, (K).
A1
A

Cette representation est appelée la forme de Jordan de A et elle unique modulo une per-
mutation des matrices Jy, (A1), ..., Jm,(X;), qui sont appelées les bloques de Jordan de
A.

Remarque 8.5. Il est possible que A\; = ;s pour j # j'. En fait, si A est une valeur propre
de A dont la multiplicité comme racine du polynéme c4(z) est p (i.e. (x — A)*|ca(z) mais
(z — N)P*Y fcy(x), alors A apparait exactement p fois parmi les membres de la liste

Effectivement, si J = J,,,()A), alors on peut calculer directement que c¢;(x) = (z —\)™. Donc,
le polyndéme caractéristique de A est égal a

ca(w) = HCij(Aj)(ﬂf) = H(x — )™,

d’out on déduit notre affirmation.

Le but de ce chapitre est de montrer le théoréme 8.4.

=(1)

est déja en forme de Jordan. De plus, cette forme n’est pas une matrice diagonale. Donc, A
n’est pas diagonalisable.

Exemple 8.6. La matrice

On a que cq(x) = (x — 1)% Donc, la seule valeur propre de A est A\ = 1. L’espace de
vecteurs v € R? tels que (A — I)v = 0 a dimension 1. Donc, il n’existe pas une base de
vecteurs propres.

Un critére simple pour décider si une matrice est diagonalisable est donné au corollaire
suivant :

Corollaire 8.7. Soient K un corps et A € M,(K). Supposons que contient toutes les ra-
cines du polynéme caractéristique de A, et que toutes ces racines sont simples. Donc, A est
diagonalisable.
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Remarque 8.8. Si une matrice A est diagonalisable, c’est-a-dire semblables & une matrice
diagonale
A1
A2

An

alors ceci est la forme de Jordan de A. De plus, les nombres A1, ..., A, sont toutes les valeurs
propres de A, listées avec leur multiplicités comme racines du polynéme caractéristique de

A.

8.2 Sous-espaces stables

L’idée-clé pour diagonaliser une matrice ou une application linéaire est d’étudier leur
espaces stables :

Définition 8.9. Soient V un K-espace vectoriel et T': V' — V une application linéaire. Un
sous-espace U de V' est appelé un sous-espace stable par 7' si T(U) C U.

Exemple 8.10. Soit v € V'\ {0} et U = (v), I'espace engendré par v. Alors U est stable par
T ssiT(U)CU,ssiT(v)€U,s-siT(v)=Av pour un A € K, s-si v est un vecteur propre
de T

Lemme 8.11. Soient V un K-espace vectoriel, T : V. — V wune application linéaire, et
U C V. Alors, U est sous-espace stable par T' s-si il est un K|x]-sous-module de V.

Démonstration. Si T(U) C U, alors T"(U) C U par induction. Par linéarité, on en déduit
que f(x)-u € U pour tout u € U et tout f(z) € K|x]. De plus, U est un sous-groupe additif
de V. Dong, il est un K[x]-sous-module de V.

Réciproquement, supposons que U est un K [z]-sous-module de V. En particulier, il est un
sous-espace de V. De plus, T'(u) = z-u € U pour chaque u € U. Donc, U est un sous-espace
stable par T'. O

Lemme 8.12. Soit V' un K[z]-module, ot K est un corps et dimg (V') < oo.

Supposons qu’il existe deux sous-modules W et U de 'V tels que V =W eaU. SiT .V -V
est Uapplication définie par T'(v) = x-v, alors il existe une base de V' pour la quelle la matrice
associée a T est de la forme

1) (0 2):

ou A€ M(K) et Be My(K) avec r = dimg (W) et s = dimg(U).
Vice versa, s’il existe une base pour laquelle la matrice associée a T est de la forme (8.1),
alors il existe deuxr sous-modules de V', soient W et U, tels que r = dimg (W), r' = dimg (U)

etV=WeoU.
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Démonstration. Si {w,...,w,} est une base de W et {uy,...,us} est une base de U, alors
leur reunion est une base de V. (Montrer cette affirmation comme un exercice.) Sin = r+s =
dimg (V), alors il existe a;; € K tels que

T(wi) = a1jwy + -+ + ar1Wy + Grp11U + -+ + Q1 Us.
Puisque W est un sou-module de V', il est stable par T'. Donc, T'(w;) € W, ce qui implique
que Gpqp1,1 = = ap1 = 0.
De méme, on trouve que
(8.2) T(wj) = ay jwy + - - + a, jw,
pour quelques a;; € K, ainsi que

pour quelques b; ; € K. Donc, la matrice de T' correspondante a la base {wq, ..., w,, u1, ..., us}
est égale a
A 0
(0 1)

Réciproquement, s'il existe une base {wy, ..., w,,u1,...,us} pour laquelle la matrice de

T est
A 0
0 B)’

ot A = (ai;); -1 et B = (bi;)

s
4,j=1"

ot A = (a;;)i;=1 et B = (bi;);;—;, alors on a les relations (8.2) et (8.3). Alors, si W =
Span (wy,...,w,) et U = Spang (uy,...,us), on a que W et U sont stables par T', c’est-a-
dire ils sont de sous-modules de V selon le lemme 8.11. Finalement, c’est facile de voir que
V=WeaU. O

8.3 Preuve de 'existence de la forme de Jordan

Soit V' = K™ qu’on réalise comme vecteurs-colonnes, et considérons ’action de A sur cet
espace par multiplication :

U1 U1
Tw)y=A-1:], o v=

Up Un
L’observation clé est que V' est un K |[z]-module de torsion par rapport au produit interne
(ag + a1x + - - + agzr?) - v == agv + a1 T(v) + - - - + a7 (v)

(voir 'exemple 6.8 et le lemme 6.34). De plus, il est de type fini car V' est un espace vectoriel
de dimension finie sur K. Puisque K[z| est un anneau principal, le théoréme des facteurs
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invariants implique qu’il existe de polynémes irréductibles p; (z), ..., p¢(x) et d’entiers positifs
my, ..., my tels que
V=K/(p(x)™) X - x K/(ps(x)™).

(On observe que le rang r = 0 car V' est un K[z]-module de torsion.)

Lemme 8.13. Soit T : V — V une application linéaire sur le K -espace vectoriel V.. On sait
que T rend V' un Kl[z|-module. Supposons que V = K/(f(x)) comme un K|x]-module, ot
fx)=ag+ai+- +ag 127t +2¢. Alors, d = dimg (V) et on peut choisir une base de V
dont la matrice associé par rapport a T est

1 —aq
Cf(x) = 1 — Q2 S Mn(K)

I —aq

Le polynome caractéristique de cette matrice est égale a f(x), donc cr(z) = f(x).

Démonstration. D’aprés la division euclidienne, chaque polynéme g(x) € K[z] peut s’écrire
de facon unique comme g(x) = f(x)q(x) +co+c1 + -+ cg12¢7 L. Done, g(z) =co-1+¢; -
T+ -+ cg1297! (mod f(x)), et les coefficients ¢y, cy, ..., cq 1 sont uniques. Ceci implique
que le quotient K |[x]/(f(z)) est un K-espace vectoriel de dimension d, ainsi que les classes
d’équivalences 1,7, ..., 7% ! forme une base de cet espace. L’action de T' & V alors peut étre
déterminée par I'action de la multiplication par x a cette base :

T=0-141-Z40-Z240-22 4+ --- + 0z%!

x-1
x - 2=0-140-7+1-Z24+0- 2 +--- + 07!

s
I
8|

r- 7= =0-T4+0-T+0- 7 +---+0-72 + 177!
-7l =7l= —cO-T—cl -f—@-fQ—---—cd_lf B

Donc la matrice associée a cette base est Cy(y).
Finalement, on calcule le polynéme caractéristique de Cy(,) : on a que

T Qo
-1 =z ai

det(z] — Cy(y)) = det —1 a

-1 x+ag_1
En développant le déterminant par rapport a la premiére ligne, on trouve que

T ai -1 =z

-1 =z a -1 =z
det(x] — Cy(y)) = x - det o ,2 + (=1)%aq - det

-1 24 aq -1
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T aq
-1 =z a9
= xdet ) ) . + ap.
-1 x4+ ag_1
En continuant de facon inductive, on trouve que

det(x[ — Cf(z)) =ap+a1x +---+ aol—llfd_1 + 2 = f(if)a

ce qui conclut la démonstration. O

Lemme 8.14. Supposons que V, Vi, Vs sont de K[z|-modules tels que V = Vi x V5. Si
T:V =V, T Vi =V etTy: Vo — V5 sont les applications linéaires associées, alors

Cr = Cr, Cp,.

Démonstration. En identifiant V avec V; x V,, Vi avec V] x {0}, et V5 avec {0} x V3, on peut
supposer que V' = V] @ V5. De plus, dans ce cas-ci, on a que T; = T|y,. En appliquant (la
démonstration de) le lemme 8.12; on peut trouver une base de V' dont la matrice associée a

T est de la forme y
_ (A0
A= (% 1),

ou A; est une matrice représentant 7;. On a que

o o xzl — Al 0
cr(z) = ca(x) = det ( 0 o — A2)

= det(x] — Ay)det(xl — Ay)
= Cay (I)CAz (SC)

=Cn (x)CTQ (23)

On est prét de montrer le théoréme principal de ce chapitre :

Démonstration du théoréme 8.4. Comme on I’a vu au debut de cette section, il existe de po-
lynomes irréductibles py(x), ..., pe(z) (qu’on peut supposer qu’ils sont unitaires) et d’entiers
positifs mq, ..., m, tels que

V&K (pr(a)™) % o x K (pe(a)™).

En particulier, les lemmes 8.13 et 8.14 implique que

(8.4) ca(w) = pa(x)™ - pe(z)™.

D’autre coté, on a supposé que K contient toutes les valeurs propres de c4. Ceci veut
dire que c4(x) se décompose complétement dans un produit de facteurs linéaires, soit

(8.5) ca(w) = [J(@ =)0,
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ol A1,...,A; sont les valeurs propres distinctes de A et py,...,puy; € Z>;.

En comparant les factorisations (8.4) et (8.5), on trouve que p;j(z) = = — A pour une
valeur propre A de A.! Afin de conclure la conclure la démonstration, il faut trouver une
base pour la quelle la matrice correspondante au K[z]-module K[z]/((x — A)™) est le bloque
de Jordan

Al
Al
Im(A) = € M,,(K).
Al
A
Par la preuve du lemme 8.13, les classes d’équivalences 1,7, ..., 7" ! offre une base des
polynomes g(z) (mod ™). Donc, les classes d’équivalences 1,z — A, ..., (x — X\)™~! offre une

base des polynémes g(x — A\) (mod (z — A\)™), donc une base de K[z|/((x — \)™) vu comme
un K-espace vectoriel. L’action de A a cette base est donnée par ’action de la multiplication
par x des membres de la base. En inversant leur ordre, et en écrivant z = (x — ) + A, on a
que

r-1= 1-(x—A\)+ AL

Ceci conclut la démonstration du théoréme 8.4. OJ

8.4 La forme rationnelle canonique

On se rappelle de la définition des matrices Cy(,, ot f(x) € K[z].

Théoréme 8.15. Soient K un corps et A € M, (K). Alors, A est semblable & une matrice
de la forme

Chi(z)
Cha(z)

Cow)

ot fi(x),..., fi(x) sont de polynomes unitaires sur K tels que

L@ f@)] - [fo(z) et fi(x) fale) - fo(w) = cal@).

Cette représentation de A est unique ; elle est appelée sa forme rationnelle canonique.

1. On remarque ici que c’est possible que p;(xz) = p;/(z) pour j # j', c’est-a-dire que la méme valeur
propre A apparait deux fois. Par exemple, c’est possible que V' = Klz]/(z — 1) x K|z]/(z — 1), comme c’est

le cas pour la matrice-identité ((1) 0).
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Démonstration. L’action de A a l'espace V' = K" de vecteurs-colonnes rend V' un K|x]-
module de type fini et de torsion. Puisque Kz| est un anneau principal, le théoréme des

facteurs invariants implique qu’il existe de polynomes fi(z)|fa(x)|- - |fo(z) tels que

(8.6) K" = K/(fi(x)) x - K/(fe(x))

et avec fi(x)|f2(z)|- - |fi(z). Certainement, on peut supposer que les polynomes f;(z) sont
unitaires ; sous cette hypothése, le théoréme 7.1 implique que les polynémes fi(x),. .., fi(z)
sont uniques. En appliquant les lemmes 8.13 et 8.14, la démonstration est compléte. O

Corollaire 8.16 (Cayley-Hamilton). Soient K un corps et A € M,(K). Alors, ca(A) = 0.

Démonstration. D’aprés la relation (8.6), on trouve que fi(z)--- fo(z) - v = 0 pour tout
v € K" Puisque ca(z) = fi(z)--- fo(x), le résultat affirmé en suit. O

Définition 8.17. Soit T": V — V une application sur le K-espace vectoriel V' de dimension
finie. Le polynéme minimal de 7 est le polynéme unitaire my(z) € K[z] de degré minimal
ayant la propriété que mr(T") = 0.

On identifie T avec une matrice A € M, (K). On se rappelle que
Amngp (V) ={f(z) € K[z]: f(z) -v=0Vv e V} = {f(x) € K[z|: f(T) = 0}.

Le théoréme de Cayley-Hamilton implique que cp(z) € Anng,(V), et la définition de mp(x)
implique que

Anngp) (V) = (mr(z)).

D’autre coté, en utilisant la relation 8.6 et le fait que fi(x)|f2(x)|---|fe(x), on trouve que

AHHK[m](V) = (fg(ill‘))

Donc

mr(x) = fi(z).

Théoréme 8.18. Soit T : V — V une application sur le K-espace vectoriel V de dimension
finie.
(a) mr(z)|er(z).
(b) 1l existe { € Z>; tel que cr(x)|myp(z)t.
(¢) Les polynomes cr(x) et mr(x) ont la méme liste de facteurs irréductibles distincts. En
particulier, ils partagent les mémes racines.

Démonstration. (a) Puisque Anngp(V) = (me(z)) et cp(z) € Anngy(V),. il faut que
mr(z)|er(z).

(b) Onaque cr(z) = fi(z)--- fo(z), o fi()| fa(2)| - - - | fe(x) = mp(x). Done f;(x)|ma(x)
pour chaque j, d’ott ep(x)|my(z)’.

(c) Si p(x) est un polynome irréductible de K[z] divisant mp()\), alors il divise aussi
cr(z) d’aprés la partie (a). Vice versa, si p(z)|cp(x), alors p(x)|my(z) d’aprés la partie (b).
Puisque p(z) est irréductible et on est dans un anneau factoriel, il faut que p(z)|mr(z). O
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Théoréme 8.19. Soit K un corps et A € M, (K). Alors, A est diagonalisable s-si les deux
conditions suivantes sont vraies :

(a) K contient toutes les racines de ca(x) ;

(b) toutes les racines du polynome ma(x) sont simples.

Démonstration. Comme avant, soit V' = K" le K[z]-module défini par action de A sur les
vecteurs-colonnes de K".
Si A est diagonalisable, il est semblable a une matrice diagonale de M, (K), soit

On peut directement calculer que ca(x) = cg(x) = (. — A1) -+ - (x — A,). Clest-a-dire, ca(x)
se factorise en polyndmes linéaires dans K[z]. De fagon équivalente, K contient toutes les
racines de ca(x).
Pour montrer (b), on observe que le lemme 8.12 implique qu’il existent de sous-modules
Vi, ..., Vi, tels que
V=Vie---aV, et dimg(V;) =1VWVi.

Le méme lemme implique aussi qu’il existe de vecteurs non-zéros vy, ..., v, tels que V; =
Span (v;) et Av; = A\ju;. On affirme que V; = K[z|/(z — \;) comme K [z]-modules.

En effet, on a 'application ¢; : V; — Klx]/(x — \;), définie par ¢;(av;) := a (mod z — );).
Clairement, elle est K-linéaire et bijective. Il reste de montrer qu’elle est un morphisme de
K [z]-modules.

Siv=av; €V}, alors on a que z - v = Aav; = aAv; = a\jv; = Ajav;, donc

¢i(@ - v) = ¢;(Ajavj) = Aja (modx — X))
=z -a(modz — \;)

=z ¢;j(v).

En itérant cette relation, on trouve que ¢;(z™ - v) = 2™¢;(v) pour tout m. Finalement, la
K-linéarité de ¢; implique que ¢;(f(z) - v) = f(x) - ¢;(v) pour tout f(zx) € K[z] et tout
v € V. Alors, ¢; est un morphisme de K|[z]-modules.

On a alors montré que V; = Klz]/(z — A;). Donc

V=Klz|/(x—XN)x - Klz]/(x — ).
Puis, si pq, ..., pg sont les éléments distincts de la liste Ay, ..., \,, c’est-a-dire
{p17"'7pd}:{>\j 1 S] Sn}7

alors c’est-facile de voir que

Anny(V) = ((x = p1) -+ (= pa)).
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En particulier, mr(x) = (x — p1) -+ - (x — pg) a que de racines simples.

Réciproquement, supposons que K contient toutes les racines de cr(x) et que mp(z) a
que de racines doubles. Si fi(z)|f2(z)| - - - | fe(x) sont les polynémes de la forme rationnelle ca-
nonique de T, alors f,(x) = my(z) a que de racines simples. De plus, puisque mr(z)|cr(x) et
cr(x) se factorise complétement dans K [x], le polyndéme my(x) a la méme propriété. Puisque
fi(@)| fe(x) = myp(x), alors f;(z) a aussi que de racines simples et il se factorise complétement
dans K[z]. Selon le théoréme des restes chinois, on sait que les diviseurs élémentaires de V'
sont obtenus en décomposant les facteurs invariants fi(z), ..., fo(x) dans leurs facteurs irré-
ductibles. La discussion précédente implique que, pour chaque j, le polynéme f;(z) a deg(f;)
facteurs linéaires distincts, qui sont forcement ses facteurs irréductibles. Donc, les diviseurs
élémentaires de V' sont tous de polynémes linéaires. En particulier, il existe Ay,..., A, € K
tels que

V= Klz]/(x — ) x - K[z]/(x — \).

Ceci implique que A est diagonalisable. n

8.5 Un algorithme pour la détermination de la forme ra-
tionnelle canonique

Soient K un corps et A = (a;;);';—; € M,(K). Considérons la matrice

T —ain —Q12 s —Q1n
—az1 r—Aagz - —Q2.n
—Qn,1 —Qp 2 o T Q1p

qu’on voit comme une matrice sur I'anneau euclidien K |[x]. On va transformer 2/ — A & une
matrice diagonale

91()
92()

gn ()

en utilisant d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de I — A. Les polyndémes
g1(x), ..., gn(x) vont déterminer les polyndémes fi(x),..., fi(z) de la forme canonique ra-
tionnelle et les opérations élémentaires utilisées vont déterminer une matrice P € GL,(K)
telle que P~ AP est la forme rationnelle canonique de A.

On se rappelle que les opérations élémentaires sont les suivantes, ot L; dénote la i-iéme
ligne et C}; la ¢-iéme colonne :
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symbole opération
L+ L; échanger la i-iéme et la j-iéme ligne
C; < C} échanger la i-iéme et la j-iéme colonne
Li+al; — L; remplacer la i-iéme ligne par L; + al;
C; +aC; — C; remplacer la i-ieme colonne par C; + aC}
ul; — L; remplacer la i-iéme ligne par ul;, ou u est inversible
uC; — Cj remplacer la 7-iéme colonne par uC};, ol u est inversible

Ici a € Klz] et u € Klz]*.

Théoréme 8.20. Soient K un corps et A € M, (K). Il existe une suite d’opérations élé-

mentaires sur l'anneau K[z| transformant xI — A & la matrice diagonale

1

fi(z)

fo()

ot fi(x),..., fo(x) sont les polynomes de la forme canonique rationnelle de A. Cette matrice

est appelée la forme normale de Smith.
De plus, ’algorithme suivant détermine une matrice P € GL,(K) telle que P~1AP :

considérons le tableau

opération sur vl — A opération sur I

Li < Lj CZ g Cj
C; + 0 rien
Ci+g(z) = C; rien
ul; = L; uflCi — C;
uC; — C; rien

En suivant la suite des opérations transformant xI — A a sa forme normale de Smith, les
opérations de la deuziéeme colonne du tableau ci-dessus transforme I a une matrice de la

forme

0 -~ 0 qu1i - que
0 - 0 Gua - Goe
Si
q1,j
G =1 :
In.j
et d; = deg(f;j(z)), alors les premiéres dy colonnes de la matrice P sont données par
ARy et

q1, Aqi, ..., A" 1q,, les prochaines dy sont qz, Aga, . .
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L’algorithme de transformation de xI — A a sa forme normale de Smith. On va montrer la
premiére partie du théoréme 8.20 dans une forme plus générale : soit B = (b; ;)7,—, sur un
anneau euclidien R de préstathme N : R — Zso. Notre but est de transformer B a une
matrice

bip 0
(8.7 (5 5).

Posons
0 siB=20

N(B) = {min{N(bi,j) :b;; # 0} sinon.

On montrera par induction sur N(B) que c’est possible de transformer B & une matrice de
la forme (8.7).

Si N(B) =0, alors B est déja dans la forme (8.7). Supposons, alors, que N(B) > 0. Soit
b, j, tel que N(B) = N(b;, j,)- En faisant les opérations L;, <+ L; et C;, <> C}, on peut
supposer que iy = jg = 1.

Cas 1 : by divise tous les éléments de la premiere ligne et de la premiére colonne.

Dans ce cas, on peut clairement transformer B a la forme (8.7) en utilisant les opérations
élémentaires suivantes :

bip Asbin --- Anbig by 1 0 oo Apbia
B — :u2b1,1 b2‘72 e bz,n C2_>ﬂ_>02 [Lszl b272 — ).‘2M2b1,1 . b27n
:unbl,l bn,Q ce bn,n :unbl,l bn,2 — )\Qanbl,l . bn,n
bl,l 0 N 0
N pobiy byy oo by,
:unbl,l b;%Q ce bln,n
b1,1 o .- 0
A v I P
0 671 2 Bn n

Cas 2 : il existe un élément de la premiére ligne ou de la premiére colonne qu’il n’est pas
divisible par b; ;.

Sans perde de généralité, supposons que by; { byo; les autres cas sont similaires. On
pérforme la division euclidienne de b; o par by, : il existe ¢, € R tels que by = gb11 + 1,
o N(r) < N(by1) = N(B). De plus, r # 0 car by t b2. En considérant 'opération
Cy — qCy — Cy, on transforme B A une nouvelle matrice, soit B dont la (1, 2)-coefficient est
égal a r. Puisque N(r) < N(B), on trouve que N(B) < N(B).

En itérant cet argument, c’est stir qu’on va éventuellement entre le cas 1 et donc trans-
former B a une matrice de la forme (8.7). O
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Exemple 8.21. On va appliquer ’algorithme a la matrice

3 1 -1
A= 0 -1 4
-2 2 0

Dans les étapes d’algorithme, on colore en rouge les entrés non-zéros de I — A de degré mi-
nimal qu’on utilise et en blé les opérations de lignes car elles sont les opérations déterminant
la matrice P plus tard : on a que

r—3 -1 1 o O 0 -1 1
el—A=| 0 a+1 4|27 4@—3) 241 4
2 -2 2—z(x—3) -2 =x

0 0 1

C2tCopC 4r—12  x—3 4

—224+3x+2 -2 x

Lo+4L1— Lo 0 0 1

Ls—zlaaLs dx — 12 r—3 0

— 224342 -2 0
1 0 0

Ao o »—3 4o —12
0 z—2 —224+3x+2
1 0 0
GO [ 3 0
0 v—2 —22+3x+2
1 0 0
L3—L2—)L3 0 T — 3 0
0 1 —22—z+10
1 0 0
eels 1o 1 —22— 2410
0 z—3 0
L 3)Lo—L 10 0
(@82 s 01 —a: —:c—i—lO
0 0 (z—3)(a?+x—10)
C 10)Cy—C: 10 0
3+ (22 +ac 2—C3 0 1 0
0 0 (z—3)(z*+z—10)
Donc, £ =1 et ca(z) = ma(z) = fi(z) = (x — 3)(z* + x — 10).
Finalement, on détermlne la matrice P :
1 00 1 00
I=(0o 1 1|29 (4 1 0
0 01 0 0 1
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0 00
GG o 1 0
0 01
0 00
g o 1 0
011
000
2ol 01
011
Co+(A—31)C3—C 000
2+ (A— 3—C2 00 1],
0 01
puisque
0 -1
AlOol =1 4 |,
1 0
0 4 0N (0
A-31= et (A-30)|1] =10
-2 2 1 _1
-3
Finalement, on observe que
0 0 0 0 1
All1]=(3] e A*[1|=A[3]=15
1 2 1 2 6

Donc,

On peut vérifier que

et

-8 -2 3 3 1 =1\ /0 0 1
Pl'AP=|1 1 -1 0 —1 4 1 35
1 0 0 -2 2 0 1 26

-30 0 0 00 1 0 0 —30

= 5 -2 3 1 35|=|10 13

3 1 =1/ \1 2 6 01 2

111
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Finalement, on observe que
fi(z) = (x = 3)(2® + z — 10) = 2 — 22> — 13z + 30,

donc on a en effet que P~AP = Cy,(,).

8.6 Exercices

EXERCICE 8.1. Soit

—1
2
1

A:

DO &~ =
—= w o

Calculez le polynome caractéristique de A. Trouvez le polynéme minimal de A. Trouvez la
forme de Jordan de A et la forme canonique rationnelle de A. Si B est la forme canonique
rationnelle de A, trouvez une matrice inversible P telle que B = P~1AP.

EXERCICE 8.2 (ex. 9, p. 500). Montrez que les matrices

-8 —10 -1 -3 2 -4
A=\ 7 9 1 B=|4 -1 4
3 2 0 4 =2 5

ont les deux (x — 1)?*(z + 1) comme polyndme caractéristique mais 1'un est diagonalisable et
I’autre ne l'est pas. Déterminez la forme de Jordan de ces deux matrices.

EXERCICE 8.3. Soit A une matrice n X n sur un corps F.

(a) (ex. 21, p. 501) Soit A une matrice n x n sur un corps F. Si A? = A, alors montrez
que A est semblable & une matrice diagonale ayant seulement des 1 et des 0 sur sa
diagonale.

(b) (ex. 22, p. 501) Si F' = C et A*> = A, alors montrez que A est diagonalisable. Est-ce
que c’est vrai sur n’importe quel corps F'7

(c) (ex. 24, p. 501) Supposons que n = 3 et que F = Q. Si A% = I, alors montrez que
A% = | également.

EXERCICE 8.4 (ex. 16, p. 489). Montrez que 2° — 1 = (x — 1)(2* — 4z + 1) (2? + 5z + 1) dans
Fy9[z]. Utilisez ce fait pour déterminez modulo similitude toutes les 2 x 2 matrices sur Fyg
d’ordre multiplicative 5

EXERCICE 8.5 (ex. 20, p. 489). Soient ¢ et p deux nombres premiers et soit ®,(x) =
2142724 4241 le f-iéme polyndme cyclotomique. Le but de cet exercice est d’étudier
la factorisation de ®, modulo p et, plus précisément, le degré de son plus petite facteur
irréductible modulo p.

(a) Sip = ¢, alors montrez que x — 1 divise ®y(x) dans F,[z], ou F, = Z/pZ.
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(b) Supposons que p 1 £ et soit m le plus petit nombre naturel pour lequel le groupe

GL,,(F,) contient un élément d’ordre ¢. (On a que |GL,,(F,)| = (™ — 1)(p™ —
p)- - (p™ — p™ 1. En particulier, ¢ divise |GL,_1(F,)|, donc m est bien défini par
le théoréme de Cauchy.) Si A est un tel élément, alors montrez que cs(z) est un fac-
teur de ®,(z) de degré m qui est irréductible dans F,[x]. Réciproquement, montrez que
si g(x) divise ®,(z) dans F,[z], alors deg(g) > m.

Si p t ¢, alors posons f = ordy(p), c’est-a-~dire f est le plus petit nombre naturel pour
lequel p/ = 1 (mod¢). Montrez que f = m. Déduisez que ®,(x) est irréductible dans
[F,[] s-si p est une racine primitive modulo .



