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1 INTRODUCTION

L’aire d’un rectangle R de c6tés a et b est ab, par définition. Lorsque
a et b sont des entiers, cette aire est égale au nombre de carrés de coté
unité nécessaires pour recouvrir R. L’aire du triangle rectangle de base a et
de hauteur b est bien évidemment ab/2. On en déduit I'aire d’un triangle
quelconque puis, par triangulation, celle d’un polygone arbitraire.

Le calcul de l'aire d’'un domaine D délimité par des courbes plus com-
plexes, par exemple des arcs de cercle ou des segments de parabole, nécessite
un passage a la limite. Dans le cas ou D est déterminé par le graphe d’une
fonction f continue et positive sur un intervalle compact [a, b] !,

D={(z,y)[a<z<b, 0<y< fla)},
considérons avec Riemann une partition P de l'intervalle [a, b] :
P ={xo,x1,22,...,2n} OU a=x9<x] <T3 <+ <xp=D>

Alors la somme supérieure
S(f,P) = sup{f(x) | p1 <z <z} (z) — wp1)
k=1

fournit une borne supérieure pour 'aire requise et la somme inférieure

n

s(f,P) = Zinf{f(x) | 21 <z < zp}(rr — Tp—1)

k=1

en fournit une borne inférieure. En utilisant les propriétés des fonctions
continues sur les intervalles compacts, on montre que

inf{S(f,P) | P} =sup{s(f,P) | P}

et c’est cette valeur commune que l'on prend pour mesure de l'aire du do-
maine D. On exprime ceci en disant que la fonction f est intégrable au sens
de Riemann sur 'intervalle [a, b], d’intégrale

b
/ f(z) do = mf{S(f,P) | P} = sup{s(f,P) | P}.

'[a,b] désigne un intervalle contenant ses extrémités, |a,b[ désigne un intervalle ne
contenant pas ses extrémités et (a,b) désigne un intervalle contenant peut-étre ses
extrémités.



Lorsque la fonction f n’est pas continue, il n’est plus certain qu’elle soit
intégrable au sens de Riemann, méme si elle est positive et bornée. Un
exemple d’une telle fonction est fourni par la fonction indicatrice des nombres
rationnels f = g, définie par

HQ(x):{ 1 sizeQ

0 sinon,
qui n’est intégrable sur aucun intervalle [a, b] puisque 'on a toujours
S(HQ7P) =b—-a, S(HQ7P) =0.

On peut essayer d’élargir la classe des fonctions intégrables, et ceci
est I'objet de notre cours, en considérant avec Lebesgue des partitions de
I’axe des ordonnées plutét que des partitions de ’axe des abscisses. Nous
étendrons d’abord la notion de longueur d’un intervalle,

)\([CL, b]) =b—a,

a une classe plus vaste d’ensembles (nous les nommerons : ensembles me-
surables et la longueur généralisée : mesure). Nous considérerons alors la
somme

o k k+1
Ek:{xlgf(a:)<+}
m m

et A(E}) est la mesure de Ej. ( Pour alléger I'exposé, nous avons supposé ici
que 0 < f(x) < 1.) Cette somme d’aires de rectangles généralisés constitue
une bonne approximation de 'aire du domaine D cherchée : lorsque m est
grand en effet, f est presque constante sur Ej. La complexité de la fonction se
traduit par la complexité des ensembles Ej. Si f est monotone par exemple,
les ensembles Ej sont des intervalles et la somme o, (f) se réduit a la somme
s(f,P) correspondante. Pour une classe tres vaste de fonctions (nous les
appellerons : fonctions mesurables), nous verrons que
lim o, (f)

m——+00

existe et généralise effectivement la notion d’aire précédemment obtenue.
Une telle fonction sera dite intégrable au sens de Lebesgue, d’intégrale

/0le lim ().

m—-+00



La propriété de la mesure qui permettra ces développements est la pro-
priété d’additivité : désignant par ) F, la réunion d'une suite finie ou
infinie d’ensembles mesurables deux & deux disjoints?, nous aurons

(e - T
n n
et c’est sur cette propriété fondamentale que reposera toute la théorie.

1.1 Exercices

1. Vérifier que la fonction
z — lg(z)

est partout discontinue.

2. Déterminer ’ensemble des points de continuité de la fonction
z — zlg(x).

3. Déterminer les ensembles Ej, associés a la fonction Ig.

26t par E1 + FE3 la réunion de deux ensembles disjoints.



2 ENSEMBLES MESURABLES

Nous allons généraliser la notion de longueur en deux étapes. Nous asso-
cierons d’abord & tout ensemble E C R un élément \*(E) de [0, +oo]3appelé
mesure extérieure de E qui, lorsque F est un intervalle, se réduit a sa lon-
gueur. Nous restreindrons ensuite la fonction E +— A\*(E) ainsi définie sur
I’ensemble PB(R) de toutes les parties de R a une famille £ appropriée d’en-
sembles de fagon & avoir la propriété d’additivité. Ces ensembles seront les
ensembles mesurables et la fonction restreinte sera la mesure. Nous verrons
ensuite des exemples d’ensembles mesurables et étudierons des propriétés
supplémentaires de la mesure.

2.1 Mesure extérieure

La mesure extérieure \*(E) d’un ensemble £ C R est définie par
I’équation

X (E) :inf{Z(bk—ak) | EQU]ak,bk[}, (1)
k

k

la borne inférieure étant calculée sur la famille des suites finies ou infinies
d’intervalles ouverts { ]ag, bx[ }x recouvrant E. Pour étudier ses propriétés,
nous nous appuierons sur le théoreme suivant.

Théoréme 1 (Borel-Lebesgue) Tout recouvrement d’un intervalle com-
pact [a, b] par des intervalles ouverts { |aq, ba| }aca contient un sous-recouvrement

fini.
Démonstration.

Supposons le contraire. Alors au moins 'un des deux intervalles

a+b] [a+b
2 ’ 2

[a, bl

ne pourrait étre recouvert par un nombre fini des intervalles ]aq, bo[. Donc
au moins I'un des quatre intervalles

la 3a+b] [3a—i—b a+b] [a—i-b a+3b] [a+3b
) 4 ) 4 M 2 M 2 M 4 M 4 )

0]

30n convient que si a € [0, +-00], a+ (+-00) = +00, que si a €] 0, +-00], a x (+-00) = 400
et enfin que 0 x (4+00) = 0.



ne pourrait I’étre. Ainsi de suite. On obtiendrait de cette facon une suite
d’intervalles emboités,

LOoL2oI3 o,
dont le ni*™® aurait pour longueur (b — a)/2". L’intersection de tous ces
intervalles se réduirait & un point = de [a, b]. Il existerait donc un intervalle
|aq, bo| contenant ce point et, par suite, tous les intervalles I, a partir d’un

certain rang, contredisant leur définition. C.Q.F.D.
Dans le théoreme suivant, F + xg désigne le translaté de E par xg :
E+zy={y|ly=x+zo, v € E}.

(Ne pas confondre E + zg avec E + {x}.)

Théoréme 2 La mesure extérieure \* : P(R) — [0, +00]| posséde les pro-
Priétés suivantes :

1. E C F implique que \*(E) < \*(F);
2. quel que soit xo, \*(E + x9) = \"(E) ;
3. pour tout intervalle (a,b), \*((a,b)) =b—a;

4. pour toute suite finie ou infinie d’ensembles { Ey}i,
» (U E) <N,
k k

Démonstration.

La premiére propriété (monotonie) suit de ce que tout recouvrement de F
est aussi un recouvrement de E et la deuxiéme (invariance sous translation)
découle de ce que la longueur d’un intervalle est invariante sous translation.

Pour démontrer la troisieme, considérons d’abord le cas d’un intervalle
compact [a, b]. Soit € > 0. La relation

[a,b] Cla —€,b+ €]

montre que
N([a,b]) <N (Ja—e,b+€]) <b—a+2e

donc, € > 0 étant arbitraire, que

A ([a,b]) < b—a.



Pour obtenir I'inégalité opposée, il suffit, en vertu du théoreme de Borel-
Lebesgue, de montrer que, si

N
la,0] € | J]an, bil,

k=1

on a
N
—a< Z(bk — ak).
k=1

Pour ce faire, on peut supposer que les intervalles du recouvrement fini sont
énumérés de telle sorte que

ap<a<aa<b <az<by < ---<an_1<by_g<any <bny_1<b<by.
Alors
(by —an) 4+ (bv—1 —an—1) + -+ (b2 — a2) + (b1 — a1)

=by+ (by—1 —an) + (by—2 —an—1) + -+ (b1 —a2) — a1
>by —a; >b—a.

Si l'intervalle (a, b) est borné, les inclusions
[a+e,b—e] < (aab) < [(I,b]

entralnent

b—a—2e<X((a,b)) <b—a.

Enfin, si l'intervalle (a, b) n’est pas borné, il contient des intervalles bornés
de mesure extérieure arbitrairement grande et, par monotonie,

A ((a,b)) = 400 =b—a.

Pour démontrer la quatrieme propriété (sous-additivité), considérons

pour chaque k une suite d’intervalles ouverts { |a ;‘C , b;f[ }j tels que

* €
Eko Ja, bE[, ) (0F —ak) < A (Bx) + 55

J

Alors les intervalles { ]aj ) bf[ };k forment une famille au plus dénombrable

(c’est-a-dire peuvent étre rangés en une suite finie ou infinie) telle que

UEkCUU aj,bf



d’ou

k k

A* (U Ek> <IN 0 —af) <Y N (ER) Fe
kg
C.Q.F.D.

2.2 Ensembles mesurables

La fonction A* que I'on vient d’introduire ne devient additive que si on
la restreint a la classe des ensembles mesurables. Un ensemble F C R est un
ensemble mesurable si

quel que soit A CR , A (A) = \*(AE) + \*(AE").

Puisque, par sous-additivité, on a toujours
quel que soit A CR , A(A) < N (AE) + \*(AE"),

il suffit, pour démontrer qu’un ensemble F est mesurable, de vérifier I'inégalité
quel que soit A C R, A (A) > \*(AE) + \*(AE")

et, pour ce faire, on peut bien siir supposer que

N*(A) < +oo.

Théoréme 3 Pour toute suite finie ou infinie d’ensembles mesurables { Ex } i
deuz a deux disjoints, on a

A* (Z Ek> = X(Ep).
k k

Démonstration.
Considérons un ensemble A C R quelconque et vérifions d’abord, par
récurrence sur N, que

N N
\* (Z AEk> = Z N (AEy,). (2)
k=1 k=1



Cet énoncé est en effet trivial pour N =1 et, s’il est vrai pour N,

N+1 N+1 N+1
A* (Z AEk> =\ ((Z AEk> EN+1) +A* ((Z AEk> Ef\,H)
k=1 k=1 k=1

N N+1
= )\*(AEN_H) + A* (Z AEk> = Z )\*(AEk)
k=1

k=1

Dans le cas d’une suite finie, { E} }1<kx<n, on a donc bien, en prenant A = R,

que N N
A (Z Ek> = X(Ep).
k=1 k=1

Dans le cas d’une suite infinie, { Ej }1<k<+00, On &, pour chaque N, que

N N 400
D N (Er) =N (Z Ek> <N (Z Ek>
k=1 k=1

k=1

donc que
+00 +oo
D ON(B) <X (Z Ek) .
k=1 k=1
La sous-additivité de la mesure extérieure implique I'inégalité opposée. C.Q.F.D.

Nous dénoterons par £ la famille des ensembles mesurables. Le théoreme
suivant peut s’énoncer en disant que cette famille forme ce que 'on appelle
une tribu.

Théoréme 4 La famille £ C P(R) des ensembles mesurables posséde les
propriétés suivantes :

1. R est mesurable ;
2. le complémentaire E° d’un ensemble mesurable E est mesurable ;

3. la réunion d’une suite finie ou infinie d’ensembles mesurables {Ey}
est mesurable ;

4. Uintersection d’une suite finie ou infinie d’ensembles mesurables { Ey }
est mesurable.



Démonstration.

Les deux premieres propriétés sont évidentes de la définition et la qua-
trieme découle, par complémentarité, de la deuxieme et de la troisieme.

Pour démontrer cette derniere, considérons d’abord le cas de deux en-
sembles mesurables E; et Es. Alors, quel que soit A C R,

AN(A(EL U Ey)) + N (A(E1 U E)¢) = N (AEy U AEs) + N*(AETES)
= N'(AE\ES + AE>) + N(AETES) < XN (AE\E3) + N (AEy) + A" (AETES)

= N'(AES) + N (AE,) = \*(A).

Par récurrence sur N, la réunion de toute suite finie d’ensembles mesurables
{Ek}i<k<n est donc mesurable et, par complémentarité, ainsi en est-il de
leur intersection.

Considérons maintenant une suite infinie d’ensembles mesurables deux a
deux disjoints {Fj }x. En vertu de I’équation (2), on a, quel que soit A C R
et quel que soit NV,

v (135 m) e (a(355) )

N = N ¢
=Y N(AE) + \* (A (Z Ek>

k=1
N
> N(AER) + A* (A ( By
k=1
de telle sorte que

vz S xas o (43

k=1

efagn) o (r(Ee) )

ce qui montre que Y, Ej = |J, Ei est mesurable.
Envisageons enfin le cas d’une suite infinie quelconque {Ej}x. Posons

Fy,=FE,, Fh =EyE], F3=E3E{E5 ,..., F, = E,E{ES---E;

n—1 s+

Ces ensembles F}, sont mesurables et deux a deux disjoints de telle sorte que
leur réunion est mesurable. Or

S R=Un
k k

10



puisque, si x € |J, Ek, il existe un premier indice k, tel que x € Ej,_ et alors
z € Fy,. CQF.D.

Théoréme 5 Tout intervalle I est mesurable.

Démonstration.
Considérons d’abord le cas ou I =]a,+oo[. Soit A C R un ensemble
quelconque et soient |ag, bi| des intervalles tels que

AC Jaw, b, D (bk —ar) < A (A) + €.
!

k

Considérons les intervalles

Il/c = lap, bp[N T, I];/ = Jag, bp[ N I€.

On a
N(AD) < X° (U I;Q) <Y NI
k k
et
N (AI%) < X* (U I,Qj) <> oXI)
k k
donc

N(AD) + N (AI°) <Y (N (I) + A (I7) = > (bk — ax) < X (A) +e.
k k

Les autres cas se ramenent a celui qui vient d’étre étudié. Par exemple,

+00 1 +oo 1
]a,b[:U]a,bfg]:U(]a,+oo[ﬂ]bf%,+oo[c)
k=1 k=1

C.Q.F.D.

Théoréme 6 Tout ensemble ouvert O est mesurable.

Démonstration.
Si x € O, soient

a; = inf{a | Ja,z[ CO} > —oc0, by =sup{b | Jz,b[ C O} < o0

11



et I, =|ag,bg[. Alors, ou bien I, = I, ou bien I,I, = (). Les intervalles I,
distincts sont donc au plus dénombrables (chacun d’eux contient un nombre
rationnel différent). Dénotant ces intervalles par Ji,Ja, J3,..., 0 =>" Jp
peut s’écrire comme réunion d’une suite finie ou infinie d’intervalles ouverts
deux & deux disjoints (appelés composantes connexes de O). C.Q.F.D.

Théoréme 7 Tout translaté E + xg d’un ensemble mesurable E est mesu-
rable.

Démonstration.
Observons d’abord les identités :

ST +xo= (S + x0) (T + o) , (S+x0)° =54 x0.
Soit A C R un ensemble quelconque. Alors, en vertu des identités précédentes,
A(E+xz0) =(A—x0)E+ 0, A(E+20)° = (A — 20)E° + 0.
Par suite, la mesure extérieure étant invariante sous translation,

N(A(E + 20)) + N (A(E + 20)¢) = A (A — 20)E) + \*((A — 20) E°)
= N (A — z0) = \*(A).

C.Q.F.D.

Théoréme 8 Tout ensemble N de mesure extérieure nulle est mesurable.

Démonstration.
Soit A C R un ensemble quelconque. On a

N (AN) + X (AN®) = A (AN®) < \*(A).

C.Q.F.D.

2.3 Mesure

La mesure )\ est la restriction de la mesure extérieure \* a la tribu des
ensembles mesurables £.

Théoréme 9 La mesure A : £ — [0, 400| posséde les propriétés suivantes :

1. ME +20) = AE) ;

12



2. M(a,b))=b—a;
3. pour toute suite disjointe {Ex}r, N> ) Ex) = > 1 MEk) ;
4. pour toute suite croissante KB4 C Fy C B3 C -+,

—+o00
lim AE,) = A E. .
Jim A(Ey) (H k)

Démonstration.
Seule la quatriéme propriété (continuité) n’a pas encore été démontrée.
Considérons a nouveau les ensembles

Fy\=FE,, Fh =EE], Fs=FE3F5 ..., F,,=E,E;_,, ...

Ils sont disjoints et tels que, pour chaque n,

n
E,=Y F
k=1
Par suite,

MEn) =D A(Fy)

k=1

“+oo +0o0 “+o0o
dim A(Ey) = D AEF) = A (Z Fk> =\ <U Ek) .
k=1 k=1 k=1

C.Q.F.D.

n

et

Une propriété vraie partout sauf aux points d’un ensemble de mesure
nulle est dite vraie presque partout. Par exemple, la fonction Ig est égale
a 0 presque partout. Un ensemble dénombrable est toujours de mesure nulle
mais un ensemble peut étre de mesure nulle sans étre dénombrable. Ainsi
en est-il de I’ensemble de Cantor.

Exemple. Soit K l’ensemble des points x de [0, 1] dont le développement
triadique,

+m>a
k
x:;?’k . ap € {0,1,2},

ne contient que des 0 ou des 2. Lorsque deux développements sont possibles,
on convient d’utiliser celui qui contient un nombre infini de 2 :

1 _ 2 2 2
3n ~ 3ntl 3n+2 3n+3

13



Contenant 2V points, ’ensemble K n’est pas dénombrable. D’autre part, il
est clair que

1 2 1 2 7 8 1 2

[0,1]K :]373[+]§7§[+]§7§[+]2*7,ﬁ[+~--
Par suite,
1 2 4
A0 E) = 5+ 5+ 5o+ =1
et A(K) =0.

L’axiome du choix affirme que le produit cartésien [ [, 4 Bo d'une famille
d’ensembles non vides B, est non vide, c’est-a-dire qu’il est possible de
choisir un élément z, de chaque ensemble de la famille : z, € B, pour tout
a € A. En l'utilisant, on peut obtenir un ensemble non mesurable.

Exemple. Introduisons une relation d’équivalence sur l'intervalle [0, 1] en
posant, pour z,y € [0,1], x = y si « —y € Q. Choisissons, en vertu de
I’axiome du choix, un nombre x dans chaque classe d’équivalence [z]. Alors,

I’ensemble E des nombres ainsi obtenus n’est pas mesurable. Supposons en
effet le contraire. Soit

Qn [—1,+1] :{7“1,7"2,’/“3,...}

et considérons les ensembles translatés Ep = E + ri. 1ls sont disjoints car si
€ EpE;, x =a+r, =b+r; avec a,b € E. Comme

a=b+(rj —ry) = b,

il faut que a = b, donc que 7y, = r;, c’est-a-dire que k£ = j. Les relations
+o0o
0,1 €Y E. < [-1,2]
k=1

. N / / .z N

) 9
(chaque = € [0, 1] appartient a [z'] pour un 2’ € E approprié, donc a Ej
pour un k approprié) entrainent donc

+oo
1<) A(EB) <3
k=1

ce qui est absurde puisque A(E}) = A(E) pour tout k.

14
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1.

Exercices

Montrer que tout recouvrement d’un ensemble K C R compact (fermé
et borné) par des ensembles ouverts contient un sous-recouvrement

fini.

.SiECRetkeR,

kE={y|y=kx, x€ E}.

Montrer que \*(kE) = |k|\*(E).
Soit u* : P(R) — [0, 4+00] la fonction définie par

1" (B) = sup{(b - a) | Ja,b]  E}.

Cette fonction est-elle monotone 7 invariante sous translation ? Préserve-
t-elle la longueur des intervalles 7 Est-elle sous-additive 7

. Répondre aux mémes questions si la fonction p* est définie par

p*(E) = card(EZ).

Montrer que, si £ C R est mesurable et £ € R, I'ensemble kE est
mesurable.

Montrer que tout ensemble mesurable borné est de mesure finie. La
réciproque est-elle vraie ?

7. Un ensemble de mesure nulle peut-il étre ouvert 7 Doit-il étre fermé ?

8. Soit € > 0 donné. Construire un ensemble ouvert £ de mesure A\(E) < €

10.

qui soit dense dans R (c’est-a-dire tel que tout nombre réel puisse
s’écrire comme la limite d’une suite de nombres appartenant a F).

Montrer qu’'un ensemble £ C R est mesurable si et seulement si a
chaque € > 0 correspond un ensemble ouvert O, C R tel que £ C O,
et que \*(OE°) < e.

Suggestion : considérer d’abord le cas ou A*(E) < 4oo puis les en-
sembles E,, = E | —m,+m] .

Montrer qu’un ensemble £ C R est mesurable si et seulement si on
peut I’écrire comme la réunion disjointe d’un ensemble de mesure nulle
N et d’un ensemble qui est une réunion au plus dénombrable d’en-

sembles fermés Fj, :
E:N+U&.
k

15



11. Soit p : £ — [0, +00] une fonction additive. Montrer qu’elle est nécessairement
croissante et sous-additive.

12. Soit p : £ — [0, 400] la fonction définie par

400 si E est infini
() = {

card(F) si E est fini.

Montrer que p est additive et invariante sous translation.

13. Soit {Ej}x une suite décroissante,
Ey 2D FE; DFE32 -+,

d’ensembles de mesure finie. Montrer que

+00
lim AE,) = A E. .
Jim A(Er) (Q k)

L’hypotheése « de mesure finie » est-elle essentielle ?

14. Une fonction p : £ — [0, +00] possede la propriété d’additivité finie si,
pour toute suite disjointe finie {Ej }1<p<n,

N N
AOSENES N
k=1 k=1
Montrer qu’une fonction
p: £ — 0,400

est additive si et seulement si elle continue et possede la propriété
d’additivité finie.

16



3 FONCTIONS MESURABLES

Nous allons maintenant introduire la classe des fonctions mesurables,
étudier ses principales propriétés et considérer quelques exemples.

Une fonction f : E — R est une fonction mesurable si, quel que soit
a € R, 'ensemble

FH(a, +ool) = {z | f(z) > a}

est mesurable. En particulier, le domaine de définition F de f doit lui-méme
étre un ensemble mesurable puisque

E=|J{z| f(z) > -n}.

neN
En vertu des identités
+o0 1
{z| f(z) <a} = J{z | f(x) >0<—E}c
k=1

et

+oo
1 C
(o] 1) > ap = Ul @) <at 1
k=1
il revient au méme de vérifier que les ensembles de type

{z|f(z) <o}, {z [ f(z) <a} ou {z|f(z)>a}

sont tous mesurables. L’'image inverse d’un intervalle quelconque (¢, d) par
une fonction mesurable,

FH((e,d)),

est donc toujours un ensemble mesurable.

Exemple. Une fonction indicatrice f = g, définie par

HE($):{ 1 sizeFl

0 sinon,

est mesurable si et seulement si I’ensemble E Dest.

Théoréme 10 Toute fonction continue f : (a,b) — R est mesurable.
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Démonstration.
En vertu de la continuité de f, I'ensemble

{z]f(z)>a}

est relativement ouvert dans (a,b) (c’est-a-dire de la forme O N (a,b) avec
O ouvert) donc mesurable. C.Q.F.D.

Théoréme 11 Soient f, g : E — R des fonctions mesurables et h : (a,b) — R
une fonction continue. Alors la fonction composée ho f (si elle est définie)
et les fonctions f + g et fg sont mesurables.

Démonstration.
L’ensemble

{z| h(f(2)) >a} = 7 (h™"(Ja, +o0]))

est mesurable parce que l'ensemble h=1(]a, +00[) est relativement ouvert
dans (a,b), donc de la forme

A ( e, 400] Z ag, b[ N (a,b),
k

ce qui entraine que

1 (h o, +o0[)) = Zf 1 lag, b N (a,b)).
k

La fonction f + g est mesurable en vertu de la relation
{| fl@)+g(@) >} = Uz | f(2) > r} 0 {z | g(x) > a—r}).
reQ

Finalement, la relation

(f+9?*—f—-¢°
2

fg=

et la continuité des fonctions u — u? et u — cu, c € R, entrainent la mesu-
rablité de la fonction fg. C.Q.F.D.

Exemple. Une fonction étagée est une fonction f : R — R dont l'en-
semble des valeurs est fini. Si

{(1,1,&2,&3,... 7aN}

18



est I’ensemble de ses valeurs non nulles et

Ep=f""({ar}) ={z | f(z) = a},

on a
N
f= Z arlp,
k=1

(représentation canonique). La fonction f est donc mesurable si et seulement
si chacun des ensembles E;. 1'est.

Exemple. Si une fonction mesurable f : E — R ne s’annule pas, la
fonction 1/f est mesurable.

Exemple. Si f : E — R est mesurable, sa valeur absolue |f|, sa partie
positive
e

[+ = 5

sup{f,0}

et sa partie négative

fl=7

==

= Sup{_fa 0}
le sont aussi et I'on a

= =1 fl=f+r

Exemple. Si f, g : E — R sont mesurables, les fonctions

Sup{f,g} — (f+g)—2|_|f_g‘
et

le sont aussi.

Théoréme 12 Soient f, : E — R des fonctions mesurables. Alors, sur leur
domaine de définition respectif, les fonctions

sup fn , inf f, , limsup f, , liminf f,

neN neN n—-+oo n—+00
et

sont mesurables.
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Démonstration.
Considérons par exemple I’enveloppe supérieure sup,,cy fr. Son domaine
de définition est I’ensemble

{z | sup fn(x) < +00}.
neN
Pour tout a € R, ’ensemble
(wsup fula) > ) = (J{o | fule) > 0}
neN neN
est mesurable. Le raisonnement est symétrique pour l’enveloppe inférieure

inf,cn fr. Le théoréme découle alors des relations

limsup f, = lim sup f, = inf sup f,
n——+00 k—+o0 n>k keN n>k

et

liminf f, = lim mf fn =supinf f,
n—-+o0o k—+4ocon> kEN n>k

sur les domaines de définition appropriés et des équations

lim f, =limsup f, = hm inf f,
n—+00 n—+o0 —+oo

sur I’ensemble
{z | limsup f,, = hm mf fnt

n—-4o0o

C.Q.F.D.

Théoréme 13 Soient f: E — R une fonction mesurable et g : E — R une
fonction coincidant presque partout avec f. Alors g est mesurable.

Démonstration.
L’ensemble

N ={z|g(z) # f(z)}
est de mesure nulle et

{zg(x) >at=({z]g(x) >} N)+({z| f(z) >a} 0 N).

Le premier ensemble est mesurable parce que de mesure nulle et le second
est mesurable parce que f l'est. C.Q.F.D.
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Théoreme 14 Soit f : E — R une fonction mesurable positive. Il existe
une suite de fonctions mesurables positives étagées p, : E — R qui croit
vers f.

Démonstration.
Considérons les ensembles

k—1 k
En,k={$|2T§f($)<27
et
Alors la fonction étagée
n2" k—
on = Z on Ig,, +nlp,
k=1

est mesurable. Puisque

Enr=FEpt126-1+ Eng12k

et que
(n+1)2n+1
Fn = Z En-i—l,k + FTL+17
k=n2n+141
on a
Yn < Ontl-

D’autre part, en chaque point x € F, on a, pour n assez grand, que

C.Q.F.D.

3.1 Exercices

1. Soit f : E — R une fonction. Montrer qu’elle est mesurable si et
seulement si les ensembles

{z | f(z) >r}

le sont pour tout r € Q.
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. Vérifier les relations suivantes :
Igp =1glp, Ip+r = 1p+lr, Ipur = lp+lr—Igr, Iy g, =suplg,.

. Soit f : (a,b) — R une fonction monotone. Montrer qu’elle est mesu-
rable.

. Soient f : R — R une fonction mesurable et o € R. Montrer que la
fonction x — f(x + x¢) est mesurable.

. Soient f : R — R une fonction mesurable et £ € R. Montrer que la
fonction x — f(kx) est mesurable.

. Soit f: (a,b) — R une fonction admettant une primitive (c’est-a-dire
telle qu’il existe une fonction F' : (a,b) — R dont elle est la dérivée :
f = F'). Montrer qu’elle est mesurable.

. Soient £ C R un ensemble de mesure finie et f : E — R une fonction
mesurable. Montrer qu’a chaque ¢ > 0 correspond N € N tel que

Me | 1f(2)] > N} <.

. Montrer que toute fonction mesurable est limite simple d’une suite de
fonctions mesurables étagées.

. Montrer que toute fonction mesurable bornée est limite uniforme d’une
suite de fonctions mesurables étagées.
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4 INTEGRATION

Ce chapitre constitue le coeur du cours. Nous allons y définir 'intégrale
d’une fonction mesurable f sur un ensemble mesurable F,

/Ef,

et établir ses trois propriétés fondamentales qui sont la linéarité, la positivité
et 'additivité. Pour ce faire, nous utiliserons beaucoup le fait que I’équation

i [ = [ g

est valable sous des hypotheses tres générales dans la théorie de Lebesgue
(théoreme de la convergence monotone, théoreme de la convergence do-
minée et lemme de Fatou). Nous terminerons par un théoréme justifiant
la dérivation sous le signe intégral.

Soit £ C R un ensemble mesurable. L’intégrale sur £ d’une fonction
mesurable est définie en trois étapes.

Soit d’abord
N
= Z arlp,
k=1

une fonction mesurable positive étagée représentée sous sa forme canonique
(c’est-a-dire que les ay, sont les valeurs distinctes non nulles de ). L’intégrale
de ¢ sur E est définie par I’équation

N
/E p=> apMEEy).

k=1
On a donc a priori que
0< / p < +4o00.
E
Un moment de réflexion montre que I’équation
N/
o= anwe
E k=1

est vraie deés que, dans une représentation
N/
!/
Y= E arlpy,
k=1
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les ensembles mesurables E; sont deux & deux disjoints, méme si les aj, as-
sociés ne sont pas tous distincts. En effet, chaque valeur non nulle aj, est
alors nécessairement égale & I'une des valeurs aj, les ensembles Ej corres-
pondant a I'une de ces valeurs non nulle forment une partition de ’ensemble
E; correspondant et la mesure est additive.

Les trois propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la
définition :

AE) =0 implique / =0,
E

F C F implique /cp]IF:/ v,
E F
et
0 < <Y sur E implique /gog/w.
E E

Pour vérifier la troisieme, on s’aide de la remarque qui vient d’étre faite : si

N’ M’
_ / _ /
o= S allsy et v =3 lp,
k=1 7j=1
avec

N’ M’
SH=YF-%
k=1 j=1

il faut utiliser les représentations

N M N M
/ /
p=>_> arlp Fr et v=>3 bl pr-
k=1 j=1 k=1 j=1

Si ensuite f : E — R est une fonction mesurable positive, son intégrale
sur E est définie par

/Ef:SUP{/EgMOSsDSf sur E}

Encore ici, on a a priori
0< / f < +o0.
E

Les trois propriétés suivantes :
AME) =0 implique / f=0,
E
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F C E implique /f]IFZ/f,
E F
et
0 < f <g sur E implique /fé/g
E E

découlent directement de cette définition et des propriétés correspondantes
pour les fonctions étagées.

Si enfin f : E — R est une fonction mesurable quelconque, nous dirons
qu’elle est une fonction intégrable (ou sommable) sur E si

/E|f|<+oo

L= -] 1

Cette définition a un sens puisque qu’alors, nécessairement,

/Ef+<+oo et /Ef_<—i—oo.

Nous dénoterons par £!(E) la classe des fonctions intégrables sur E.

et nous poserons alors

Remarque. Lorsque E est un intervalle [a,b] avec a < b, on conserve
la notation usuelle pour 'intégrale, en indiquant si nécessaire la variable
d’intégration : on écrit ainsi

/[a,b]f:/abf:/abf(x) da
[

Exemple. La fonction Ig est intégrable sur tout intervalle (a,b) et

b
[ =0
a

Exemple. Une fonction mesurable bornée est intégrable sur tout ensemble
de mesure finie. En particulier, une fonction continue est intégrable sur tout
intervalle compact.

et
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Théoréme 15 (convergence monotone) Soient E C R un ensemble me-
surable et f, : E — R des fonctions mesurables positives qui croissent vers
une fonction f: E — R. Alors

Jdm [

Il est clair que f est une fonction mesurable positive et que

[ s [

Pour démontrer I'inégalité réciproque, soient € > 0 et ¢ une fonction mesu-
rable positive étagée telle que ¢ < f et considérons les ensembles

An =A{z | falx) = (1 = e)p(x)}.

Ils sont mesurables et, par hypothese, croissent vers F. Si

N
Y= Z arlg,
k=1

est la représentation canonique de ¢, on a

Démonstration.

N N

/Efn > / 1= e)pla, = (1 - apAAnEy) = (1—€) > apA(AnE).

(
E k=1 k=1

Utilisant la continuité de la mesure, on en déduit

n—-+oo

N
im [ o2 (1= 0w (BE) = (1= e

Le nombre € et la fonction ¢ étant arbitraires, ceci entraine le résultat.

C.Q.F.D.

Remarque. Soient £ C R un ensemble mesurable et f, : E — R des
fonctions mesurables positives qui croissent vers +oo sur E. Si A(E) > 0,

lim /fn:—l—oo.
n—-+o0o E

En effet, posant
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on a, quel que soit K > 0,

anAﬁszm

E

n—-+o0o

donc, par continuité,

Le nombre K > 0 étant arbitraire, la remarque se trouve justifiée.

Exemple. Soit f : (a,b) — R une fonction mesurable positive bornée.
Alors

n2"

b Zk—l k—1 k
/a f nkl:‘fr-loo 2n )\{l" AL f(SU) < 2”}

k=1

Théoréme 16 Soient E C R un ensemble mesurable, f,g : E — R des
fonctions intégrables sur F et o, 3 € R. Alors af + (g est intégrable sur E

et
[as+sg=a[s+5]s
E E E
Démonstration.

La démonstration se fait en plusieurs étapes. Soient d’abord ¢ et ¥ deux
fonctions mesurables positives étagées. Représentons-les sous la forme

N’ M
_ / _ /
B SYTRRRTES IR
k=1 j=1
les ensembles mesurables E et I étant tels que
N’ M
S H-3E-®
k=1 j=1
Alors

N’/ M’
/<p+/ b= aA(EL) + > WAEF)
E E k=1 j=1

N’ M’ N’ M’

=D > @G AELF) + )Y WA(ELE)
k=1 j=1 k=1 j=1
N’ M’

=575 () + W)NELF]) = /E (6 + ).
k=1 j=1
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Soient ensuite f et g deux fonctions mesurables positives. Il existe deux
suites de fonctions mesurables positives étagées {¢n tnen €t {n}nen qui
croissent vers f et g respectivement. On a donc

/]Ef+/Eg=n§rfoo E¢n+n§rfoo/]2wnangloo(/Eson+/E¢n)
= Jin_ [ (utv)= [(F+0)

n—-+o0o E

(en vertu du théoreme de la convergence monotone).
Soient enfin f et g deux fonctions intégrables. Alors h = f + ¢ est
intégrable puisque

Lm< [anii= [ 151+ [ lol<-+.

hy +f-+9-=fr+g++h

R R A e R
Jr=[r+]a

D’autre part, si a > 0, il est clair que

fromafs
E E

pour toute fonction mesurable positive étagée , donc que, pour toute fonc-

tion mesurable positive f,
/af = a/ f
E E

Pour une fonction intégrable f quelconque, af est intégrable (en appliquant
ce qui précede a « | f]) et

[ar=[@ni-[@n-=[ati=[ ar-=a([ fi= [ 1)=a [ £

De plus, on a

donc

c’est-a-dire
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Si, enfin, a < 0, af = (—a)(—f) est intégrable et

Jar=[aen=ca [ =n=caf - [
!/ﬁ—/} —a/f

Remarque. Si E = A 4+ B est une partition mesurable de E et f est

intégrable sur F, on a
Jr=[r+]1

(additivité finie de I'intégrale) en appliquant le théoréme précédent aux fonc-
tions fI4 et fIp.

C.Q.F.D.

Théoreme 17 Soient £ C R un ensemble mesurable, f,g : E — R des
fonctions intégrables sur E telles que f < g sur E. Alors

[r< ]

avec éqalité si et seulement si f = g presque partout sur E.

OS/E(g—f):/Eg—/Ef-

L’égalité a lieu des que f = g presque partout sur F puisque, posant

A=A{z| f(x) =g(x)}, B={x]|f(z)# g(x)},

/E(g—f):/A(g—f)Jr/B(g—f):o.

Réciproquement, observons que si h : E — R est une fonction mesurable
positive telle que [ ph =0, on doit avoir h = 0 presque partout sur £ (on
prendra ici h = g — f). Posant en effet

Démonstration.
On a

on a

Av={o | ha) > Th
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on a

1
0—/hz/h]1Asz(Ak)
E E k

AAy) =0

de telle sorte que

pour tout k > 0 et donc que

A({a | hx) > 0}) = lim A(Ay) = 0.
C.Q.F.D.

Remarque. L’inégalité du triangle,

‘/ﬂs/wm
FE E

s’obtient du théoréme précédent en y choisissant f = +g.

On résume les deux théorémes précédents en disant que £1(E) est un
espace vectoriel réel sur lequel
o[ 1
B

est une forme linéaire positive. L’espace £!([a,b]) contient I'espace C([a, b])
des fonctions continues.

Théoréme 18 Soient f : [a,b] — R une fonction continue et F : [a,b] — R
la fonction définie par

Flz) = / " r) dt.

Alors, pour tout x €a,b],

Démonstration.
Les propriétés de linéarité, de positivité et d’additivité finie de 'intégrale
entrainent que

F(z+h) — F(z)

z+h
Y ORI
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sih>0et
’F(x—l—h)—F(x)

L= )

1 T
< / 0 = s ar

si h < 0. Dans les deux cas,

—fl@)| < sup |f(t) = f(z)]

 |t—a|<|hl

F(z+h)— F(x)
o

ce qui permet de conclure. C.Q.F.D.

Remarque. Le théoréme précédent montre que, pour une fonction f conti-
nue sur un intervalle compact [a,b], I'intégrale de Lebesgue coincide avec
Iintégrale de Riemann et peut étre évaluée au moyen du théoréeme fonda-
mental du calcul : si F' est une primitive quelconque de f (c’est-a-dire une
fonction F telle que F' = f )

b
f=F(b) - F(a).

a

Il faut cependant noter qu’il existe des fonctions continues telles que

b
lim / f existe
a

b—+00

[ 1=

Une fonction & valeurs dans [0, +00] apparait dans le théoréme suivant.
La mesurabilité et I'intégrale d’une telle fonction sont définies exactement
comme pour les fonctions positives (a valeur dans [0, +oo[ ). Si l’ensemble
FE des points ou elle est infinie est de mesure strictement positive, son
intégrale est aussi infinie alors que si cet ensemble est de mesure nulle,
I'intégrale peut étre finie ou infinie. On peut alors redéfinir la fonction
sur I'ensemble E., (en la posant égale & 0 par exemple) sans modifica-
tion substantielle de ses autres propriétés. Comme nous l'avons remarqué,
le théoreme de la convergence monotone reste valable si la fonction limite
est & valeurs dans [0, +00].

bien que
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Théoréme 19 (Fatou) Soient E C R un ensemble mesurable et f, : E — R
des fonctions mesurables positives. Alors

et e [
i fo < it | 7,

Démonstration.
Les fonctions g, : £ — R définies par les relations

= inf
dn k>n f k
forment une suite croissante de fonctions mesurables positives telle que

gn < fn
D’ou

lim gn < liminf / ey
E

n—-+o00 E n—-+o0o

En vertu du théoreme de la convergence monotone,

li = li = [ liminf
i [on= [ i o= [ tmint s
ce qui termine la démonstration. C.Q.F.D.

Remarque. En vertu du lemme de Fatou, pour montrer que

liminf f, < 400

n—-+00

presque partout sur F, il suffit de montrer que

liminf/ frn < Fo00.
E

n—-+00

Théoréme 20 (convergence dominée) Soient E C R un ensemble me-
surable et f, : E — R des fonctions intégrables qui convergent vers une fonc-
tion f: E — R. Supposons qu’il existe une fonction intégrable g : E — R
telle que | fn(z)| < g(x) pour n € N et pour tout x € E. Alors

Jim [ =[x
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Démonstration.
On a |f| < g et la fonction f est intégrable. Appliquons le lemme de
Fatou aux fonctions 2g — |f — f|. On obtient

[ 20= [ timint g1 = ful) < tmint [ 29~ 1f = 1)

:mmu/w—/u—nwa/w—me/V—m.
n—too g E E n—+oo JE

Ceci implique

lim /Wf—ﬂA—o
n—-+o0o E

Jdm [ =

Théoreme 21 Soient fr, : E — R des fonctions mesurables telles que la
série Zz;x{ fr converge sur E. Alors

+00 +o0
/E;fk:;/]Efk

pourvy que les fonctions fi soient positives sur E ou pourvu que la série
::o? | fx| converge et que sa somme soit intégrable sur E.

et, a fortiori,

C.Q.F.D.

Démonstration.

On a
“+00 n n
_ I _
Lo [ S s [
n “+o0o
—dm > [ =Y [ 5
nHJroo; E k ; E k

la permutation de la limite et de 'intégrale étant justifiée par le théoreme
de la convergence monotone lorsque les fonctions fi sont positives et par le
théoreme de la convergence dominée de Lebesgue lorsque la série Z}g | fx
converge vers une fonction intégrable : le role des fonctions f, dans ce
théoréme est ici joué par les sommes partielles Y, ; fi,

Jn — ka7
k=1
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et celui de la fonction g par la somme S5 | fi] :

+o0
g— > ISl
k=1
C.Q.F.D.

Remarque. Soient A C R des ensembles mesurables deux & deux dis-
joints et f : R — R une fonction mesurable. Alors

“+o00
f= f
fema =X,

pourvu que f soit positive sur Z;;’Ol Aj, ou pourvu que f soit intégrable sur
125 Ay, (additivité de I'intégrale). Ceci suit en effet du théoreme précédent
en 'appliquant a I’ensemble £/ = R et aux fonctions f = f 14,.

Théoréme 22 Soit f : [a,b] X (o,3) — R une fonction admettant une
dérivée partielle par rapport a son deuziéme arqument. Supposons que les
fonctions
of
x> f(z,t) et z+— —(x,t)
ot
soient intégrables pour chaque t € («, 3), que la fonction

of
t— E(m, t)

soit continue pour chaque x € [a,b] et supposons enfin que la fonction

of
a(wvt)

soit bornée sur [a,b] X («a, 3). Alors

d b b af
dt/a f(z,t) da:—/a a(m,t) dx
Démonstration.

En vertu du théoreme des accroissements finis, il existe pour chaque
x € [a,b] un nombre 0,(t) € [0, 1] tel que

/foh /a t+ 0,(t)h) da.
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Puisque

0 0
}llli%a—f(m t+0(t)h) = a{(az t)

et puisque qu’il existe une constante K > 0 telle que

of
ot

(xt~|—0()h)‘§K,

le théoreme de la convergence dominée (qui reste valable méme si h approche
0 de fagon continue) implique

b b
o s ae=p [ f<ﬂfvt+h2—f<x,t> N

—nm/baf( {4 0,(6)h) d —/bl N / )
a0, ot 0t T = ot oY
C.Q.F.D.
4.1 Exercices

1. Soit f € £'(R). Montrer que, pour tout zo € R, la fonction z

f(z + o) est intégrable et
+oo +oo
/ flz+ ) do = / f(z) dx.

Soit f € £Y(R). Montrer que, pour tout k¥ € R, k # 0, la fonction
x +— f(kx) est intégrable et

/:O F(ka) dz = “t' /:o F(z) dz.

Soit f € £1(E). Montrer que, quel que soit € > 0, on peut trouver une
fonction mesurable étagée ¢ telle que

[Elf—cp\<f-

Soient f € £Y(FE) et g : E — R une fonction coincidant presque
partout avec f. Montrer que g € £(E) et que [, 9= [, f

Obtenir la propriété de continuité de la mesure a partir du théoréeme
de la convergence monotone.
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Déduire le théoreme de la convergence monotone du lemme de Fatou.
Montrer que 'on peut avoir inégalité stricte dans le lemme de Fatou.

Le lemme de Fatou reste-t-il vrai si on y remplace lim inf par limsup ?

10.

11.

12.

13.

14.

© 0o N

Soit

1 n(x) =
n2fh () =0
Calculer ensuite oo
li n(x) d
Jm fo(z) d

Vérifier que les fonctions

1

fn=— ]I[O,nz]
n

convergent vers 0 uniformément sur I’axe réel. Calculer ensuite

+o0o
o
Soit f € £}(R). Montrer que
lim f=0.
n=+0 Jiz|>n

Soit f € £1(R). Est-il nécessairement vrai que

lim f(z) =07

|| =00

Soit f € £1(R). Déterminer

“+oo

1ir_ir_1 f(x)sin" z dx.

Calculer "

lim (1 + f)n e 2% dz.
0

n—-4oo n
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Montrer que

. bging .
lim dr existe
b——+o00 0 xT

/—"_Oo
0

Suggestion. Pour la premiere partie de la question, intégrer par parties.

puis vérifier que
sinx

dxr = +o00.

X

Soient f, : £ — R des fonctions mesurables positives qui décroissent
vers une fonction f : F — R. Montrer que

i [ = ]

pourvu que f; soit intégrable. Cette derniére condition est-elle indis-
pensable ?

Soient f, : E — R des fonctions intégrables qui croissent vers une
fonction f : £ — R. Montrer que

i [ o= ]S

pourvu qu’il existe K € R tel que
[ =k
E

Soient f, : £ — R des fonctions mesurables positives qui convergent
vers une fonction f : F — R de telle sorte que f,, < f pour tout n € N.

Montrer que
lim / fn = / f.
n—-+o0o E E

Soient f,, : E — R des fonctions intégrables telles que |f,| < g pour
tout n € N ou la fonction g : E — R est intégrable. Montrer qu’alors

/ liminf f, < lim inf/ fn < lim sup/ fn < / lim sup f,.
E n—-+00 n—-+00 E n—+oo JE E n—+4oo

Soient f, : E — R des fonctions mesurables qui convergent vers
une fonction f : £ — R, g, : £ — R des fonctions intégrables qui

pour tout n € N.
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convergent vers une fonction intégrable g : E — R et supposons que
| fn] < gn pour tout n € N. Montrer que dans ce cas

lim /fn:/f pourvu que  lim gn:/g.
n—+oo Jp E n—+oo Jp E

Suggestion : considérer les fonctions g + g, — |f — fnl-

21. Montrer que

+00 too
x 1
dr = —.
/0 er—1 ; k2

22. Montrer que, quel que soit ¢t > 0, la fonction z +— e~
sur [0, 4o00].

Zgt=1 est intégrable

23. Justifier la dérivation sous le signe intégral :

d [T

“+o0o
— et de = / e Tzt ogx du.
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5 ESPACES DE LEBESGUE

Nous allons maintenant obtenir des propriétés supplémentaires des fonc-
tions intégrables considérées dans leur ensemble, en tant qu’espaces vecto-
riels. Nous démontrerons les inégalités de Holder et de Minkowski, intro-
duirons la notion de convergence en moyenne et étudierons un théoreme
d’approximation.

Soient E C R un ensemble mesurable. Les espaces de Lebesgue £7(E)
sont définis de la fagon suivante. Si f : ' — R est une fonction mesurable

et 0 < p < 400, on pose
1/p
1= ([ 17v)
E

LE) ={f [Ifllp < +oo}

ieme

et

désigne la classe des fonctions mesurables de p'“™¢puissance intégrable sur
E. L’espace £°(E) quant a lui désigne la classe des fonctions mesurables
essentiellement bornées sur F, c’est-a-dire qui sont bornées presque partout
sur E. Si f € £°(E), il existe un ensemble F' C E tel que A\(EF°) =0 et

£z = sup | f(z)] < +oc.
el

Ces nombres || f||F majorant f presque partout sur E forment un intervalle
(If]loo, +00[- Cet intervalle est fermé & gauche. En effet, pour tout n € N,
on a

1
|f(x)] < [|flloo + s F, avec A(EFS)=0.
Donc

|f(2)] < || flloo sur ﬂFn avec A(E(ﬂ Fn) ):()_

neN neN

Le nombre || f||s est la borne supérieure essentielle de f sur E.

Exemple. L’espace C([a, b]) des fonctions continues est un sous-espace de
£P([a,b]) pour tout 0 < p < +ocetsi f € C([a,b]), || fllo = sup<a<p |f(2)]-

L’étude des espaces de Lebesgue s’appuie sur la notion de convexité.
Une fonction ¢ : (a,b) — R est une fonction convexe si, quels que soient
x1, 2 € (a,b) et quel que soit « €]0,1[ , on a

Plaxr + (1 — a)ra) < ag(r1) + (1 — a)d(z2).
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Lorsque I'inégalité est renversée, la fonction est dite concave.

Théoréme 23 Soit ¢ : (a,b) — R une fonction dérivable. Elle est convexe
st et seulement si sa dérivée est croissante.

Démonstration.
La condition est nécessaire. Soient x1 < xo. Si 1 < = < 3, on peut
écrire

xro — & Tr — T
Tr = xr1 + T2
T2 — 1 T2 — 1
de telle sorte que
Tr9o — T r — X
(z) < ¢(x1) P(z2)
T2 — X1 T2 — X1

Donc

¢(z) — ¢(z1) _ d(22) — ¢(21) _ d(x2) — ()
xr— X1 - To — X1 - To — I
et, en passant a la limite,

P(z2) — ¢(z1)

T2 — I

¢ (x1) < < ¢/ (x2).

La condition est suffisante. Soient x1 < x < 9. L’inégalité a vérifier,

Tr9 — T r — X

x) < x x
8(2) < 2ol + T (aa),
est équivalente a l'inégalité
To — T r — X

(¢(z) — ¢(x1)) < (¢(z2) — o(x)).

T2 — I T2 — I

Or, en vertu du théoréeme des accroissements finis, il existe t; € |zq, x| et
to €z, x2[ tels que

o(x) — dp(x1) = ¢'(t1)(x — 1) , d(x2) — P(x) = ¢ (t2) (22 — ).

Puisque t; < z < tg, on a ¢/(t1) < ¢'(t2). C.Q.F.D.
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Théoréme 24 (Holder) Si f € £P(E) et g € £9(E) oup, q € [1,+00] sont
conjugués, c’est-a-dire tels que

alors fg € LYE) et
gl < 1 pllglly

avec égalité lorsque 1 < p < 400 si et seulement si le rapport |f|P/|g|? est
constant presque partout sur E.

Démonstration.
Sip =1, 'inégalité

[f(@)g(2)] < [f(@)]llglloo

est valable presque partout sur £ donc la fonction fg est intégrable et

1fglly < [[fl1llglloo-

Si 1 < p < 400, nous pouvons supposer que ||f|, > 0 et que ||g|l; > 0
puisqu’autrement fg = 0 presque partout sur E. Choisissons

() (82 o

dans l'inégalité suivante (qui résulte de la concavité du logarithme) :

s < axy + (1 — a)xg

puis intégrons. Nous obtenons d’abord

[f(@)g@)] _ 1 (1f@)I\ 1 (lg@)]\*
[#llalls = » ( 1/ 1lp > T4 < 9l )

puis

1 1
1f9ll <l

Ifllollglle = »  q

La discussion du cas d’égalité est laissée en exercice (exercice 4, page 50).
C.Q.F.D.

Lorsque A(E) < 400,

p < ¢ implique £4(F) C £P(E)
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puisqu’alors
1£llp < [ FllgA(E)) P,

En particulier, on a
C([a,b]) € £%([a,b]) € £%([a,b]) € £'([a, ).

Sip=2,qg=2lui aussi et si I’on pose

<fg>= / f9,
E
I'inégalité de Holder s’écrit
| < fr9>1<|fll2llgll2

(c’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales).

Théoréme 25 (Minkowski) Soit 1 < p < 4o00. Si f,g € L£P(FE), alors
f+ge LP(E) et
1f+ 9l < 1 fllp + llgllp

avec égalité lorsque 1 < p < +00 si et seulement si le rapport f/g est égal a
une constante positive presque partout sur E.

Démonstration.
Sip = 1, l'inégalité | f(z)+g(z)| < |f(x)|+]|g(z)| entraine, par intégration,

1+ glly < [[fll + gl

Sip = 400, I'inégalité | f(x)+g(x)| < ||flloo+ ||gllco qui est vraie presque
partout sur F entraine l'inégalité

1+ glloo < N1l + ll9llco-

Si, enfin, 1 < p < +00, l'inégalité

() + g(@) P < 2°(|f (@) + [9(x)[")

montre que f + g € £P(FE). De plus, en vertu de I'inégalité de Holder,

[E|f+grp§/E\f+g|p1rf\+[E|f+grp1\g\
1-1/p
< ( / !f+g|”> UF 1o + ligl)
E
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de telle sorte que
1f + gllp < [1f1lp + lgllp-

La discussion du cas d’égalité est laissée en exercice (exercice 10, page 50).
C.Q.F.D.

On dit que les fonctions f, € £P(F) convergent au sens de £P(FE) vers
une fonction f € £P(F) si

i [lf = fllp =0,

(Lorsque 1 < p < 400, on parle souvent de convergence en moyenne d’ordre
p et lorsque p = +00 de convergence presqu’uniforme.)

Théoréme 26 (Riesz-Fischer) Soit 1 < p < 4o00. Une condition nécessaire
et suffisante pour que les fonctions f,, € £P(E) admettent une limite au sens
de £P(E) est que

lim |[fm — full, = 0.

m,n——+00

Démonstration.

La condition est nécessaire. Si en effet les fonctions f,, convergent vers
une fonction f € £P(E) au sens de £P(FE), a chaque € > 0 correspond un
indice n. tel que

Hfm - fn”p < Hfm - f||p + Hf - anp < 2¢

des que m,n > n..

La condition est suffisante.

Considérons d’abord le cas ou p = +o0. Il existe des ensembles F},, ,, C E
tels que

[ fn = falloo = sup |fm(x) — fa(z)] et )\(EFﬁ%n):O.

LL‘EFm,n

Posons

Alors A\(EF°¢) = 0 et, quels que soient m,n € N,

|fm($) - fn(x” < Hfm — anoo si z€F
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de telle sorte que, en vertu du critere de Cauchy,

lim fy(z) existesi z € F.
n—-+0o00

La fonction f: F — R définie par

[ limpgoo fr(z) sizeF
f(x)_{o siz e EF°

est mesurable. De plus, si z € F,
|f(z) = fa(@)] = Hm |[fp(z) = fo(2) < Hm |[f — fulle <€
m—-+00 m—-+00
des que n > n.. Ceci montre que f € £°(FE) et que

lim [[f = falls = 0.

n—-+o0o
Envisageons maintenant le cas ou 1 < p < +o0. Pour chaque k € N, il
existe un indice n; tel que

I
fim = fallp < g5 dés que m,n = ny.

En particulier, les indices n1 < ng < n3 < --- sont tels que

1
ank - fnk+1H£ < @

Considérons la suite partielle { f,,, }ren de la suite { f;, }nen et vérifions qu’elle
converge presque partout sur F ou, ce qui revient au méme, que la série

+oo
fnl + Z(fnkJrl - fnk)

k=1

converge presque partout sur E. Cette série converge méme absolument
presque partout sur E. Soit en effet

1
Ay = {x | ‘fnk+1(‘r) - fnk($)‘p > 27}
Alors
k g 2F
A(Ak) < /A |fnk+1 - fnk‘p 2" < ||fnk - fnk+1|’£ 2" < 37
k
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de telle sorte que

N

ok 2
E>N k>N

Sizx ¢ UkZN Ak7
1
|fnk+1($) - f”k(x” < ok/p

pour tout k > N et

+o0

> fnsen (@) = fuy (2)] < +o00.

k=1

La série est donc absolument convergente sur le complémentaire d’un en-
semble de mesure arbitrairement petite. Elle converge presque partout. Désignons
par F' ’ensemble ou la suite partielle converge et considérons la fonction

f+ E — R définie par

| limggoo frp () sizEF
f@y‘{o si « € EF°,

Elle est mesurable et, en vertu du lemme de Fatou,

/U—m?ﬂmﬁ/mfhm
E j—too Jp

ce qui montre que f € £P(F) et que les fonctions f,, convergent en moyenne
d’ordre p vers f. Finalement, I'inégalité

||f - anp < Hf - fnka"‘ ank - anp

implique que la suite { fy, }nen toute entiére converge en moyenne d’ordre p
vers f. C.Q.F.D.

Remarque. Le raisonnement précédent a de plus montré que toute suite
de fonctions f, € £P(F) qui converge au sens de £P(E) vers une fonction
f € £P(FE) contient une suite partielle qui converge aussi presque partout
vers f.

Dans le théoreme suivant, le support supp(f) d’une fonction f désigne le
plus petit ensemble fermé a lextérieur duquel elle s’annule. C2°(R) désigne
I’espace vectoriel des fonctions R — R indéfiniment dérivables a support
compact (dites souvent fonctions de test).
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Théoréeme 27 Soit 1 < p < +oo. Alors la classe C°(R) des fonctions
R — R indéfiniment dérivables a support compact est dense dans £P(R).

Démonstration.
Il s’agit de montrer qu’a chaque fonction f € £P(R) et a chaque € > 0
correspond une fonction gr . € CZ°(R) telle que

If = grellp <e.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.
Observons d’abord que f € £P(R) si et seulement si f4, f— € £P(R). La
relation

1f = Grre = 97— llp < 1+ = gpeellp + 11/~ = g5 cllp

montre qu'’il suffit de d’établir 1’énoncé pour une fonction de f € £P(R)
positive.

Il existe alors une suite de fonctions mesurables positives étagées ¢, qui
croissent vers f et, en vertu des relations

‘f - Spn|p = (f - (Pn)p < fp
et du théoreme de Lebesgue sur la convergence dominée,
dim[1f = gnll, = 0.

11 suffit donc de démontrer I’énoncé pour une fonction de £P(R) positive
étagée.

Une telle fonction admettant une représentation du type Zszl arlg,
o A(E)) < +oo pour 1 < k < N, il suffit de démontrer I’énoncé pour la
fonction indicatrice d’'un ensemble mesurable de mesure finie.

A un tel ensemble E et a chaque € > 0 correspond un ensemble ouvert
O qui contient F et qui est tel que

AE) < MO) < ME) + ¢

de telle sorte que
[T —To|lp) = AM(OE°) <e.

Il suffit donc de démontrer ’énoncé pour la fonction indicatrice d’un en-
semble ouvert de mesure finie.
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0.3
0. 25
0.2 h (x)
0. 15

0.1
0. 05

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

F1G. 1 — Une fonction de test

Puisqu’un tel ensemble O admet une représentation O = >, I, ou les
intervalles ouverts I sont de mesure finie et puisqu’alors

N +o00
o =D Tnls= > AIx) <e
k=1 k=N+1

des que N est assez grand, il suffit de démontrer 1’énoncé pour la fonction
indicatrice d’un intervalle ouvert de mesure finie |a, b].
Pour ce faire, introduisons la fonction h : R — R définie par

he) = e VO 1y 4y ().

(Figure 1). On vérifie par récurrence sur n que

) = hie) 25

ol p,(x) est un polynéme en z, ce qui montre que h € C°(R) et que
supp(h)= [—1,+1]. Soit

H= / :O h(z) da.

Considérons le produit de convolution

+oo 1 r—y\d +eo 1
5@ = [ B 30 () L = [ hate )5 h0e) e

—00 —0o0
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Dans la premiere expression, la dérivation sous le signe intégral est aisément
justifiée et montre que g5 € C°(R) avec supp(gs)= [a — J,b + 6]. Dans
la deuxiéme expression, le théoreme de la convergence dominée permet de
passer la limite sous le signe intégral et entraine que

lim z)=1 ).
61 096( ) }a,b[( )
Enﬁn, la relation

195(2) — g ()] < 2 Tjg—1,p41)(2)

(qui est valable deés que 0 < 1) implique, toujours par convergence dominée,
que
}if(l) llgs — ]I}a,b[ Hp =0.

C.Q.F.D.

Introduisons sur l'espace £P(FE) une relation d’équivalence en posant
f=g si f=g presque partout sur E

et désignons par LP(E) 'espace des classes d’équivalence [f]. On en fait un
espace vectoriel réel en posant

[F1+ 19l =1f +4], alf] = [af].

Ces définitions sont justifiées car si f = f1 et g = g1, alors f+ 9= f1 + ¢1
puisque

{z | filz) +91(2) # f(2) +g(2)} S{z | flz) # f(2)} Uiz | g1(z) # g(2)}.

L’espace LP(FE) devient un espace vectoriel normé si I’on pose

AT o = 11l

La fonction [f] — ||[f] ||, satisfait en effet les trois conditions que doit
remplir une norme sur un espace vectoriel réel, a savoir

1. |[f]llp = 0 si et seulement si [f] =0,
2. [[elfly = lal [ [F1]l, pour tout a € R,

3 T+ Lol < WL + 1 o] -
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(Le passage aux classes d’équivalence a pour but d’avoir || [f]]|, = 0 si et
seulement si [f] = 0).

Le théoreme de Riesz-Fischer affirme alors que l'espace LP(FE) est com-
plet : le critere de Cauchy y est une condition nécessaire et suffisant pour la
convergence. (Un espace vectoriel normé complet est généralement appelé
espace de Banach.) Si p = 2, nous avons affaire a un espace de Hilbert
car la norme provient d’un produit scalaire

< [.ﬂ?[g] >=<f,9>.

La fonction ([f],[g]) —< [f].[g] > a effectivement toutes les propriétés re-
quises d’'un produit scalaire sur un espace vectoriel réel :

1. <[f],[f] > > 0 avec égalité si et seulement si [f] =0,

2. < [f]> [g] >=< [g]v [f] >,
3. <ai[fil + e [fo] [g] >= a1 <[fi],[g] > +a2 <[fo],[g] > -

Pour 1 < p < 400, le théoreme d’approximation exprime que les espaces
LP([a,b]) constituent la complétion métrique de I'espace C([a,b]) relative-
ment a la distance ||f — g||, : en particulier, les fonctions continues sont
denses dans l’espace des fonctions intégrables. (Une fonction f € £7([a, b))
peut toujours étre considérée comme une fonction dans £°(R) en la prolon-
geant par 0 a I'extérieur de U'intervalle [a, b].)

5.1 Exercices

1. Soit ¢ : (a,b) — R une fonction convexe. Montrer par récurrence sur
n que, quels que soient x1,x9,...,z, € (a,b) et a1, ag,...,ay €]0,1]
telsque a; + g+ -4+ a, =1,0n a

¢ (Z Oékiﬁk> <> ()
k=1 k=1

(Inégalité de Jensen).

2. Obtenir I'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique

de n nombres positifs a1, as, ..., an,
n 1/n 1 n
(Mo) <i3w
k=1 k=1

en y précisant les conditions d’égalité.
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3.

Soit ¢ : (a,b) — R une fonction convexe dérivable. Montrer que son
graphe y = ¢(x) est entierement situé au-dessus de n’importe laquelle
de ses tangentes y = ¢(z9) + ¢’ (z0)(z — x0).

Discuter le cas d’égalité dans I'inégalité de Holder (lorsque 1 < p < +00).

5. Soient 1 < p,q,r < +00 des nombres tels que

10.
11.

111
+-+
poa

et
feL(R),ge LI(R),h e £(R).

Montrer que fgh € £'(R) et que
[fghlle < [[flIpllgllqll7]l:-
Montrer que, si f € £°(]a,b]),

1Flloo = Li . llp-

Soient f € £P([0,4+o00[ ) et g € £9([0,4+00[ ) out 1 < p, g < +00 sont
conjugués. Calculer

li !
m —
T—4oo T

T
/ F(s)g(s) ds.
0

Soit f : [0, A] — R une fonction s’annulant & l'origine et admettant
une dérivée continue. Montrer que, quel que soit p > 1, on a

A
170 < 7

L’égalité est-elle possible 7
Montrer que £2(R) ¢ £(R) et que £1(]0,1]) € £2([0,1]).

Discuter le cas d’égalité dans I'inégalité de Minkowski (lorsque 1 < p < +00).

Soient f,g € £2(E). Montrer que

1
I£1 + llgllz = S (I1f + g5 + 11f = gll2)

(identité du parallélogramme).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Soit 0 < p < 1. Montrer que si f,g € £P(E), alors f + g € £P(E) mais
que l'inégalité

1+ glly < [fllp + gl
n’est plus nécessairement satisfaite.

On considere les fonctions f, : [0,1] — R définies par

2By si 0<z<1/(2n%)
fo(x) =< 2081 —n%2) si 1/(2n%) <z < 1/n®
0 si 1/n*<z<1.

Montrer qu’elles convergent vers 0 en chaque point = € [0, 1]. Déterminer
les valeurs de p pour lesquelles elles convergent au sens de £7(|0, 1]).

On dit d’une suite de fonctions mesurables f, : £ — R qu’elles
convergent en mesure sur F vers une fonction mesurable f : F — R
si, quel que soit § > 0,

Jim Me | |fu@) - f(a)] > 8} =0.

Montrer que la convergence au sens de £P(F) (1 < p < +00) entraine
la convergence en mesure.

Soient 1 < p,q < +oo des exposants conjugués, f, € LP(F) des fonc-
tions qui convergent au sens de £P(E) vers une fonction f € £P(E) et
gn € L9(E) des fonctions qui convergent au sens de £I(F) vers une
fonction g € £9(E). Montrer que

lim /fngn:/fg'

Montrer que les fonctions f,,(z) = sin na forment dans 'espace £2([—7, 7])
une suite bornée (|| f,||2 restent bornées) qui n’admet aucune suite par-
tielle convergente (au sens de £2([—m,7])).

Soient f,, € £P(FE) des fonctions qui convergent simplement (ponctuel-
lement) vers une fonction f € £P(E). Montrer qu’elles convergent au
sens de £P(E) (1 < p < 400) si et seulement si

i fully = 1

Suggestion : utiliser le résultat de ’exercice 20, page 37.
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18.

19.

Soit f € £P(R) (1 < p < 4+00). Montrer que

Jim </+OO F(z +h) — f@)| dx) "y

h—0 —00

Suggestion : considérer d’abord une fonction dans C2°(R).

Soient 1 < p,q < +o0o des exposants conjugués, f € £P(R), g € £1(R)
et
+o0 +oo
ho) = [ s g dt= [ 09— de
—00 —o0
leur produit de convolution. Montrer que h est une fonction continue
et bornée sur R.
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6 DERIVATION

Pour étudier jusqu’a quel point les opérations d’intégration et de dérivation
sont les inverses 'une de 'autre, c’est-a-dire sous quelles hypotheses les re-
lations

& | s de= s
et

b
/ F(t) dt = £(b) — f(a)

sont valables, nous allons introduire la classe des fonctions a variation bornée
puis celle des fonctions absolument continues. Nous verrons notamment com-
ment les formules d’intégration par parties et de changement de variables
s’étendent a 'intégrale de Lebesgue.

6.1 Fonctions a variation bornée

Soit f € £!([a, b]) et considérons son intégrale définie, la fonction F : [a,b] — R
déterminée par

F(z) = / " r) a.

Une premiere propriété de cette fonction est sa continuité. Si h > 0,

b
F(z+h) - F(z) = / Loy (D) (1) dt

alors que si h < 0,

b
F(z+h) — F(z) = - / Ly (D (1) dt

de telle sorte que, en vertu du théoreme de la convergence dominée de Le-
besgue,

}131% (F(x+h)—F(x)) =0.

Une seconde propriété de la fonction F' découle de sa représentation
comme la différence de deux fonctions croissantes,

F=[f+—/:f--

En vertu du théoreme qui suit, la fonction F est a variation bornée.
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Une fonction ¢ : [a,b] — R est une fonction & variation bornée sur
[a,b] si les sommes

s(6,P) = |d(ar) — dlar—1)]
k=1

restent bornées quelle que soit la partition
P ={xo,x1,22,...,Tn}, a=20 < x1 < X2 < -+ < Ty =D,
de l'intervalle [a, b]. Sa variation sur 'intervalle [a, b] est alors

V&I‘(gﬁ, [a7 b]) = sup{s(qﬁ, P) ‘ 7)}

Théoréme 28 (Jordan) Une fonction ¢ : [a,b] — R est a variation bornée
sur [a,b] si et seulement si elle peut s’écrire comme la différence de deux
fonctions croissantes sur [a,b).

Démonstration.
La condition est suffisante. Si ¢ = g—h est la différence de deux fonctions
croissantes, on a

(6, P) < lglan) — glae—1)| + > [h(xx) — hwp—1)]
=1 k=1
= (g(xr) — glwe—1)) + > _(A(zx) — h(zk-1))
=1 k=1
= g(b) — g(a) + h(b) — h(a)

pour toute partition P de [a, b].
La condition est nécessaire. On a en effet, quelque soit ¢ €]a, b], que

var(@, [a,b]) = var(9, [a, c]) + var(6, [e, b])

ce qui montre que la fonction
V(z) = var(¢, [a, z])

est croissante. Il en est de méme pour la fonction



puisque, si 1 < x9,

J(w2) — j(x1) = var(e, [z1, 22]) — (¢(x2) — (x1)) > 0.
C.Q.F.D.

Il y a bien sur plus d’une fagon de représenter une fonction a variation
bornée comme la différence de deux fonctions croissantes. La représentation
précédente est, d'une certaine fagon, optimale (exercices 2 et 3, page 67).

Il suit de ce théoreme que les discontinuités d’une fonction a variation
bornée ¢ forment un ensemble au plus dénombrable. Ce sont les points x o
¢ fait un saut :

p(z—) = him ¢(z—h) # tm ¢(z +h) = d(a+).

L’étude des fonctions a variations bornées s’appuie sur le théoreme suivant.

Théoréme 29 (Vitali) Soit E C R un ensemble de mesure extérieure fi-
nie. Supposons que {1, }aca est une famille (pas nécessairement dénombrable)
d’intervalles d’intérieur non vide ayant la propriété suivante : pour tout
x € E et pour € > 0 arbitrairement petit, on peut trouver o € A tel que
x € I, et AN(I,) < €. Alors a chaque € > 0 correspond un ensemble fini
d’intervalles deuz a deux disjoints {In,, Iny, .-, Loy} tels que

» (Em (ﬁ)) <e

En considérant si nécessaire leur adhérence, on peut supposer que les
intervalles I, sont fermés. Soit O C R un ensemble ouvert de mesure finie
contenant F. En ne considérant si nécessaire que ceux qui le sont, on peut
supposer que tous les intervalles I, sont contenus dans O.

Formons alors une suite d’intervalles disjoints {I,, }+ de la facon suivante.
I, est choisi arbitrairement. Si les intervalles disjoints I,,, In,, - - ., la, ont
déja été choisis, posons

Démonstration.

Ap = sup{A(la) | Ioda, =0 pour 1<k <n}
acA

et choisissons un intervalle I, , tel que

I

Qn41

A
In, =0 pour 1<k<n et )\(Ian+1)>?".
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Si ce processus s’arréte aprés N étapes (faute d’intervalles I, remplissant la
condition), on a nécessairement

N
peY L,
k=1
car si
N C
re EN (Z Iak> ,
k=1

il existe, par hypothese, un intervalle I, contenant x et tel que InI,, = 0
pour 1 < k < N. S’il ne s’arréte jamais, la relation

+o0
> Ala,) £ A0) < 400
k=1

implique que

lim A(Ia,) =
i A, ) =0

et aussi que 'on peut trouver N tel que

> Ala,) < €/5.

k>N

Montrons que dans ce cas,

» (Em (ﬁ)) <e

N C
re EN (ZIO%) .

k=1

Soit en effet

Il existe, par hypothese, un intervalle I, contenant x et tel que Iy I,, =0
pour 1 < k < N. D’autre part, il doit aussi exister des intervalles de la suite
{Ia, }ren tels que I I, # (. Autrement on aurait A(1o) < Ag < 2 A(Ia,,,)
pour tout k € N, ce qui impliquerait \(I,/) = 0. Soit donc I,, le premier
des intervalles de la suite {I, }ren tel que Iy 1y, # 0. Alors n > N et

)\(Ia/) < An—l <2 )\(Ian)
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Ainsi la distance de = au centre x,, de l'intervalle I, est au plus

1 5
)‘(Ia’) + 5)‘(1%1) < 5)\(10471)

et
5 5
z € [zn — SA(a,), n + 5 Ao, )]-
2 2
Donc
N c
A (Em (ZI%> ) <> 5 Aa,) <e
k=1 n>N
C.Q.F.D.

Théoréme 30 (Lebesgue) Une fonction a variation bornée ¢ : [a,b] — R
est dérivable presque partout.

Démonstration.

On peut supposer que ¢ est croissante et, en posant ¢(z) = ¢(a) siz < a
et ¢(x) = ¢(b) si x > b, que l'intervalle [a,b] est symétrique par rapport a
lorigine. Considérons les dérivées de Dini de ¢ en un point = €|a, b] :

D_¢(z) = lir}rbllionf oz — }i)h_ ¢(x)
D™ ¢(z) = limsup oz —h) - o)
110 —h

Dt ¢(z) = limsup i
h10 h

Il s’agit de montrer que l'on a
D_g(z) = D~ 6(x) = Dso(x) = D*(x) < +o0
presque partout sur |a, b[. Il suffit en fait de montrer que
D*6(z) < D_¢(x) < +00

presque partout sur |a,b[. En considérant la fonction croissante ¢ (z) =
—¢(—x) pour laquelle D_+)(—x) = Did(x) et D p(—x) = D~ p(x), cette
relation entrainera en effet d’abord que D~ ¢(x) < D4 ¢(x) puis que

D_¢(z) < D™¢(x) < Dyp(x) < DF¢(x) < D_¢(x) < 00
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presque partout sur Ja,b[. On a
{z| D¥¢(x) > D_g(x)} = (] {z| DT d(x) > 5>t > D_¢(x)}
s,teQ

et il s’agit de voir que, quels que soient s,t € Q,
N({z | DT¢(z) > s >t > D_¢(x)}) = 0.

Posons
E={z| D ¢(x) >s>t>D_¢(x)}.
Soit O C R un ensemble ouvert contenant E et tel que \(O) < \*(E) + e.
SizekF,
e 9@ —h) — ¢(x)
D_¢(x) = hl}lllbnf —

Donc pour chaque x € E et pour h > 0 arbitrairement petit, il existe un
intervalle [z — h,x] C O tel que

¢(x) — ¢p(x — h) < th.

En vertu du théoreme de Vitali, on peut trouver

< t.

{lz1 — h,z1], [z2 — ho,22], ..., [xN — by, 2zN]}

disjoints tels que, si

N
D=>"lap — hp il ,
k=1

on ait
N (ED) > \*(E) — .

De plus,

N N

> (@lar) — oz — hi)) <t hp <EA(O) < HX(E) +e).

k=1 k=1
Siy e ED,

Dt ¢(y) = limsup oy + 1) = 9(y) > s.
h10 h

Donc pour chaque y € ED et pour H > 0 arbitrairement petit, il existe un
intervalle [y,y + H] C D tel que

Py + H) — o(y) > sH.
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En vertu du théoreme de Vitali, on peut trouver

{lyi,y1 + Hil, [y2, y2 + Ha), ..., [ynmr, yamr + Hur) }

disjoints tels que, si

Mz

G= ]yja yj + H; [
7j=1
on ait
N(EG) > N (ED) — e > A*(E) — 2e.

De plus,

M M

D (@(y; + Hy) = d(y;)) > s> Hj > s(A*(E) — 2).

j=1 j=1

Maintenant remarquons que chaque intervalle ]y;, y; + H;[ doit étre contenu
dans 'un des intervalles |z — hy, x;[. En regroupant les termes de la somme

M

> (Bly; + Hy) — ¢(y5))

j=1
suivant les intervalles |xy — hg, zx[ auxquels ils correspondent et en utilisant
le fait que la fonction ¢ est croissante, on obtient

M N
> (by; + Hy) — d(yy)) <D (d(xx) — bl — hi))-
j=1 k=1
Ceci entraine s(A*(E) — 2¢) < t(A\*(E) + €) donc sA*(E) < tA*(E) et enfin
A*(E) = 0. Pour voir que 'on a
¢(x +h) — ¢(x)

li <
}ﬂnol h +0o0

presque partout sur [a, b], nous utilisons le lemme de Fatou :

b+1/n b
Eg_il_gof/ o(x + 11/7n P(x) dr = %g}_{gn (/(H_l/n o(z) dx —/a o(x) d&?)
b+1/n a+1l/n
= %Eliggn (/b o(z) dz —/a o(x) dm)

a+1l/n
_MMM<M®—n/ ¢@pm)gmw—w@.

n—-4o0o
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C.Q.F.D.

Remarque. Si ¢ est croissante sur 'intervalle [a,b], la fonction ¢’ n’est
définie que presque partout sur [a,b]. On la prolonge a I'intervalle [a, b] tout
entier en la posant égale a 0 aux points ou la limite du quotient différentiel
n’existe pas ou est infinie. On obtient ainsi une fonction mesurable positive
encore dénotée ¢’ et telle que

b
/ ¢ < o(b) — dla).

Cette inégalité peut étre stricte, par exemple, pour une fonction constante
entre ses sauts.

Théoréme 31 Soient f : [a,b] — R une fonction intégrable et F : [a,b] — R
la fonction définie par

Flz) = / " r) dt.

Alors, presque partout sur [a,b],

Fl(z) = f(a).

Démonstration.

On peut supposer que f est positive. Le cas général se ramene a celui ou
f est bornée en considérant la suite croissant vers f des fonctions bornées
fn=inf{f,n}. On a en effet

F(z) = Gn(2) + Fa(x)

ou

Gn(a:):/m(f(t)—fn(t)) dt et Fn(:p):/xfn(t) dt.

Comme G, est croissante, elle est dérivable et G/ () > 0 presque partout
sur [a,b] et, par hypothese, F/(x) = f,(z) presque partout sur le méme
intervalle. Par suite

Fl(z) = G}, (2) + Fo(z) > fulz)
donc

F'(z) = f(z)
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presque partout sur Uintervalle [a, ], ce qui entraine

F(b) > /b F'(t) dt > /bf(t) = F(b)
et enfin
Fl(z) = f(=)

presque partout sur lintervalle [a,b]. Supposant donc f positive et bornée,
soit « un point quelconque de l'intervalle |a, b[ et montrons que

/az F'(t) dt = /j f(t) dt.

En vertu du théoreme de la convergence dominée

B t+h
<F(t+h2L Ft) _ % t (s) ds < \f\loo>

et du théoreme fondamental du calcul (F' est continue), on a en effet

o T F(t+h)-F(t TF(t+h)—-F(t
/F’(t)dt:/ lim (t+h) ()dt:lim/ (t+h) ()dt
a o hlO h RO J, h

— lim (:L /:M F(t) dt — ;/am F(t) dt> — F(z) - Fla) = F(x).

h10

Observons finalement que si g € £1([a, b]) est telle que

o=

pour tout = €la,b[, alors g = 0 presque partout sur [a,b] (on prendra ici
g=F'— f). En effet, flg = 0 pour tout intervalle ouvert I donc fog =0
pour tout ensemble ouvert O. Soit

E={z]|g(z)>0}.

Si 'on avait A(F) > 0, on pourrait trouver un ensemble ouvert O tel que
la,b[ E¢ C O C ]a,b]

et

AMO)<b—a
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donc
A( ]a,b] O°) > 0.

Comme ce dernier ensemble est entierement contenu dans F, on obtiendrait

une contradiction :
- / g= / g > 0.
@] la,b[ O¢

6.2 Fonctions absolument continues

C.Q.F.D.

Une troisieme propriété de 'intégrale définie F' découle de la propriété
suivante des fonctions intégrables.
Soit f € £!([a,b]). Alors & chaque € > 0 correspond & > 0 tel que

AE) < 6 implique /E]f| < e. (3)

Cela est évident si |f| est bornée. Pour y ramener le cas général, intro-
duisons la suite croissant vers |f| des fonctions bornées f,, = inf{|f|,n}. En
vertu du théoreme de la convergence monotone, on peut trouver n tel que

b
/ (U]~ 1) < e/2.

Si

€
AE —
(B) < .-

on aura

/Elfl=/E(|f!—fn)+/EfnS/:(Ifl—fn)Jrn)\(E)<6-

La relation (3) implique que F' est absolument continue.

Une fonction ¢ : [a,b] — R est une fonction absolument continue
sur [a, b] si & chaque € > 0 correspond ¢ > 0 tel que pour toute suite finie de
sous-intervalles ouverts deux a deux disjoints

{ ]Sl’tl[a ]525t2[7 ey ]Snatn[ }
de [a, b] on ait
> (te —sk) <6 implique > [¢(tx) — d(si)| <.
k=1 k=1

62



Une fonction absolument continue sur un intervalle [a, b] est uniformément
continue sur cet intervalle. Elle y est aussi a variation bornée. Soit en effet
A > 0le nombre associé 4 € = 1. Donnée une partition P = {zg, x1,x2,...,Zn}
de l'intervalle [a, b], considérons la partition P’ = {z(, z}, x5, ..., z},} obte-
nue de P en lui adjoignant les points

b—a b—a

b—a
_ <k<N ) <N
a—i—k:N , 0<k < , ou A S < A

+ 1.

Alors, regroupant les termes de la seconde somme en N paquets,

n m -
Z [p(zr) — P(—1)] < Z |p(z},) — d(x)_1)| < N < Aa +1.
k=1 k=1

Théoréme 32 Une fonction ¢ : [a,b] — R est absolument continue sur
[a,b] si et seulement si elle admet presque partout une dérivée ¢’ intégrable
et telle que

| ¢ =6 -
pour tout x € [a,b).

Démonstration.

La condition est suffisante. Nous avons déja démontré que l'intégrale
définie d’une fonction intégrable est absolument continue.

La condition est nécessaire. On sait déja que ¢, étant a variation bornée,
admet presque partout une dérivée intégrable ¢’. On sait aussi que la fonc-
tion

o) = | "9t dt + ola)

est absolument continue et que ¢} (z) = ¢'(z) presque partout sur l'inter-
valle [a,b]. Observons pour terminer que si une fonction g : [a,b] — R est
absolument continue sur [a, b], telle que g(a) = 0 et que ¢’ = 0 presque par-
tout, alors g = 0 partout sur U'intervalle [a,b] (on prendra ici g = ¢ — ¢1).
Soit en effet x €]a, b| et considérons ’ensemble

E={te€laz[]g(t)=0}
Sitek,

1o 9+ ) — (1)

=0.
h|0 h
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Donc pour chaque t € E et pour tout h > 0 assez petit, il existe un intervalle
[t,t + h] Cla, x| tel que

€h
t+h)—gt) < ——.
ot +h) ~o(t) < 57—
Soit § > 0 le nombre associé a €/2 dans la définition de continuité absolue de
g sur [a,b]. En vertu du théoreme de Vitali, on peut trouver des intervalles
deux a deux disjoints

{[tl,t1 + hl], [tg,tz + ]’LQ], RN [tN,tN + ]’LN]}
tels que
N C
(2 (Detem) ) <o
k=1
donc que
N C
A < Ja, z| (Z[tk,tk +hk]> ) <.
k=1
Alors

lg(z)| = |g(z) — g(tn + hn) + g(t1)

N—-1 N
+ > (g(trgr) = gltr + hi)) + D (g(te + i) — g(tr))]
=1 k=1
< lg(x) — g(tn + hn)| + |g(t1)]
N-1 N
+ > lg(tern) = g(te + bl + D lg(te + he) — g(tx)]
k=1 k=1
N
<S4
2
k;:

Le point z €]a, b[ et le nombre € > 0 étant arbitraires, le résultat est établi.
C.Q.F.D.

Théoréme 33 Soient ¢, : [a,b] — R des fonctions absolument continues
sur [a,b]. Alors la fonction ¢ est absolument continue sur |a,b] et

b b
/¢wz¢@ww—a@w@—/¢w.

64



Démonstration.
La premiere assertion découle de I'inégalité

Z |9(te)(tk) — d(sk)¥(sk)]

=> ¢ s (t) + B(sk) (VY (t) — ¥(si)))|

k=1
n

<D loltk) - (8k)|\|¢||m+|!¢!!m2|¢ (te) — ¥ (sk)]-

k=1

Comme
(o) = @' + ¢y’

presque partout et comme

b
[ vy =6t - st@ita),

la formule d’intégration par parties est démontrée. C.Q.F.D.

Théoréme 34 Soit ¢ : [c,d] — [a,b] une fonction absolument continue
et strictement croissante, appliquant [c,d] sur [a,b]. Pour toute fonction
f € £4([a, b)), la fonction y — f(¢(y))¢'(y) est intégrable sur [c,d] et l'on a

b d
[ t@ ar= [ row)ow d
Démonstration.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.
Si f = Iy, est la fonction indicatrice d'un intervalle, fog = Iig-1(y), ¢-1(v))
et la formule est vraie puisqu’elle s’écrit

Sif= ]IO =>,1 (u, Uk) est la fonction indicatrice d’un ensemble ouvert,

fogp= ]Lz) Zk ), ¢~ 1(vy,)) €t

1(vk

O Vp — U ) dy = '(y) d
(0) = zk: k= Uk) Z/lm y= /¢1(0)¢(y) y
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en vertu de ’additivité de I'intégrale.
Pour étudier le cas ou f = g est la fonction indicatrice d’un ensemble
mesurable quelconque, introduisons I’ensemble

H={z]¢(z)> 0}

Si N C [a,b] est un ensemble de mesure nulle, on peut trouver une suite
décroissante d’ensembles ouverts O O N tels que limg 400 A(Of) = 0.
Alors

0= lim A(Op) = li '(y) d
Jim AOg) = lim ¢71(Ok)</>(y) y

— lim & (y) dy = / ¢'(y) dy
k—+oo Jo=1(0p)H Ny ¢~ 1O H

ce qui montre que l'ensemble (), ¢~ 1(Or)H est de mesure nulle, donc que
'ensemble ¢~!(N)H l’est aussi. Si donc f = I, on peut trouver une suite
décroissante d’ensembles ouverts Oy tels que

ﬂOkZE-i-N
k

ou N est un ensemble de mesure nulle. La relation

(¢ (On)H = ¢ (E)H + ¢ (N)H
k

montre alors que I'ensemble ¢~!(E)H est mesurable et I’on peut écrire
AME)= A Or | = lim AO
(E) <Q k) Jm A(Ok)

= i '(y) dy = '(y) dy = "(y) d
kir"l'loo ¢>*1(Ok)¢(y) Y /ﬂk¢>1(0k)¢(y) Y /ﬂk¢>1(0k)H¢(y) /
d
_ / & (y) dy = / Ie(6(1))¢' () dy.
¢~ 1(E)H c

Le théoreme est donc vrai, par linéarité, pour une fonction f mesurable
positive étagée, puis pour une fonction f mesurable positive quelconque par
convergence monotone et finalement pour une fonction f intégrable arbi-
traire encore une fois par linéarité.

C.Q.F.D.
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6.3 Exercices

1. Vérifier qu'une fonction ¢ : [a,b] — R est a variation bornée si et
seulement si son graphe est rectifiable, c’est-a-dire si et seulement si
les sommes

o(6.P) = \V(0(zr) — plar_1))® + (w5 — 25—1)?
k=1

restent bornées quelle que soit la partition P = {zg, z1, z2,..., 2y} de
I'intervalle [a, b].

2. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction a variation bornée. Si P = {zg, 1, ..., 2}
est une partition de U'intervalle [a, b], soient

et posons

pos(¢, [a,b]) = s%p{p(qﬁ’ P}
neg(¢, [a, b]) = S%p{n(qb, P)}.

Montrer que

pos(¢, [a, b]) — neg(¢, [a, b]) = ¢(b) — ¢(a),

et que

pos(¢, [a, b]) + neg(¢, [a, b]) = var(¢, [a, b]).

3. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction & variation bornée. Supposons que
¢ = g — h en soit une représentation comme la différence de deux
fonctions croissantes sur [a, b] et posons

P(x) = pos(¢, [a,z]) , N(z) =neg(¢, [a,z]).
Vérifier que P et N sont croissantes sur [a, b] et que

var(P, [a,b]) < var(g,[a,b]) , var(N,[a,b]) < var(h,[a,b]).
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10.

Vérifier que la fonction

TS W 0,
f(fc)z{ 7
0 si x=0.

est intégrable sur [—1, 1] et déterminer la variation de son intégrale
définie N
F(x) :/ f(t) dat
—1
sur cet intervalle.

Montrer que la fonction continue ¢(z) qui coincide avec z sinl/x
lorsque = # 0 n’est a variation bornée sur aucun intervalle contenant

0.

Représenter sur U'intervalle [0, 27] la fonction sin x comme la différence
de deux fonctions croissantes.

Soit Q = {q1,92,¢3,...} une énumération des nombres rationnels.
Montrer que la fonction

o)=Y o
gn<x

est strictement croissante sur R et discontinue sur Q.

Soit ¢ : [a,b] — R une fonction & variation bornée. Montrer que |¢| est
aussi & variation bornée sur [a, b] et que

var(|¢|, [a, b]) < var(¢, [a,b]).

En déduire I'inégalité
1 b
o | 10l < 16(@) + vax(ol. a8,

Soit ¢ : [a,b] — R la limite d’une suite de fonctions ¢, : [a,b] — R a
variation bornée. Montrer que

var(¢, [a,b]) < lim inf var(¢,, [a, b]).

n—-+4oo

Calculer les nombres de Dini DT ¢(0), D4 $(0), D~ ¢(0) et D_¢(0) pour
la fonction

¢ = (Ige 100,00 T 2 Ige 10,400) = (IQ ]—00,0] + 2 Iy 10,400])-
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Montrer qu’'une fonction est absolument continue sur tout intervalle
dans lequel elle admet une dérivée bornée.

Montrer que la fonction continue ¢(z) qui coincide avec z2sinl/x
lorsque = # 0 est absolument continue.

Soit ¢ : [a, b] — R une fonction croissante. Montrer qu’elle peut s’écrire
sous la forme ¢ = ¢4 + @5 OU Pgc est croissante absolument continue
et ¢s est croissante singuliére, c’est-a-dire telle que ¢, = 0 presque
partout sur [a, b].

Montrer qu'une fonction convexe ¢ : R — R est absolument continue
sur tout intervalle compact [a, b].

Soit ¢ : [a,b] — R une fonction absolument continue. Montrer que

b
var(, [a, b]) = / 16/ ()] de.

Suggestion : considérer d’abord le cas oll ¢’ est continue.

Soient ¢ : [a,b] — R une fonction absolument continue et

ty = sup{o (¢, P) | P}

la longueur de son graphe. Montrer que

Ly :/(Ib\/1+¢’(x)2 dx.

Suggestion : considérer d’abord le cas ol ¢’ est continue.

A partir de la formule d’intégration par parties, montrer que si la fonc-
tion F': [a,b] — R est absolument continue, positive et décroissante et
si la fonction g : [a,b] — R est intégrable, il existe ¢ € [a, b] tel que

/a bF(x)g(x) dz = F(a) / " (@) da.

(« Deuxiéme théoreme de la moyenne ». Quel est le premier ?)
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7 INTEGRATION ABSTRAITE

La méthode de Lebesgue s’étend aux espaces euclidiens. On peut en
exposer la théorie suivant essentiellement les mémes étapes que celles em-
ployées sur la droite mais nous allons utiliser une autre approche, basée sur
I’abstraction des idées présentées jusqu’a maintenant et qui nous conduira
plus directement au théoreme de Tonelli-Fubini sur le changement de ’ordre
d’intégration dans les intégrales itérées. Cette approche présente un avan-
tage pédagogique évident et a d’autres applications, notamment en calcul
des probabilités. (Les démonstrations des résultats qui suivent et qui sont
absentes ont été omises parce qu’identiques a celles des résultats correspon-
dants déja étudiés).

Soit X un ensemble. Une tribu sur X est une famille ¥ C PB(X) de
parties de X telle que

- (T1) X €T

— (T2) E € ¥ implique E° € T;

~ (T3) Ej, € T pour tout k£ € N implique ;o Ex € T.

Si ¥ est une tribu sur X, on dit que le couple (X, %) forme un espace
mesurable. Les ensembles de ¥ sont les ensembles mesurables de X. Par
complémentarité, I'intersection d’une suite finie ou infinie d’ensembles me-
surables est mesurable. La famille réduite & {0), X'} est la plus petite tribu sur
X et la famille PB(X) de toutes les parties de X est la plus grande. L’inter-
section d’une famille de tribus étant encore une tribu, il existe, donnée une
famille quelconque § de parties de X, une plus petite tribu T(§) contenant
§. C’est la tribu engendrée par §.

Exemple. Si X est un espace métrique, la tribu T(9O) engendrée par la
famille O des ensembles ouverts de X est la tribu de Borel sur X. Lorsque
X =R, la tribu borélienne B = T(9O) est aussi engendrée par les intervalles
ouverts ]a, b[ de R (ou méme par les seuls intervalles de type ]a, +oo[). On
a donc B C £ (ou £ est la tribu de Lebesgue).

Soient (X, T) un espace mesurable et £ C X. Une fonction f : E — R
est mesurable si, quel que soit a € R, ’ensemble

{z]f(z)>a}

est mesurable.
Lorsque X est un espace métrique et que T contient la tribu de Borel,
toute fonction continue f est mesurable; de plus, si f est mesurable et si
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h : (a,b) — R est une fonction continue telle que h o f est définie, h o f
est mesurable. En général, la somme et le produit de deux fonctions me-
surables sont mesurables. De méme, ’enveloppe supérieure et ’enveloppe
inférieure d’une suite finie ou infinie de fonctions mesurables sont mesu-
rables sur leur domaine de définition respectif. Par suite, ainsi en est-il de
leur limite supérieure, de leur limite inférieure et de leur limite.

Toute fonction mesurable positive f : E — R est la limite d’une suite
croissante de fonctions mesurables positives étagées ¢y,

n2"

k—1
Pn = Z QT]IEn,k + nlp,
k=1
on k-1 k
Eny={z | on Sf($)<27
et

Une mesure sur X est une fonction p: ¥ — [0, +00] telle que

- (M) u(0) = 0;

— (Mz) pour toute suite finie ou infinie d’ensembles mesurables deux a
deux disjoints Fj,

Si p est une mesure sur X, le triplet (X, ¥, p) forme un espace mesuré.
Si E et F' sont mesurables et £ C F,

W(E) < u(F).

Pour toute suite d’ensembles mesurables F,,,

() <

Pour toute suite croissante d’ensembles mesurables F,,,
e i) = (U )
n
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Pour toute suite décroissante d’ensembles mesurables de mesure finie F,,

i i(Bn) = s ((] E) -

Une propriété vraie partout sauf aux points d’'un ensemble de p—mesure
nulle est dite vraie y—presque partout.

L’intégrale sur un ensemble mesurable £ d’une fonction mesurable f
relativement & une mesure u est définie en trois étapes.
. N . P , .
Si f = ¢ = > ,_;arlp, est une fonction mesurable positive étagée
représentée sous sa forme canonique,

N
/Ew dp =" ay p(EEy).

k=1

Si f est mesurable positive,

/fdu=sup{/sodu!0§90§f sur E}
E E

Enfin, une fonction mesurable f est dite intégrable par rapport a u sur
Esi [ |f| dp < 400 auquel cas

éf@zéﬁ@—éf@a

£L(E) désignera 'espace des fonctions intégrables par rapport a p sur E.
Si la suite des fonctions mesurables positives f, croit vers la fonction f,

alors
lim /fn du:/ fdu.
n—-+4oo E E

On en déduit que SL (E) est un espace vectoriel réel sur lequel

fro [ 1
E
est une forme linéaire positive. De plus, si f est positive, 1’égalité dans
I'inégalité
/ fdu=>0
E

n’est possible que si f = 0 u—presque partout sur F.
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Si la suite des fonctions mesurables positives f, décroit vers la fonction
f et si fi est intégrable, alors

lim /fndu:/fd,u.
n—+oo Jp E

En général, si les fonctions mesurables f, sont positives, on a toujours que

/ liminf f,, dp < lim inf/ fn du
En—>+oo n—-+4o0o E

(en prolongeant naturellement les définitions précédentes aux fonctions a
valeurs dans [0, +00]) et, en conséquence, le théoréme de la convergence
dominée est toujours valable : si les fonctions u—intégrables f,, convergent
vers une fonction f en restant toutes majorées en valeur absolue par une
méme fonction p—intégrable g, alors

lim /fndu:/fd,u.
n—-+o0o E E

Les espaces £1,(F) regroupent les fonctions mesurables de p puissance
p—intégrable sur E lorsque 1 < p < 400 et £7°(E) est l'espace des fonc-
tions bornées p—presque partout sur E. || f||o désigne la borne supérieure
p—essentielle de f € £°(F) et, si f € £(E),

1/p
1l = (/Erf\p du) .

Avec ces notations, I'inégalité de Holder

ieme

1fglle < I fllpllgllq

ou p et g sont des exposants conjugués (1 < p,q < +00) reste valable et
entraine les inclusions

S (E) € £i(B) € £,(F)
lorsque pu(F) < 400 et I'inégalité de Minkowski

1+ glly < 11fllp + gl

olt 1 < p < +o0 implique que les espaces £,(F) sont des espaces vectoriels
réels.
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A priori, il n’y a aucune raison pour qu’un sous-ensemble d’un ensemble
de p—mesure nulle soit mesurable. La tribu ¥ est dite u—compléte si toute
partie d'un ensemble de yu—mesure nulle est mesurable. 11 est toujours pos-
sible de compléter une tribu qui ne ’est pas.

Théoreme 35 La famille T, des parties E de X ayant la propriété qu’il
existe A, B € ¥ tels que A C E C B et u(BA€) =0 est une tribu contenant
T. Si p est prolongée a T, en posant u(E) = p(A), T, est u—compléte.

Démonstration.
Si B €%, alors E € T, en prenant A = I/ = B. En particulier, X € T,,.
Si E €%, alors B¢ C E¢ C A® avec u(A°(B°)¢) =0 donc E€ € T,
Si By € Ty, Ap C By, C By, avec u(BRAf) = 0, alors

UAk c UEk C UBk
k k k

avec

c

p| Bk |4 < (U BkAg> <> u(BrAf) =0
k J k k

donc |J,, B € T,
La définition p(E)
E C By avec u(B1Af) =0,

H(AL) < p(B) = p(A) < p(B1) = u(Ay).

(A)(= u(B)) est justifiée car si 'on a aussi A1 C

~—

Ainsi prolongée, y reste une mesure. Si les ensembles £, € T, sont deux a
deux disjoints et A, C E, C By, les ensembles Ag sont aussi deux a deux
disjoints et

’ (z E) - (z Ak> =S A = Y B
k k k k
Enfin, ¥, est u—complete. Si N € T, est de p—mesure nulle et £ C N,

soient A, B € ¥ tels que AC N C Bet u(A) =p(B)=0;alors ) C EC B
avec u(B) =0 donc F € F,. C.Q.F.D.

Lorsque la tribu ¥ est p—complete, une fonction qui coincide p—presque
partout avec une fonction mesurable est elle-méme mesurable. En conséquence,
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le critere de Cauchy pour la convergence au sens de £5,(F) (1 < p < +00)
reste valable dans les espaces mesuré complets.

Le théoreme suivant sera utile pour I’étude des intégrales doubles. Son
énoncé fait appel aux notions de clan et de classe monotone. Un clan sur
X est une famille € C PB(X) de parties de X telle que

- (C1) X € ¢;

— (Cy) E € ¢ implique E€ € €;

~ (C3) Ej, € € pour tout 1 < k < n implique J,<4<,, Ex € €.

En particulier, une tribu forme un clan. Par complémentarité, un clan est
aussi fermé sous l'intersection finie.

Une classe monotone sur X est une famille 9t C PB(X) de parties de
X telle que

— (CM;) Pour toute suite croissante d’ensembles Ej, € M, |, Ex € M;

— (CMy) Pour toute suite décroissante d’ensembles Ej, € 9, (), B, € M.
En particulier, une tribu forme une classe monotone. L’intersection de classes
monotones étant encore une classe monotone, la notion de classe monotone
engendrée M(F) par une famille quelconque § de parties de X a un sens.

Théoréme 36 La classe monotone M(C) engendrée par un clan € est aussi
la tribu (&) engendrée par ce clan.

Démonstration.

Toute tribu étant une classe monotone, IM(€) C T(<).

Pour démontrer I'inclusion réciproque, observons d’abord que si 91 est
une classe monotone quelconque sur X et A C X, la famille

My ={BCX|AB°, A°B et AUB c M}

est une classe monotone sur X. Par exemple, si les ensembles By € 94
croissent, les ensembles ABj € 9t décroissent (vers A(lJ, Br)¢ € M), les
ensembles A°Bj, € 9 croissent (vers A°|J, Br € M) et les ensembles
AU By, € M croissent (vers A U, By € M) ce qui implique que J,, By, € Ma.

Prenons M = M(C). Alors si A € €, € C M4 donc M(C) C My. Si
ensuite B € M(€), B € M4 quel que soit A € € donc A € Mp quel que soit
A e €. Alors € C My donc M(C) C Mp.

On en déduit que M(C) est une tribu. En effet, X € € C M(C). Si
E € M(C), alors E € Mx donc B¢ € M(€). Si E,F € M(€), E € Mp
et EUF € M(C). Enfin, si £ € M(C) pour tout k& € N, les ensembles
Ur<k<nEr € M(C) croissent vers UpenEj € M(C).
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Finalement, la définition de tribu engendrée implique T(€) C IM(C).
C.Q.F.D.

7.0.1 Le mode¢le probabiliste

Le modele probabiliste de base utilise les concepts présentés dans cette
section, avec une notation et une terminologie différentes.

Une variable aléatoire X est une grandeur associée a une expérience
dont le résultat est imprévisible. Elle prend ses valeurs avec certaines pro-
babilités. Sa fonction de répartition Fx : R — [0, 1], supposée donnée,
spécifie la distribution de ces valeurs, Fx(z) donnant la probabilité que X
n’excede pas x. F' est donc une fonction qui croit de 0 a 1 lorsque « croit de
—00 & 400 et qui est continue a droite : Fx(z) = Fx(xz+) en chaque point
x € R. On peut montrer qu’il existe une mesure borélienne px : Bx — [0, 1]
(ot Bx D B) telle que

px (] — o0, 2]) = Fx(x).

Une fagon d’obtenir px consiste a reprendre la construction du chapitre 1
en remplagant les longueurs (b — a) des intervalles ouverts par les nombres
(Fx(b—) — Fx(a)) dans I’équation (1) (exercice 9, page 79). La mesure d’un
intervalle ]a, b] est maintenant (Fx(b) — Fx(a)) et celle d'un point x est
Fx(z) — Fx(z—). La mesure pux n’est bien sur pas invariante sous trans-
lation. La probabilité que X prenne une valeur dans l'ensemble F € Bx
est

(Cette notation est utilisée de préférence & [  duxpour désigner une intégrale
de Lebesgue-Stieltjes). Si Q) désigne ’ensemble des résultats possibles de
Iexpérience aléatoire a laquelle X est associée (X : Q — R), la tribu des
événements pour X est la tribu Tx = X }(Bx) sur Q et 'équation

Px (X~Y(E)) = px(E)

définit une mesure de probabilité sur Q (c’est-a-dire une mesure telle que
Px(2) =1).

La variable X est dite continue si sa fonction de répartition Fx est abso-
lument continue; la dérivée fx = F% s’appelle alors fonction de densité
de probabilité de X et 'on a

ix (E) = /E fx(x) dr. (4)
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En effet, on a alors

b
ix((a b)) = Fx(b) - Fy(a) = / fx(x) de

pour tout intervalle (a,b) et I"équation (4) est valable pour tout ensemble
ouvert d’abord, pour tout ensemble mesurable ensuite. A lautre extréme,
X est dite discrete si Fix est constante sauf pour des sauts pp = Fx (k) —
Fx(k—) > 0 aux entiers; on a alors

nx(B) =Y pi.

keE

On dit que X admet une espérance mathématique si X € S}DX(Q)
et que X admet une variance si X € £3 _(Q). Puisque Px(2) = 1, toute
variable admettant une variance admet aussi une espérance mathématique.
L’espérance mathématique E(X) de X est le nombre défini par

E(X) = / X dPx
Q
et la variance V(X)) est donnée par la relation
V(X) = / (X —E(X))* dPx = / X?* dPx — E(X)%
Q Q

L’inégalité de Tchebychev pour une variable aléatoire admettant une va-
riance,

Pxf{w [ |X(w) —E(X)| 2 0} <

est facilement vérifiée. Considérant ’ensemble
Qo ={w | [X(w) —E(X)| > o},
on a
Pyl |1X(@) ~ECO)| 2 0} = [ dpx
Qo

< [ X EOOR

= o2

S /Q (X(@) ~BX)?

o2

<

(X)
2

g
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Lorsque X est continue et admet une espérance, celle-ci peut étre calculée

au moyen de la formule

+o00
E(X) :/ xfx(z) dx.

—00

En effet, en vertu du théoréeme de la convergence dominée, on peut écrire

:/XdPX
Q

. k-1 k-1 k
= lim (> Px qw| == < X(w) < 57 o +nPx{w|n < X(w)}

que

+Z_k+1PX {w|;f§X(w)< _];:1}—nPX{w]X(w)<—n}>

n2™
. Z kE—1 k—1 k
a ”11’2100( Pl e <( 2" 72”)) +rpx((n, +ool)
2 k41 —k —k+1Y\) (] = oo.m)
k:1 on nx on on npx oo,

k/2n

+oo
:nEIJIrloo(Z on I/Qn d$+n/n Jx(x) du

n2" (—k+1)/2" —n
> ety do—n [ pe(o) de)

- /+°O o fx (x) da.

—0o0

Le cas échéant, on montre de la méme facon que

V(X) = /+OO 22 fx(z) dz — E(X)2

—00

Si X est discrete, les formules correspondantes sont
+oco
= kp
—00
et

+oo
=> Kp —E(X)?
—0o0
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7.1

1.

Exercices

Soit § = {A1, Aa, ..., Ap} ou Ay, Ay, ..., A, forment une partition de
X (X =377, A). Déterminer X(5F).

Soit § = {A1,A9,..., Ay} ou Ay, Ay, ... A, sont des parties quel-

conques de X. Déterminer T(§). Quelle est la cardinalité maximale de

T(F) 7

3. Soit § = {A, B}. Déterminer M(F) et T(F).

4. Soient E C R et f: E — R une fonction mesurable (relativement &

la tribu de Lebesgue). Montrer qu’il existe une fonction g : E — R
borélienne (mesurable relativement & la tribu de Borel) qui coincide
presque partout (relativement a la mesure de Lebesgue) avec f.

Suggestion : utiliser ’exercice 10 page 15.

Soient (X, ¥) un espace mesurable et £ C X. Montrer quesi f : E — R
est mesurable, ¢ € R et p > 0, les fonctions cf et |f|P sont mesurables.

Soient {z1,x2, x3, ...} une suite de nombres réels et {p1, p2, ps, ...} une
suite de nombres positifs. On considere la fonction p : P(R) — [0, +00]
définie par

WE) = b

rLER
Vérifier que i est une mesure sur R. Déterminer 1’espace S}L(R). Ex-
pliciter I'inégalité de Holder.

Répondre aux mémes questions si p: £ — [0, +00] est définie par

W(E) = /E l9(@)] de

avec g € £1(R). La tribu de Lebesgue est-elle compléte relativement &
cette mesure 7

Soit (X, T, 1) un espace mesuré. Supposons que & soit une autre tribu
sur X et que v : & — [0, +00] soit une mesure sur X telles que T C &,
que la restriction de v a ¥ coincide avec u et que G soit v—complete.
Montrer que T, C & et que la restriction de v a T, coincide avec p.
La fonction F' : R — [0, 1] croissant de 0 & 1 lorsque z croit de —oo &
400 et étant supposée continue a droite, on pose, pour £ C R,

pp(E) = inf {Z(F(bk_) —Fla) | EC| ]ak,bk[} :

k k
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la borne inférieure étant calculée sur la famille des suites finies ou
infinies d’intervalles ouverts { |ax, bx[ }x recouvrant E. Montrer que
~ wip([a,b)) = F(b) = Fla—);

~ ii(Ja,b)) = F(b) — Fla);

— i3(Ja,bD) = F(b-) — F(a);

— pour tout A C R et pour tout a € R, on a

pr(Ala, +oo]) + pp(Ala, +ool) < pp(A).
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8 INTEGRALES ITEREES

Pour bien étudier les conditions sous lesquelles 1’équation

/_:O e /_:O f(@y) dy = /_:o dy /_:o f(z,y) dx,

est valable il est nécessaire d’introduire la notion d’intégrale double,

/:O /;OO fz,y) dady,

qui est une intégrale relativement a une mesure dans le plan. Et pour étendre
la théorie de Lebesgue au plan, nous allons d’abord définir une mesure sur
la tribu produit engendrée par les rectangles mesurables de la forme A x B
puis nous compléterons cette tribu relativement a la mesure construite, ob-
tenant ainsi la tribu de Lebesgue £5 et la mesure de Lebesgue A\ sur R2.
La propriété cruciale sera ici celle de la o-finitude de la mesure de Lebesgue
A : Iespace R peut s’écrire comme une réunion dénombrable d’ensembles de
mesure finie. Nous verrons ensuite comment le calcul d’une intégrale double
se ramene au calcul itéré de deux intégrales simples.

La tribu produit £ ® £ sur R? est la tribu engendrée par la famille R
des rectangles mesurables, c’est-a-dire des ensembles R de la forme

R=AxB avec A,Be L.

Cette tribu est aussi la tribu engendrée par la famille & des ensembles
élémentaires S, réunions finies de rectangles mesurables disjoints,

S = ZRk avec Ry € R,
k=1

puisque R C €& C T(R). Observons que € est un clan. En effet, on a
évidemment R? € R, RR' € R et R° € €. Les relations

DRk Rj=3 ) RiR;
k=1  j=1

k=1 j=1

() -

k=1

81



montrent que & est fermée sous les intersections finies et le passage au
complémentaire. La tribu £ ® £ est donc également la classe monotone en-
gendrée par € :

£ L=FR) =%(¢)=m,m(¢).

Théoréme 37 La tribu £® £ C P(R?) posséde les propriétés suivantes :
1. Tout ensemble ouvert O appartient ¢ £ & L.

2. Les sections
E,={y|(z,y) € E} et EY={z|(z,y) € E}

d’un ensemble £ € £® £ sont dans £.
3. Tout translaté E + (zo,yo) d’un ensemble E € £® £ est dans £® L.

Démonstration.

Si (z,y) € O, il existe deux intervalles ouverts d’extrémités ration-
nelles I, et I tels que (z,y) € I, x I, C O. Ces rectangles I, x I, étant
dénombrables,

O = U I, x I,
(z,y)€0

appartient a £ ® £.
Soit A la famille des ensembles mesurables F € £ ® £ tels que E, ap-
partienne a £ ® £ pour tout x € R. Observons les identités

B sizeA
(AXB)I_{Q si x ¢ A,

(E)z = (E2)°

k

k

et

Elles impliquent que 2 est une tribu contenant la famille R des rectangles
mesurables donc que U = £ ® £.

Pour (zg, yo) arbitrairement fixé, considérons la famille 2(; des ensembles
E € £® £ tels que le translaté E + (zo,y0) € £® £. En vertu des relations

A x B+ (z0,%0) = (A + x0) X (B + o),
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(E + (z0,%0))° = E° + (20, y0)
et

(U Ek> + (20,90) = | (Bx + (20, 90)),
K

k
2y est une tribu contenant SR donc 2, = £® £. C.Q.F.D.

Il suit de ce théoreme que £ ® £ contient la tribu borélienne By du plan
et que, si F € £® £, toute fonction continue f : £ — R est mesurable.

De plus, si f : E — R est mesurable, les fonctions partielles y — f.(y)
et x — fY(x) définies par

fa(y) = [, y) = ()

sont mesurables. On a en effet que

Wl faly) > o} ={(z,y) | flz,y) > a}s

et que

{z | fY(z) > a} ={(z,9) | f(z,y) > a}”.

Théoréeme 38 Il existe une et une seule mesure Ag : £ £ — [0, +00] telle
que

Ao(A x B) = N(A)N(B)

pour tout rectangle mesurable A x B. Cette mesure produit Ay est inva-
riante sous translation.

Démonstration.
Unicité. Supposons que p, v : £® £ — [0,400] sont deux mesures telles
que, pour tout A, B € £,

1WA x B) = v(A x B) = N(A)NB).

Alors, pour tout S € €,
u(S) = ().

Soit @, = [—n,n] x [-n,n] et considérons la famille

M={Fecll|uEQ,) =v(EQ,) pourtout n € N}.
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Les propriétés de continuité des mesures montrent que 99 est une classe
monotone. Comme elle contient &, elle contient aussi £ ® £. Pour tout
E e £® £, on a donc, toujours par continuité,

w(E)= lim p(EQ,) = nll)rfoo v(EQ,) = v(E).

n—-4oo

Existence. Observons d’abord que

anm = [ " Lue) de /- ™ Loty) dy

+oo +o0o +oo +oo
/ d;v/ LaxB(z,y) dy—/ dy/ Taxp(z,y) dx.

Considérons alors la famille 9917 des ensembles E € £ ® £ pour lesquels les
fonctions

+00 +oo
:vkat/‘ Igq, (z,y) dy et y#ﬁ‘/m Igq, (z,y) dv
— 00 — 00

sont mesurables et satisfont ’équation

“+00 “+00 —+00 —+00
[ e[ ey dy= [ ay [ sg, (e ds

pour tout n € N. Le théoreme de la convergence monotone montre que 91
est une classe monotone. Comme elle contient €, elle contient £ ® £. Pour
tout £ € £® £, on a donc, toujours par convergence monotone,

+oo +oo +oo +o0o
/ dzn/ (z,y) dy = lim dx/ Igg, (z,y) dy

n—-+o0o

+o0 +o0 +oo +oo
= lim dy/ Igg, (z,y) d:n—/ dy/ p(r,y)

n—-+o0o

+o00 +o00 +o0 +oo
=/ M/ M@M@Z/ @/ Ig(z,y) dx

et vérifions que Ay est une mesure invariante sous translation sur £ ® £. On
a bien \2(0)) = 0. Ensuite, si les ensembles mesurables Fj sont deux a deux

Posons alors
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disjoints,

+oo +oo
A2 (Z&) =/ dfv/ Iy, 5.(z,y) dy
k —0o0 —0o0
+o0 +oo
—0o0 -0 L
“+oo “+oo
kYT > k

Finalement, la mesure A9 est invariante sous translation parce que A l'est :
—+00 —+00
DB+ (0,00) = [ o [ Ty g @) dy
—00 —00

+<>o —+00 —+00
xmwywdyz/ (m/) Ig(z — xo,y) dy
— 00 — 00

o)
/ Oody/m (z — 20, ) dx:/_:)ody/_;oo}l];(x,y) dz = \o(E).
.F.D.

—+o00
dx

o0

C.Q

Une intégrale double est une intégrale par rapport a la mesure As; on
retient I’écriture usuelle :

[da= [ [ ) deay
[E fax - [ [ @.9) daay

Une telle intégrale s’évalue habituellement au moyen d’intégrales itérées,
généralisant ainsi la relation qui nous a servi a définir A :

+oo  ptoo +oo +oo +oo +oo
/ / MMWZ/ M/ M@W@Z/ @/ Ig(z,y) dr

C’est I'objet du théoreme suivant.

et

Théoréme 39 (Tonelli-Fubini) Soit f : R? — R une fonction mesurable.
Alors
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1. Si f est positive, les fonctions

+o00 +o0
mH/_ f(z,y) dy et yH/_ f(z,y) dx

sont mesurables et

/_;OO/_:Ofdmdyz/_:Oda:/_:of(:c,y) dy:/_jdy/_jf(w) e

2. Si f est intégrable, les fonctions

i f(r,y) et y— f(z,y)

sont intégrables pour presque tout y et presque tout x respectivement,
les fonctions définies presque partout par

+o0 +o0
yH/ f(x,y) do et z— f(z,y) dy
et €gales a 0 ailleurs) sont intégrables et
(et ég g
+oo +oo +o0 +oo +oo +oo
/ fdmdy=/ dy f(z,y) dm:/ dw/ f(x,y) dy.

Démonstration.

Supposons f positive. Le résultat est vrai si f est la fonction indicatrice
d’un ensemble mesurable. Par linéarité, il est vrai pour une fonction étagée.
Et par convergence monotone, il est vrai pour une fonction quelconque.

Supposons f intégrable. Le résultat suit de la premiere partie en I’appli-
quant aux fonctions |f], f+ et f— . C.Q.F.D.

Exemple. Soit a calculer le volume V' du solide compris entre la surface
z =xy et le plan z = 0 au dessus du triangle £ : >0,y > 0et x +y < 1.
En vertu du théoreme de Tonelli, on a

V://xy d$dy:// Ip(z,y) xy dxdy
E R2

+o00 +o00 +oo +oo
:/ d:c/ Ig(z,y) zy dy :/ x dw/ Ig,(y) vy dy

400 1 - 11—z - 1
:/ xd:c/ ydy:/a:dx/ ydy = —.
—c0 B, 0 0 24
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Exemple. Désignant maintenant par E le triangle de sommets (0, 0), (1,0) e

on a, en vertu du théoreme de Fubini et puisque

/ k.

1 2 2
/ dy/ sin 2mx da:—// Iy (x y)sm T dudy
0 R2 X
2
/ / sin 2wx _o

Exemple. L’hypothese d’intégrabilité de f est essentielle dans le théoreme
de Fubini. On a ainsi

/ / a:+y y:/gl(ljlrxx)?:;

Lol e[t
(z + v S (L4y)?
Evidemment,

[oof Gt [l o [ &5
) e

La tribu produit £ ® £ n’est pas complete relativement a la mesure \s.
Si en effet £ C R n’est pas mesurable, £ x Q C R? n’est pas mesurable
bien que contenu dans I’ensemble de Ao—mesure nulle R x Q. La tribu de
Lebesgue £ est la tribu obtenue en complétant £ ® £ par rapport a Ay :

sin 27wx

Ig(z,y) dzxdy < +o0,

que

alors que

N |

£o = (2@2))\2

et la mesure de Lebesgue est le prolongement de Ay a £o.

87

t (1,1),



Un ensemble E C R? appartient & £ si et seulement si il est de la forme
E=EFE+N

ou E’ appartient & £ ® £ et A\2(N) = 0. De méme, une fonction f est
mesurable relativement a £9 si et seulement si elle peut se mettre sous la
forme
f=f+f~

ou f’ est mesurable relativement & £ ® £ et fy = 0 Ay—presque partout,
comme on le voit facilement en considérant d’abord des fonctions indica-
trices d’ensembles mesurables puis des fonctions étagées puis des fonctions
positives ...

1. La propriété d’invariance sous translation est conservée. Si E € £5 et
(z0,0) € R?, alors E + (x0,90) € £2 et Xo(E + (70,70)) = Xo(E).

2. Le théoreme de Tonelli-Fubini reste vrai si la fonction f y est seulement
mesurable par rapport a la tribu de Lebesgue. 11 suffit en effet de voir

que si fy est une fonction positive qui s’annule si (z,y) ¢ N avec
X2(N) =0, les fonctions

z = fn(z,y)

sont mesurables pour presque tout y parce que nulles presque partout
pour presque tout y. En prolongeant ces fonctions a R par 0, la fonction
définie pour presque tout y par

“+oo
y+—>/_ fn(z,y) dx

et prolongée a R par 0 sera mesurable parce que nulle. Et I’on obtiendra

“+oo “+oo
/ dy/ fn(z,y) dz = 0.

Soit donc B € £® £ tel que N C B et A\y(B) = 0. Alors BY est
mesurable et

ANBY) = /+OO Ip(x,y) de =0

— 00

pour presque tout y puisque

+o0 +o0
/ dy/ Ip(z,y) de = 0.

En excluant les valeurs de y pour lesquelles A(BY) > 0, les fonctions
x — fn(z,y) ont la propriété requise : si z ¢ BY, fy(x,y) =0.
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8.1

1.

Exercices

Soient f,g: R — R des fonctions mesurables. Montrer que la fonction
(z,y) — f(z) + g(y) est mesurable (relativement & la tribu produit).

. Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable positive. Montrer que 1’en-

semble
E={(z,y)|la<z<b, 0<y< f(z)}

est mesurable ( relativement a la tribu produit) et calculer sa mesure.

AE C R associons ’ensemble E C R? défini par
E={(z,y) |z —y € E}

et considérons la famille
T={Ec®B|E c By}

Montrer que T = ‘B.

Déduire du théoreme de Tonelli et de la relation

+oo 2 +oo 2 o
/ e ? dz:/ xe ¥V dy si x>0
0 0
que

+o0 9
/ e /2 dy = \/2r.
Calculer

/Oldx/olf(x,y) dy /Oldy/olf(x,y) dx et /Ol/ol\f(x,y)mxdy

pour la fonction
22 —

f(xay):m-

Utiliser le théoreme de Tonelli pour calculer de deux manieres 'intégrale

b 1
/dm/ ydy,0<a<b
a 0

et en déduire la valeur de
/1 yb _ ya J
o logy
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7. Utiliser le théoreme de Fubini pour calculer de deux manieres I'intégrale

A rA
/ / e " Ysinx dxdy
0 Jo

et en déduire que
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9 APPLICATIONS

La représentation d’une fonction par une série trigonométrique
+oo
fla) =3 eulf) e/t
—0o0
sur un intervalle fini (=L, +L) ou par une intégrale trigonométrique

_ 1 teo s i€x
f@) == [ e e ag

sur 'axe réel tout entier sont des outils essentiels des mathématiques ap-
pliquées, a la base du génie électrique, par exemple. Historiquement, elles
furent 'une des principales motivations du développement de la théorie de
I'intégration. Nous allons illustrer cette théorie en présentant les démontrations
de quelques résultats de base de « ’analyse harmonique », la branche des
mathématiques qui traite de la représentation des fonctions par des séries
ou par des intégrales trigonométriques et de ses diverses conséquences.

9.1 Série de Fourier

Des fonctions complexes apparaissent dans les expressions précédentes
nécessitant une petite extension de nos définitions.

Soit £ C R. Une fonction a valeurs complexes f : E — C est mesurable
si sa partie réelle Rf et sa partie imaginaire S f le sont, par définition.
Une fonction mesurable f : EF — C est dite intégrable si son module

If] = V(Rf)2+ (Sf)? Dest. 1l revient au méme de supposer que Rf et

S fsont intégrables. Si f est intégrable, on pose

[ = r+if ar

L’espace )3(1C (E) des fonctions complexes intégrables sur E forme un espace
vectoriel complexe sur lequel f — [ g [ est une forme linéaire. L’inégalité de

triangle
L] [

reste valable pour les fonctions a valeurs complexes. Si le membre de gauche
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n’est pas nul, en effet, on peut écrire, pour un nombre o € R approprié, que

ol (f) o= e
:%(/Efe"'“> Z/E?R(f e_i“)S[E\f].

Il suit aussi de ces définitions que le théoreme de la convergence dominée
de Lebesgue, les inégalités de Holder et Minkowski, le théoreme de Riesz-
Fischer sur la complétude des espaces £f.(F)et le théoreme de Fubini sur les
intégrales itérées restent valables pour les fonctions a valeurs complexes.

Les définitions et les calculs qui suivent sont tous basées sur 1’orthogo-
nalité des exponentielles complexes :

1 [T~ et it .
% eZ (& K dt = H{k}(])
—T

On dénotera par £5_ Dlespace des fonctions f : R — C périodiques de
période 27 et appartenant & l'espace £.([—m,7[) et par Cor l'espace des
fonctions f : R — C périodiques de période 27 et continues (pour appartenir
a Ca, une fonction f continue sur [—m, 7] doit donc satisfaire la relation

f(=m) = f(m)).
Soit f € £1 . Les coefficients de Fourier de f sont les nombres c(f)
définis par les équations

R A
al(f) = — Ft) e ™ at

2 J_,
et sa série de Fourier est la série trigonométrique

—+00

Z ck(f) eikm‘

—00
Les sommes partielles de cette série seront dénotées par S, (f),

n

Su(F)(@) = > elf) e,

k=—n

et il s’agit étudier la question de leur convergence vers la fonction f qui les
a engendrées.

92



Théoréme 40 Deux fonctions f,g € £ ayant les mémes coefficients de
Fourier coincident presque partout.

Démonstration.

Il revient au méme de montrer quune fonction f € £3_ ayant tous ses
coefficients de Fourier nuls doit s’annuler presque partout. En utilisant la
formule d’Euler, on voit que cx(f) = 0 pour tout k € Z si et seulement si
ck(Rf) =0 et cx(Sf) = 0 pour tout k € Z. On peut donc supposer f réelle.

Considérons d’abord une fonction f € Car (& valeurs réelles). Si ses
coefficients de Fourier sont tous nuls, on aura

1 a+m
fO)Tn(t) dt =0 (5)

27T a—T

quelque soit a € R et quel que soit le polyndéme trigonométrique

n

Th(x) = Z cp e,

k=—n

Supposons qu’elle est strictement positive en un point a. Si § > 0 est assez
petit, on a

f(z) > f(za) >0 pour tout x € [a —d,a+ d].

Considérons le polynéme trigonométrique

~ (1+cos(z—a)\"
Tn(az)—< 14 cosd >

Alors, en contradiction avec 1’équation (5), on a

1 a+m 1 “+m
) F@O)Tu(t) dt = o f(s+a)T,(s+a) ds
1 1
= — f(s+a)T,(s+a)ds+ — f(s+a)Th(s+a)ds>0
21 Jis|<s 27 Js<|s|<n

des que n est assez grand puisque la premiere intégrale tend vers +o0o et que
la seconde tend vers 0 lorsque n — +o0.
Pour traiter le cas général, introduisons la fonction

Fa)= [ f@) dt.

—T
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Elle est absolument continue et F'(—m) = F(7) = 0 (car ¢o(f) = 0). Si k # 0,
une intégration par parties montre que

En vertu du cas continu, la fonction
F(x) = co(F)

est identiquement nulle et la fonction f qui en est la dérivée presque partout
est nulle presque partout. C.Q.F.D.

Remarque. Il suit de ce théoreme que si

+oo

S Je(f)] < +oc,

—0o0

on a oo
@)=Y a(f) et

presque partout. La somme ¢ de la série trigonométrique précédente est en
effet un fonction dans Co, admettant les nombres c(f) pour coefficients de
Fourier comme on le voit en intégrant la série terme & terme (convergence
dominée) :

Ix 1 . g
=2 gy [ et dr=e
On ne peut donc avoir
+oo
D ler(f)] < +oo

que si la fonction f coincide presque partout avec une fonction dans Cs,. Le
théoreme suivant, chronologiquement 'un des premiers de ’analyse harmo-
nique, est d’applicabilité plus générale puisqu’il couvre effectivement tous
les cas rencontrés en pratique.
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Théoréme 41 (Dirichlet) Soit f € £ une fonction a variation bornée
sur [—m,7|. Alors

+oo
z Ck;(f) eik:;t _ f(.%'—) "; f(iL’—l—)

—00

Démonstration.
Une fonction complexe est a variation bornée si et seulement si sa partie
réelle et sa partie imaginaire le sont. On peut donc supposer f réelle. On a
fa=) + f(a+)
fla) = T
partout sauf peut-étre aux points d’un ensemble fini ou dénombrable N. Mo-

difions la fonction sur cet ensemble IV de telle sorte que ’équation précédente
soit valable partout et montrons que

en un point x arbitraire. On a

Su(f)@) = 5- T Y e a
- k=—n
e sin(2n +1)(z —t)/2
Tom ). 1®) sin(x — t)/2 dt
1o sin(2n + 1)t/2
Tor ) fl—=1) sint/2 dt
1 [T fx—t)+ f(z+1)) sin(2n + 1)t/2
_7T/0 ( 2 ) sin /2 .

Comme, en particulier,
1 [Tsin(2n+ 1)t/2
Sn(1 =1== —— dt
2 (1) (@) W/O e
on peut écrire

5.0 0 = & [T (LD LIEED  pip)) Bt 02 g,

Introduisons la fonction de £  définie sur I'intervalle [—m, 71| par la relation

ealt) = (LEZELEED ) ) 30400,
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Elle est & variation bornée sur [—m, 7], continue a lorigine et il s’agit de

montrer que
.1 sin(2n + 1)t/2
1 — t)————— dt =0.
n—1>I-$1:loo7T/0 Sox( ) sint/2

Puisque, en vertu de 'exercice 1 page 110, les coefficients de Fourier d’une
fonction intégrable tendent vers 0, on a

1 T
lim / g (t) cosnt dt =0,
0

n——+oo T

et il faut en fait voir que

n—-4oo T

N t .
lim — z(t) cot 5 sin nt dt = 0. (6)
0

Le raisonnement qui nous le permettra repose sur ’observation que ¢, étant
a variation bornée sur [—, 7|, var(ygz, [1,1]) tend vers 0 lorsque 7 tend vers
0 et ce, quel que soit ¥ tel que 0 < @ < 7. Si cela était faux en effet,
on pourrait trouver un nombre § > 0 et une suite d’intervalles disjoints
[Vr,me] (k= 1,2,3,...) tels que var(py, [Yr, nk]) > 0. On en déduirait que
var(oz, [Vr,m]) > K quel que soit K € N contredisant ainsi ’hypothese
que @, est & variation bornée sur [—m, 7].

Soit donc € > 0 arbitraire. Choisissons 1 > 0 tel que var(p,, [¢,n]) < €/3
quel que soit ¥ tel que 0 < 1 < 7. Les calculs suivants utilisent les inégalités

. . T
—zrz<sinzx<x si 0<xr<—
T 2

qui traduisent la concavité du sinus sur [0, 7/2]. On obtient d’abord

1 (7 t
— / vz (t) cot = sinnt| dt < <
T Jy 2 3

des que n > n; en vertu de 'exercice 1 page 110 appliqué a la fonction

t
L= Qg (t) cot §]I[n,ﬂ] (t)

puis

s
= cot —
n

1 [
/ 0 (t) sinnt dt
™

s /n

1 (7 t
'/ o (t) cotisinnt dt

T Jr/n

1
<n— var(pq [m/n,n)) < £
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en vertu des exercices 17 page 69 (le deuxieme théoreme de la moyenne) et
2 page 111 (les coefficients d’une fonction a variation bornée sont majorés
par la variation de la fonction divisée par I'indice du coefficient) et enfin,
utilisant la continuité de la fonction ¢, a l'origine,

1 [m/m t
— / wz(t) cot 2 sinnt dt
0

1 [T/ €
§/ supq{ [p(6)] |0 <t < w/n}7mn dt < =
s T Jo 3

des que n > no. On aura donc

1

T t
— t) cot —sinnt dt| <
71_/0 0z(t) 5 sinm ‘ €

des que n est assez grand. C.Q.F.D.
Les sommes partielles S, (f) peuvent converger vers la fonction f de plus
d’une maniere.

Théoréme 42 Soit f € £3_. Alors
im[Su(f) ~ fll2 =0

De plus,
—+00

+m
D (£ = ;ﬂ/_ |£(t)]? dt.

—00

Réciproquement, si

+00
E:JCRF<<<+OO7
—00
il existe f € £3_ telle que
c(f) = ck-

Démonstration.
Les sommes partielles S, (f) d’une fonction f € Sgﬂ possedent une pro-
priété de meilleure approximation. Soit

n
Tn(x) = Z cp, ke

k=—n
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un polynoéme trigonométrique arbitraire de degré n. Alors

L t) — T, (¢)|%dt
g If( ) — Ta(t)]
1 +7 1 1 +7 1 4
o | |f(t)[Pdt — o f() ()dt—% 3 FOT, ()dt+% i T, (t)2dt
+m n no n
- uw%—mepgywm{zmp
- k=-n k=-n k=—n
1 +7r n
= o (t)|dt - Zwkﬁ+2wwwm2
- k=—n k=—n
> % (t)[*dt — Z ler(f

k=—n

On a égalité si et seulement si ¢ = cx(f) pour tout —n < k < n. Ceci
montre que, de tous les polynoémes trigonométriques d’ordre n possibles,
Sn(f) est celui qui approche le mieux la fonction f en moyenne quadratique
et entraine

n

1 [t 1 [t
— If(t>—Sn(f)(t)l2dt=/_ F)Pdt = e HIP(7)

27 J_, 2 =

donc
1+7r

0<o— | [f(B)fdt - Z ek (f
k=—n

L’entier n étant arbitraire, on en déduit I’'inégalité de Bessel

+7
ZM; S = IO

et, en particulier, la convergence de la série Y- |c(f)[?. Alors

+m

2
H&m—&MMZ/ S ) e d=20 Y el

T |n<|kI<m n<|k|<m
et
lim _|[S(f) = Sm(f)ll2 = 0.

n,m—-+00
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Le théoreme de Riesz-Fischer implique qu’il existe une fonction g € S%ﬂ telle
que
lim[1Su(f) = gll2 = 0.
n—-+4o0o

Cette fonction g a les mémes coeflicients de Fourier que la fonction f. En
effet,

(o) = 5 [ T et at— tim - [ a0 e dt = enlf),

2 J_, n—+oo 21 [__

la permutation de la limite et de 'intégrale étant justifiée par la convergence
en moyenne quadratique de S, (f) vers g et I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

L s et a— L / o) e at] < 18 — gl
or | Sn e or | 90 e < —=I% gl

On a donc f = g presque partout et
lim [|S(f) = fll2=0.
n—-+4o0o

En vertu de I’équation (7), l'identité de Parseval

1 [t

+o0
o | F@Pdt = le()

T o o

est équivalente a la convergence en moyenne quadratique des sommes Sy, (f)
vers la fonction f.
Enfin, si les nombres ¢ sont tels que

—+00

Z |Cl€|2 < o0,

—00

le raisonnement précédent montre que les sommes partielles de la série

“+oo
Z Ch ezka:
—o0

satisfont le critere de Cauchy et donc convergent en moyenne quadratique
vers une fonction f € £2_ qui admet pour coefficients de Fourier les nombres
¢ donnés. C.Q.F.D.
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9.2 Transformée de Fourier

Soit f € £¢(R). Sa transformée de Fourier est la fonction fiR—C
définie par

R _ 1 +oo et
for= o= [ s an

En vertu du théoreme de Lebesgue sur la convergence dominée, f est une
fonction continue, bornée et

1 lloe < I1£111-

Exemple. Soit ,
n(x) =e* /2,

Alors, la dérivation sous le signe intégral et 'intégration par parties sur
un intervalle de longueur infinie étant toutes les deux justifiées a ’aide du
théoreme de la convergence dominée, on a

i AL [T s
”@—dg(m/_m che dt)

- i (1 / e dt) - % / et gt a
d€ \/% —o0 21 J—c0

_ _\/; I e t/2 Ecos&t dt = —¢€ n(&).
T J—0c0

Cette équation différentielle, jointe & la condition initiale n(0) = 1, entraine
n(g) = e 572,
La fonction n est donc sa propre transformée de Fourier.
Considérons la fonction
T
ng(x) =n(>) = e/,

o

Sa transformée de Fourier est
io(§) = on(0f) =0 e /2,

Ces deux fonctions jouissent des propriétés suivantes :

1. la fonction n, est positive et croit vers 1 lorsque o tend vers 400 ;
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2. la fonction n, est positive et

v@ﬂ/+w £) d¢ = 1;

3. si ¢ € £F(R) est continue a l'origine,
1 [t
lim —— n
o—+00 /2 /oo 0(5)

les calculs suivants et le théoreme de la convergence dominée justifient
en effet cette relation :

“+oo +oo
)E/ﬁmmeM{%/ﬁmmwmwf
+oo 1 Oc—>&-<>o 5
<= [ @ 1© -0 ds = o= [ e folnjo) — p(0)] d

4. pour toute fonction f € £L(R), on a :

©(§) d§ = ¢(0); (8)

+oo +oo
= ta=inle de=—= [ “fOno0 ¢ an

le théoreme de Fubini justifie en effet les calculs suivants :

00 +Oo
A izt zzt fit
¢§_/ t) ne(t) e di = v%n/ ﬁxﬁﬁ/1 Y dy
+OO 400 too
i(:p— )t _ A B
\/ 27‘(‘/ dy \/ﬁ/ Yhdt = m/w f(y)na(y x) dy
+0c0 +oo
= \/%/— [z —2)ng(—2) dz = \/12?/_ f(x — 2)ng(2) dz.

Théoréme 43 (formule d’inversion de Fourier) Soit f € £L(R). Sup-
posons que f € S(lc(R). Alors

L A T
fla) = o= [ F e e

presque partout sur R.
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Démonstration.
Introduisons le produit de convolution

1 oo .
fol@) = = / = 9in(9) de.

+oo
Fole) — fa '—r/ &)1z —€) — f()) de

et le théoreme de Tonelli implique

/_:orfau)—f<x>|dxg/_+°°dx/_*‘” Olf(z— &) — f(z)] de

+o0o +oo
:j%/_ 1o (€) ds/_ @ —€) — f(2)] de

de telle sorte que

On a

lim [[fe—fll1 =0
o—+00
(en choisissant

+oo
() = / @ — &) — f(z)] da

— 0o
dans 1’équation (8) et en utilisant le résultat de l'exercice 18 page 52).
D’autre part, en vertu de I’équation (9), on a aussi

L oo s ixt
fa(x) = \/%/_OO f(t) no’(t) e*r' dt.

Cette deuxieme représentation, les propriétés de la fonction n, et le théoreme
de la convergence dominée (f est intégrable par hypothese) entrainent

1 oo .
lim f,(z) = — t) et dt.
i f (z) o /_OO f(t)e

On doit donc avoir

1 oo .
x) = — t) et dt
fla)=—= [ i
pour presque tout z € R. C.Q.F.D.

Remarque. 1l suit de ce théoreme qu’'une fonction intégrable est unique-
ment déterminée par sa transformée de Fourier. Si deux fonctions f, g € £5(R)
ont la méme transformée de Fourier, le théoréme s’appliquera en effet a la
fonction f — g.
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Théoreme 44 Soit f € E}C(R) une fonction a variation bornée sur tout
intervalle compact. Alors

im z.tf _ f( ) + f(.’L'+)
Py / J()e de =

Démonstration.
Comme dans le théoréme de Dirichlet, on peut supposer que f est réelle

et que

oy = L6+ 1)

partout. Puisque, en vertu de ’exercice 6 page 111, la transformée de Fourier
d’une fonction intégrable tend vers 0,

lim f(&) =

€] —+o0

on a

A
lim / f(£)e™ de = lim )et®E de
—A

[A] A
ASY oo \/ﬂ A—+o00 \/ﬁ/

( [A] est la partie entiere de A) et il suffit de voir que

- w§ _
Jim [ e de = @

en un point x arbitraire. En vertu du théoreme de Fubini, on a

L s _i " oo —it )mg
— wf(s) df%/n(/m F(t)e i dt ) 6 de

B 1/+°° ) sinn(z —t) 1 [t sinnt dt

— dt = — —1
S r—t T J_ fe=1)

s

2 [T f(x—t)+ flz+t)sinnt
_WA 2 i

Comme d’autre part (exercice 7 page 90) on a

2 (Lsinnt
Jim / st g
0ot

n—-+oo 7T
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on peut écrire que

= | Fe de - pw)

_ i/ (f(x —t) : flett) f(w)> Sintm »

2 [t f(x—1t)+ f(z+1t)sinnt 2 [lsinnt
+/1 t dt+</0 t dt—l)f(x)

T 2 T

et il suffit de s’assurer que

Jim 2/01 <f(f”_t)+f(f”+t) —f(a:)) Sir;”t dt =0

n—+oo T 2

et que

lim 2 /+°° flx—t)+ f(x +t)sinnt d—0.
1 2 t
Cette derniere équation est valable en vertu de l'exercice 6 page 111 et

on démontre celle qui la précede de la méme maniere que 'on a démontré

I'équation (6). C.Q.F.D.

n—-+oo T

Théoréme 45 (produit de convolution) Soient f, g € £L(R). Alors, pour
presque tout x € R, on a

“+oo
/ [f(z = y)g(y)| dy < +o0,
—0o0
la fonction h : R — C définie presque partout par l’équation
+0o0

ho)= = [ =)o) dy
est intégrable sur R et

h(€) = f(€) ().

Démonstration.
En vertu de lexercice 4 page 79, on peut supposer que les fonctions f et
g sont boréliennes. Alors la fonction

(z,9) = flz —y)
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est aussi borélienne (en vertu de l'exercice 3 page 89 pour la fonction indi-
catrice d’un ensemble borélien, par linéarité et par passage a la limite pour
une fonction borélienne arbitraire). La fonction

(z,y) = flz —y)g(y)

est donc mesurable et on peut lui appliquer le théoréeme de Fubini-Tonelli.
On obtient ainsi

+00 +00 +oo +oo
/_ i / (@ — 9)g(y)| dy = / dy / @~ y)g(y)) da
—i—ooOO ~ 400 -T'OOO - +oo

= [ Calds [ Ci@=wlde= [ oy [ 15G) az < oo,

Par suite,
+oo
/ [f (@ —y)g(y)| dy < +o0

pour presque tout € R et la fonction définie pour ces valeurs de x par la
relation

+o0o
W)= <= [ fa=wto) dy

(et par O ailleurs) est intégrable sur R et

~ JrOO .
h(¢) = \/12? / h(x)e %% dx

+oo +oo
_ b e Ty / flx—y)g(y) dy

—00 —0o0

1 e —1 1 oo —i€(z—
= %/ 9(y)e ¥ dy N f(z—y)e ) de

= f(&) 4(&).

C.Q.F.D.
Remarque. On dénote généralement le produit de convolution de f avec

g par fxg.

L’objet du dernier théoreme de ce cours est d’obtenir I’analogue de ’iden-
tité de Parseval pour la transformée de Fourier. La situation est un peu com-
pliquée ici du fait que 'espace )3(2@(R) n’est pas un sous-espace de 1’espace
)3(1C(R).
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Théoréme 46 (Plancherel) Soit f € £4(R). Il existe fe £2(R) telle que

+oo 2
Jm [ m/ F(z)ee€ du| de =0
et que
. teo
ALITOO ’f(a: \/ﬂ/ f(e dx—O
On a R
1112 = 1lfl2-

Si f € LL(R) N LA(R), on a

oy L [T —igt
for= 2= [ s e

pour presque tout x.

Démonstration.
Supposons d’abord que f € £L(R) N £4(R), posons fi(z) = f(—x) et
introduisons la fonction h définie presque partout par

+o00 -
Ma) = <= [ ST dv

Cette fonction h appartient a ’espace S}C(R), est continue :

In(2)—h(a)]| < jﬁ\/ [ 1 ) - s dy\/ [ a

et bornée :
2 dy.
(@)l < \/27r/ u)l

h(€) = |f (&)

En vertu de 1’équation (9), on peut écrire que

e +oo .
\/12?/_ h(ZL‘ — t)ﬁg(t) dt = \/12?/_ h(t)ng(t)ewt dt,

donc, en faisant x = 0, que

+00 too |
\/127 /_ h(—t) () dt = jﬁ /_ Bt (1) dt.
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En laissant o tendre vers +oo dans cette derniere relation, on obtient

+oo
h(0) = \/127?/_ h(t) dt.

(Pour le membre de gauche, en vertu de ’équation (8) et pour le membre
de droite en vertu du théoréme de la convergence monotone). Mais ceci
implique que f appartient & I'espace £4(R) et que

+o0 +oo
/ @) de = / )2 de.

Dans le cas géndral ot f € £2(R), les fonctions fa(z) = f(x)[(_ 4, 4)(z)
appartiennent a £L(R) N £4(R) et

Jim a7l =0

Pour les transformées de Fourier

A~

— 1 A —iéx
Fa© = o= [ e an

1Fallz = Il £allz.

Il s’ensuit que les fonctions f 4 satisfont la condition de Cauchy et, I’espace
£2(R) étant complet, il existe f € £2(R) telle que

on a

li Fr— flla = 0.
Jlim a =l =0

Puisque, si f € ’Q(lc (R)nN E%(R), les fonctions fA convergent presque partout

Vers
1 /+OO —ilx d
— x)e T,
5 ) f(z)

R _ 1 +eo —ifx
f(f)—\/%/oo f(z)e dx

(presque partout) dans ce cas. Dans tous les cas,

on retrouve

fllo = 1 falla = i = .
IFle= Jim [lfalz= Ym [ifals = I1f1:
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Associons ensuite & g € £&(R) les fonctions ga(z) = g(—x)[_a 4)(z) et
leurs transformées de Fourier

~ _ 1 A i&x
ga(§) = m/_Ag(fl:)e dz.

Comme précédemment, on voit qu’il existe § € 2% (R) telle que
lim ||ga —g|l =0.
A——+o00 HgA g”2

La démonstration sera complétée lorsque nous aurons vérifiée la formule d’in-
version dans £%(R). Introduisant les opérateurs linéaires sur £4(R) définis
par F(f) = f et F1(g) = g, il s’agit de voir que

]FloIF(f):f

Lorsque .
fo f e Le®R)NLE(R), (10)

cette relation est certainement satisfaite, en vertu de la formule d’inversion
de Fourier. Reste & supprimer les hypotheéses supplémentaires (10). Or, si
f € LL(R) N £4(R), la fonction f,,

1 +oo .
folw) = = /_ = 9ol e

satisfait les conditions (10). En effet, il est clair que f, € £L(R) et que
fr = fno € LL(R) N L2(R). On a aussi f, € £2(R); en effet,

fol@)? < (jz? / :O (@ = )]s ©) d5)2

+o0 too
:¢127 / vw-om&mg& / (@ = m)lfe(n)dn
+00 +00 T — 2 T — 2
gj%/ \/127 [ W= O =P o, ) a

“+o0o
_ \/12? / @ — €)% (€) de,

en vertu du théoreme de Tonelli et de I'inégalité élémentaire

2, 12
Cnga +b’
2
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de telle sorte que

[ e ars [ a

—0o0

De fagon similaire,

+oo
ola) = @ <<= [ 15— ) = F@)Paa(e) de

et

[ o) - st o< [ anterde [ 1€ - s ds

ce qui entraine, comme précédemment, que
lim ||fy — f]l2 =0.
o—-+00
On en déduit que si f € £5(R) N £4(R), on a

[F1oF (f) = flla < [[F1oF (fo) —FroF (f)ll2+lIfo — flla = 2lfo — fll2 <e

si o est assez grand, donc que

Fiolf (f) =f

dans ce cas également. Finalement, l'espace £&(R)N L4 (R) étant dense dans
'espace £4(R) (grace aux fonctions de test), soit f1 € £L(R) N £4(R) telle
que

€
=l < 5.
Alors

[FroF(f) = flla < [[FroF(f) =FroF (fi)lla+lIf1 — fll2 <e
ce qui entraine
FioF(f)=f

pour toute fonction f € £4(R). C.Q.F.D.
Remarque. On trouve d’autres notations pour les notions précédentes.

Si
:/+ f(#)e™ ™ dt = v2r f(€),
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la formule d’inversion de Fourier s’écrit

+oo )
/(@) 1/ F(6)ei de

:g .

et l'identité de Parseval devient

+o0 +oo
| i@ ar= g [ CIi©P d

— 0 —00

De méme, si

+oo
frg (z) = / Fx—y)gy) dy = V2 | # g (),

—0o0

on a encore

Ou encore, si

et

9.3 Exercices

1. Soit f € £3_. Montrer que

lim ¢ (f) =0.
|k| =00

Suggestion : considérer d’abord le cas d’une fonction continue.

110



. Soit f € £1_une fonction & variation bornée sur [—m, 7]. Montrer que

var(f, [-m, 7])
)] < L Lm)

Suggestion : remarquer que

alh) == [ fs= Ty s

2 J_,

. Développer la fonction f(x) = 72 — 22 en une série trigonométrique

sur l'intervalle (—m, 7). En déduire la valeur des sommes
00 k+1 0 =
(—1) 1 1
o g o D
k=1 k=1 k=1

. Développer la fonction f(z) = x en une série trigonométrique sur
I'intervalle (—m, 7). En déduire la valeur des sommes

(—1)* X sin ka
hr1 kzl ko

+
8

i
)

. Soient f € £1 une fonction réelle et

+oo

S(F)() = a0(f) + D_(@r(f) cos ki + bi( ) sin k)

k=1

sa série de Fourier écrite sous « forme réelle ». Quelle est I'expression
intégrale des coefficients 7 Que devient I'identité de Parseval ?

. Soit f € C°(R) une fonction indéfiniment dérivable & support com-
pact. Montrer que, quel que soit N € N,

lim ¢V f(¢) =0.
|€|—+o0

En déduire que, si f € £L(R),

lim f(¢€) =0.

|§|—=+o0
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. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

fla)= e,

T coséx
/0 o s

. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

f(z) = ]I[—1,1] (7).

oo gin? x
3 dx.
0 X

. Calculer la convolution [[_y 1) * [|_y 1) et vérifier I'équation m = f J
dans ce cas.

En déduire la valeur de

En déduire la valeur de

. Montrer que si f,g € £4(R) on a
“+o0o +oo
| t@iw) do= [ fag(o) o

Suggestion : considérer d’abord le cas ol f,g € L4(R) N £L(R).
. Soit f € £&(R) une fonction telle que

+oo
D 1f(R)] < +oo.

Supposons que supp( f )=[m, w]. Montrer que
A 1

C = ————

() V2

En déduire que la formule d’interpolation suivante

f(=F).

+oo .
fla) = 3 2T

est vraie presque partout sur R. Que donne cette formule lorsque

f(f) = (7T - |£‘)H[—7r,7r] (5)7
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