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Introduction

L’analyse est I’étude approfondie du calcul différentiel et intégral. Ce cours
porte sur le calcul différentiel et intégral des fonctions complexes d’une va-
riable complexe. Il s’agit d’un premier cours sur le sujet ol les propriétés des
nombres complexes et 'extension aux fonctions de ces nombres des fonctions
élémentaires d’une variable réelle sont tout d’abord présentées. On développe
ensuite leur calcul différentiel et intégral et on étudie les propriétés
supplémentaires de ces fonctions qui en découlent. Quelques applications aux
séries et aux intégrales de Fourier sont enfin exposées.

L’étudiant est réputé étre familier avec les méthodes de 'analyse (< les €
et les § >) et bien connaitre les propriétés des fonctions élémentaires d’une va-
riable réelle (polynomes et fonctions rationnelles, exponentielle et logarithme,
fonctions trigonométriques directes et inverses, fonction gamma).

Le cours contient des démonstrations rigoureuses et completes de tous
ses théoremes (certains calculs sont laissés au lecteur a titre d’exercice) et
I’étudiant sérieux devrait fournir des solutions de méme calibre aux problemes
proposés a la fin de chaque chapitre. Le style est délibérément informel ; c¢’est
ainsi, par exemple, qu’il n’y a pas de définitions formelles : la premiere fois
qu'un terme nouveau apparait, il est écrit en caractere gras et sa définition
est contenue dans la phrase qui le contient.
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Chapitre 1

Les nombres complexes

L’ensemble N = {1,2,3,...} des entiers naturels est fermé sous l’addi-
tion m 4 n et la multiplication m n mais pour pouvoir résoudre pour x toute
équation du type

r+m=n, m,n €N,

il faut passer aux entiers relatifs Z = {0,+1, £2,...}. Et pour étre capable de
résoudre pour x toute équation de la forme

pr+q=0, pq€Z,

il faut aller aux nombres rationnels Q = {p/q | p,q € Z,q # 0}. Ce dernier
systeme est fermé sous les quatre opérations de 'arithmétique mais on ne peut
y résoudre pour x toute équation du type

?=a,acQ.

Les nombres réels R permettent de résoudre certaines de ces équations mais
pas toutes. Ils forment un systeme fermé sous les quatre opérations qui est
de plus complet au sens ou toute suite {z,}nen qui satisfait la condition de
Cauchy

lim |z, —z,| =0
m,n—-+00

y est convergente mais on ne peut par exemple y obtenir une solution de
I’équation
2 +1=0.

Il faut pour cela construire les nombres complexes C.
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1.1 Propriétés algébriques
Si (z,v), (u,v) € R?, soient
(z,y) + (u,v) = (x+u,y +v)

et
(z,y) (u,v) = (zu — yv, 2v + Yu).

Ces opérations créent un corps commutatif, le corps C des nombres complexes ;
(0,0) est ’élément neutre pour I’addition, (1,0) est ’élément neutre pour la
multiplication et I'inverse multiplicatif de (x,y) # (0,0) est

T -y
x2+y2’x2+y2 :

En identifiant (x,0) € R? avec x € R et en posant i = (0, 1),

C={z|z=x+iy avec z,y €R et i =—1}.

On calcule donc avec les nombres complexes comme avec les nombres réels en
remplacant partout i? par —1.

Exemple. Sin € Ny ={0,1,2,...}, on a

1_Z'n+l

1+i+i2+z’3+--~+i":f

—1

de telle sorte que
1 sin =0 mod 4,
L . ) 1+7 sin=1 mod4,
L+it+ i+ +- i =1 ! 1

1 sin =2 mod 4,

0 sin =3 mod 4.

Le nombre réel x est la partie réelle de z, le nombre réel y sa partie
imaginaire,
r=RNz, y=Sz,

le nombre complexe
zZ=x—1Yy

est le conjugué de z et le nombre positif

2l = Va5 i
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est son module. On remarque que
1 z
T

PERE
Exemple. Si a # 0, b et ¢ sont réels, ’équation quadratique

az’4+bz4+¢=0

admet toujours deux racines données par la formule de Viete :

—b+ vVb? — 4ac

si b2 — 4ac > 0,

2a
z=1< —b/2a si b2 — dac = 0,
—b =+ iv4ac — b2
12ac si b2 —4ac <0
a

(la racine est de multiplicité deux dans le deuxieme cas). On remarque que
dans le troisieme cas, les racines sont des nombres complexes conjugués.

FExemple. La droite d’équation ax + by = ¢ dans le plan correspond a
I’ensemble des nombres complexes qui satisfont la relation

a—1b +a+ib
z
2 2

correspond aux nombres complexes tels que

zZ =,

le cercle 22 4 y? = r?

2| =

2

et la parabole y = x* a ceux qui sont liés par

22427472 42i2—-2iz=0.

Les nombres complexes, étant des points du plan, admettent une forme
polaire. Si z # 0, on peut écrire

z=r(cosf +isinf)

ot le nombre r = |z| = y/22 4+ y? est le module de z et angle

arctang—i—w six <0,y >0,
T x
3 siz=0,y >0,
0 =argz = arctan 2 sixz >0,
x
7T .

3 siz =0,y <0,
arctang—w six <0,y <0,
\ T
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est son argument. Donc, par définition,
- < argz < 7.

Les formules d’addition pour les fonctions trigonométriques montrent que ’on
a
z129 = 1r17r2(cos(01 + 02) + i sin(fy + 02))

donc que
|z122] = |21]] 22|

et que
arg(z122) = arg z; + arg zo mod 2.

En raisonnant par récurrence sur n € N, on obtient la formule de de Moivre :
(cos@ + i sinf)" = cosnf + i sinnb.

Exemple. Quelques soient a € C et n € N, ’équation 2z = a admet n
racines. Si a # 0, elles sont toutes distinctes :

21k 21k
2 = |a|1/" <cos <arga + il > + 4 sin <arga + il >>
n n n n

ouk=0,1,2,...,n— 1. Lorsque a = 1, le nombre

27 . . 27
Wp, = COS — —+ 1 SIn —
n n

est la racine primitive n*™¢ de l'unité :
1= (z—D(z—wy)(z —w?) - (z —w™).

(figure 1.1, page 13).

1.2 Propriétés topologiques
La distance entre z1 et z9 est

|21 — 22|
On a, quelques soient z1, z2 et 23,

|21 — 22| < |21 — 23] + |23 — 22
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FIGURE 1.1 — Les racines 7M€ de I'unité

Une suite {z, }nen de nombres complexes converge vers un nombre complexe
z si

lim |z, —z|=0.
n—-+o0o

En vertu des inégalités
sup{|Rz|, [Sz|} < [2] < [Rz] +[Sz],
on a

lim z, =z sietseulement si lim Rz, =Rz et lim [z, = Sz.
n—-4o00 n—-4o00 n—-4o00

En conséquence, les régles de calcul concernant la limite d’une somme, d’une
différence, d’un produit ou d’'un quotient restent valables. De plus, le critere
de Cauchy suivant lequel la suite {z, },en admet une limite si et seulement si

mbrpoo o ™ o0l =0

est encore vrai.

Exemple. Lorsque z, — 2z, |zn| — |z] mais il n’est pas sur que arg z, —
)
arg z car 'argument d’un nombre complexe n’est pas une fonction continue
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de ce nombre — il y a discontinuité tout le long de I'axe réel négatif. Ainsi
—1—i/n — —1 mais arg(—1—i/n) = arctan 1/n—7m — —m alors que arg(—1) =
.

11 suit du critere de Cauchy qu’une condition suffisante pour la convergence
d’une série de nombres complexes

—+00
>

k=0

est sa convergence absolue (en module) :

+o00
Z |cx| < +oo.
k=0

Dans le théoreme suivant,
D(zp,7) ={z ||z — 20| < r}

et

D(zg,7) ={z ||z — 20| < r}.

Théoréme 1 (Cauchy) Donnée une série entiére a coefficients complezxes

ag,
“+oo
E akzk,
k=0

1
~ limsupy, |ag|V/*

posons

(donc 0 < R < +o0). Alors la série converge absolument dans le disque
D(0,R), de facon uniforme sur tout disque D(0,r) tel que r < R, et elle
diverge si |z| > R.

Démonstration. Si R = 0, la série diverge pour tout z # 0. En effet, quel
que soit z # 0, il y a un nombre infini d’indices k pour lesquels
1
JarVE > —
||

et la série
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ne peut converger puisque que son terme général ne tend pas vers 0.
Si0 < R < +o0, solent 0 < r < R arbitraire et |z| < r. Pour tout k

suffisamment grand, on a
2

R+r

| k|< 2r k
arz
b R+r

et la série, éventuellement majorée par une série géométrique de raison inférieure
a 1, est absolument et uniformément convergente. Si |z| > R par contre, il y a
un nombre infini d’indices k& pour lesquels

lag|VF <

donc

a5 >
]
et la série diverge pour la méme raison que précédemment.

Si R = +oco enfin, le raisonnement sur la convergence du paragraphe
précédent s’applique quelques soient les nombres R > r > 0 et la série converge
pour tout z € C. C.Q.F.D.

Exemple. La série géométrique converge si et seulement si le module de sa
raison est strictement inférieur a 1 :

+o0

k 1 . :

E 2= si et seulement si |z| < 1.
—z

k=0

En y séparant le réel de I'imaginaire, on en tire les relations

= 1—17rcos6
ZrkcoskH =

1—2rcosf + r2
k=0

et

= rsin 6
Zrksinkﬂ: 5
P 1—2rcosf+r

Un ensemble £ C C est fermé si la limite de toute suite convergente
{zn}nen de points de E est dans E.

Exemples. Un disque D(a, R) est fermé. Un demi-plan

{z|az+az > 0}
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est fermé. Toute intersection, toute réunion finie d’ensembles fermés sont des
ensembles fermés.

Un ensemble E C C est ouvert si son complémentaire E¢ = C \ E est
fermé.

Théoreme 2 Soit E C C. Alors E est ouvert si et seulement si a chaque
z0 € E correspond r > 0 tel que D(zp,7) C E.

Démonstration.

La condition est nécessaire. Si elle n’était pas satisfaite, on pourrait trouver
20 € E tel que chaque disque D(zp, 1/n) contienne un point z, € E°. Ces points
convergeraient vers zg et, comme E° est fermé, on aurait zg € E° ce qui est
absurde.

La condition est suffisante. Si {z,}nen est une suite de points de E¢ qui
converge vers un point z, il faut que z € E¢ — g’il était dans E, un petit
disque centré en z ne contiendrait que des points de E et la suite donnée ne
saurait y converger. C.Q.F.D.

Exemples. Un disque D(a, R) est ouvert. Un demi-plan
{z|az +az > 0}

est ouvert. Toute réunion, toute intersection finie d’ensembles ouverts sont des
ensembles ouverts.

Un ensemble £ C C est borné s’il existe R > 0 tel que £ C D(0, R). Un
ensemble E C C est compact s’il est a la fois fermé et borné.

Exemples. Les ensembles
{z ]| |Rz| + 32| < 1}

et
{z | sup{|R=|, [Sz[} < 1}

sont compacts.

Théoréme 3 (Bolzano-Weierstrass) Soit E C C. Alors E est compact si
et seulement si toute suite {z, tnen de points de E contient une suite partielle
{zn,, }ken qui converge vers un point de E.
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Démonstration.

La condition est nécessaire. Comme E est borné, toute suite {2y }nen de
points de E contient une suite partielle {z,, }ren convergente car, de la suite
donnée, on peut extraire une suite partielle dont les parties réelles convergent
et, de cette suite partielle, une autre dont les parties imaginaires convergent
aussi. Comme E est fermé, limy_, o 2, € E.

La condition est suffisante. E est fermé puisque si

z= lim z,,
n——+0o
toute les suites partielles possibles de la suite {z,}nen convergent vers z qui
doit donc appartenir & E. E est borné. S’il ne I’était pas, on pourrait trouver
des points z, € E tels que

|Znt1| > 20| +1

et, toute suite convergente étant bornée, cette suite n’admettrait aucune suite
partielle convergente, contrairement a I’hypothese. C.Q.F.D.

Théoréme 4 (Heine-Borel-Lebesgue) Soit E C C. Alors E est compact
si et seulement si tout recouvrement de E par des ensembles ouverts {Og}aca
contient un sous-recouvrement fini.

Démonstration.

La condition est nécessaire. Considérons d’abord le cas du carré £ =
[—r, r]x[—r,r] de coté 2r . S'il existait une famille d’ensembles ouverts {Oq }aca
recouvrant £/ mais dont aucune sous-famille finie ne recouvre E, I'un des quatre
carrés de coté r, [—r, 0] x [—r, 0], [—r,0] x [0, 7], [0,7] x [=7, 0] et [0, 7] X [0,7] ne
pourrait pas étre recouvert par une sous-famille finie. De ce carré, on pourrait
extraire un carré de cdté r/2 qui ne pourrait pas lui non plus étre recouvert
par une sous-famille finie. Ainsi de suite. On obtiendrait de cette fagon une
suite de carrés emboités F,,, le n'®™¢ de coté /2", qui ne pourraient jamais
étre recouverts par une sous-famille finie. L’intersection de tous ces carrés se
réduirait a un point z € E. Il existerait donc un ouvert O,,, de la famille conte-
nant z donc contenant tous les carrés E,, pour n assez grand, en contradiction
avec leur définition. Dans le cas général, soit r tel que E C [—r,r] X [—r,7].
Alors les ouverts {Oq}aca et E€ recouvrent [—r,r] x [—r,r]. I existe donc
un sous-recouvrement fini de [—r,r] X [—r,7] et les ensembles O, qui en font
partie constituent bien évidemment un recouvrement fini de F.
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La condition est suffisante. E est fermé car si une suite {z, } ,en de points de
E convergeait vers z ¢ E, les complémentaires des ensembles {D(z,1/n)}nen
constitueraient un recouvrement de E par des ouverts dont on ne pourrait
extraire aucun sous-recouvrement fini. F est borné car s’il ne I'était pas, les
ensembles { D (0, n) }nen constitueraient un recouvrement de E par des ouverts
dont on ne pourrait extraire aucun sous-recouvrement fini. C.Q.F.D.

Un ensemble E' C C est connexe s’il n’est pas possible de I’écrire sous la
forme

E =FEO; + EO;

avec O1 et Oy ouverts tels que EO; # () et EOy # () (+ désigne une réunion
disjointe). Un domaine D est un ensemble ouvert connexe.

Exemples. Un segment
[21,22] ={z | 2=(1—=N)z1 4+ X22, 0< A< 1}

est connexe. Le lemniscate |22 — 1| < r est disconnexe si 0 < r < 1 et connexe
si 7 > 1. Le disque unité D(0,1) est un domaine borné, le demi-plan droit
Rz > 0 est un domaine non borné.

1.3 L’infini en analyse complexe
Le plan achevé C s’obtient du plan complexe C par adjonction d’un

point oo a l'infini :
C=C+ {0}

Par définition,

zZn — 00 si et seulement si |z,| — +oo.

Ainsi 1
znp — 00 si et seulement si — — 0,
Zn
zZn — 00 et w, — a impliquent z, + w, — oo
et

Zn = 00 et w, = a# 0 impliquent z,w, — oc.

Toute suite de points de C contient donc une suite partielle convergeant vers
un point de C .
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Le plan achevé C admet pour représentation géométrique une sphere (la

sphére de Riemann) via la projection stéréographique. Si

S?={(&n|E€+n*+ =1},

cette projection S2 — C est définie par les relations
n

£ et Sz =——

ﬂ%z:l_g ¢

si ( # 1, le < pole nord > (0,0, 1) quant & lui correspondant au point & 'infini
oo — lorsque ¢ # 1, ces relations expriment simplement que les points (0,0, 1),
(€,m,¢) et z € C sont alignés. La transformation réciproque C — S? est donné

par
2Rz 23z 2P -1

e = t e
SRR TTRErT ¢ ST RET

et 'on a

2

21 2 12 = )
VE+n2+(C-1) Ve

L’intersection d’un plan P

a+bn+cC=d

avec S? est un cercle dans 'espace qui correspond dans le plan complexe (z =

x +iy) a l'ensemble Q

(c —d)(z* +y*) + 2az + 2by = c + d.

Lorsque ¢ = d, le cercle est passe par le pole nord et Q est la droite

axr + by = c.
Lorsque ¢ # d, Q est le cercle
- a 2+ n b 2_a2+l)2+62—cl2
c—d yT oo N (c—d)?

— la condition pour que le plan P coupe S? est précisément que

ld| < va?+b% + 2.
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1.4

Exercices

. Expliquer pourquoi il est impossible de définir sur C une relation d’ordre

compatible avec les opérations algébriques.

2. Déterminer R(1 + )21 et I(1 + i) +L.

10.
11.

. Montrer que les racines non réelles d’'une équation polynomiale a coeffi-

cients réels se présentent par paires de nombres complexes conjugués.

. Si 8z > 0, montrer que

%

z
M

>0 siet seulement si |z| < 1.

. Montrer que les nombres z1, 25 et z3 sont alignés si et seulement si

z3 — 21
& =0.
23 — 22

. Décrire les courbes suivantes :

— |z| = arg 2
Sz =1
- 1+z=2]1-2

Démontrer l'identité
|2:1 — Z2’2 + ’21 + 2’2’2 = 2(|2’1‘2 + ‘22’2).

En donner une interprétation géométrique.

. Soit z # £1 un nombre complexe de module unité. Déterminer I'argu-

ment de
z—1

z+1

. Montrer que cosnf peut s’exprimer comme un polynome en cos 6,

cosnf = Ty (cosh),

ot T}, est un polynéme de degré n — le n'®™® polynéme de Tchebychev de
premiere espece. Calculer Ty, 17 et Th. Etablir la relation de récurrence

suivante :
Thi2(z) = 22Th41(z) — T ().
Résoudre les équations (z — 1) —1=0, 2 +2=0et 25 -1 =i.

Résoudre 1'équation (1 + 2)° = (1 — 2)°.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Montrer que le nombre z = /4— 21 est algébrique, c’est-a-dire satisfait
une équation polynomiale & coefficients entiers.
Soient wy, la racine primitive n'*™¢ de l'unité et k£ € N. Calculer

14wk w2 . oDk

et
1— wa + wik + et (71)"_1w(”_1)k.

n

Calculer les limites suivantes :

. ni" . 1+i\"
lim , lim n .
n—+oon+1 " n—o+oo 2

Soit {a}ren une suite de nombres strictement positifs pour lesquels la
limite

. ag+1
lim +
k—4oc0 Qg
existe. Montrer qu’alors

Ii 1/k

existe aussi et que ces deux limites sont égales. Donner un exemple ou la
seconde limite existe mais pas la premiere. (formule de d’Alembert pour
le rayon de convergence).

+o0
R <Z(iy)'“> , lyl < 1.

k=n

Calculer

Déterminer le valeurs de z pour lesquelles la série

+o0 1

Zl+22

k=0

converge et, pour ces valeurs, calculer sa somme.

Déterminer ceux des ensembles suivants qui sont des ensembles ouverts,
fermés, bornés, connexes.

Azl -1 <|z+1]}

~{zllz—al+|z+a|<2r}, (0>a<r)

—{z]lz—al =1}

~{z] 2" =1}.

Montrer que, dans la projection stéréographique, ’hémisphere inférieur
est appliqué sur le disque D(0,1).

Dans la projection stéréographique, quelle relation y a-t-il entre les images
de points antipodaux ?






Chapitre 2

Les fonctions complexes

Les propriétés des fonctions continues de C vers C sont analogues a celles
des fonctions continues de R vers R. La plupart de ces dernieres admettent
d’ailleurs une extension simple a des fonctions de C vers C.

2.1 Fonctions continues

Soient £ C C un ensemble, zg € F un de ses points et f : £ — C une
fonction. Les énoncés suivants sont alors équivalents :

1. Pour toute suite {z, },en de points de E,

ngr—lr-loo Zn = zg implique ngrfw f(zn) = f(20).

2. A chaque € > 0 correspond § > 0 tels que
z€FE et |z— 2| <0 impliquent |f(z)— f(z0)] <e.

Lorsqu’ils sont satisfaits, la fonction f est dite continue en zy. Elle est conti-
nue sur F si elle est continue en chaque point zg € E. Une fonction complexe
est donc continue si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire le
sont toutes les deux. Ainsi, sommes, différences, produits, quotients et com-
positions de fonctions continues (lorsqu’elles sont définies) sont continues. De
méme, toute limite uniforme de fonctions continues est continue.

Dans la définition précédente, le nombre § dépend a la fois de zg et de €. S’il
peut étre choisi indépendamment de 25 € E, on dit que f est uniformément
continue sur F.
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Théoreme 5 Une fonction continue sur un ensemble compact y est
uniformément continue.

Démonstration. Soient £ C C un ensemble compact et f : £ — C une
fonction continue. Si elle n’était pas uniformément continue, il existerait € > 0
tel que, quel que soit 6 > 0, on puisse trouver zy /5, w1 /5 € E tels que

2176 —wiys| <6 et |f(z1ys) — flwss)| > e
En choisissant successivement § = 1,1/2,1/3,... on pourrait trouver deux

suites de points {2z, }nen et {wy }nen de E tels que

on —wal < et [f(zn) — flun)| > e

En extrayant si nécessaire des suites partielles, on obtiendrait deux suites
{zn,, }ken et {wp, ren convergeant vers un méme point Z € E bien que

[ (2ni) = f(wny)| = €,

en contradiction avec la continuité de f en Z. C.Q.F.D.

Théoreme 6 L’image d’un ensemble compact par une fonction continue est
un ensemble compact.

Démonstration. Soient £ C C un ensemble compact et f : F — C une
fonction continue. Si {wy, }nen est une suite de points de f(F) et z, € E est
un point tel que f(z,) = wy, la suite {z,}neny admettra une suite partielle
convergeant vers un point z € F, donc la suite {wy, }nen admettra une suite
partielle convergeant vers un point w = f(z) € f(FE). C.Q.F.D.

Remarque. Il suit de ce théoreme que sur un ensemble compact, le module,
la partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction continue atteignent une
valeur minimum et une valeur maximum.

Théoréme 7 L’image d’un domaine par une fonction continue est un en-
semble connexe.

Démonstration. Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction
continue. S’il existe deux ouverts O; et o tels que

f(D) = f(D)O1 + f(D)O2



2.1. Fonctions continues 25

avec f(D)Oy # 0 et f(D)Os # (), on aura
D =Df 1 (0:1)+Df (02)

avec Df71(01) # 0 et Df71(03) # (. Puisque les ensembles f~1(0;) et
f~1(O2) sont ouverts, D ne peut pas étre connexe, en contradiction avec 1’hy-
pothese. C.Q.F.D.

Remarque. L’image d'un domaine par une fonction continue n’est pas
nécessairement un ensemble ouvert — il suffit de penser a une fonction constante.

Un ensemble £ C C est connexe par arc si deux quelconques de ses
points, z; et zo peuvent étre joints par une courbe continue entierement
contenue dans E : il existe une fonction continue ¢ : [0,1] — E telle que
©(0) = 21 et (1) = 22. Une telle courbe étant connexe, tout ensemble connexe
par arc est connexe.

Théoréeme 8 Tout domaine est connexe par arc.

Démonstration.

Soient D un domaine et z; € D un quelconque de ses points. L’ensemble
01 des point de D qui peuvent étre joints a z; par une courbe continue est
ouvert. L’ensemble O3 des point de D qui ne peuvent pas étre joints a z; par
une courbe continue est aussi ouvert. Comme O n’est pas vide, Os doit I’étre.
C.Q.F.D.

Remarque. La démonstration précédente montre en fait que deux points
quelconques 21 et zo d’un domaine D peuvent étre joints par une courbe
linéaire par morceaux, c’est-a-dire par une courbe continue ¢ : [0,1] — E
telle qu’il existe n > 0 et

O=to<ti<ta<...<tlpy1=1
tels que la restriction ¢/[tk, tx1+1] de ¢ au sous-intervalle [ty, tx11] est linéaire
p(t) = axt + by.

Le domaine D est convexe si I’on peut prendre n = 0 quels que soient z; et
z9.
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FIGURE 2.1 — w = 22, les hyperboles

Méme si ’'on ne peut tracer le graphe d’une fonction f : D — C continue,
on peut visualiser la fonction en tracant les images de familles de courbes
appropriées sous la transformation w = f(z).

Exemple. Considérons la transformation w = 22 (z = x+iy, w = u+iv).
On a

w=a?—y% et v=2xy.

Les images inverses des courbes u = cste et v = cste sont les hyperboles

v
a:2—y2:u et a:yzi

respectivement. (figure 2.1, page 26). Alternativement, les images directes des
courbes x = cste et y = cste sont les paraboles

u—x27i et u—U—Qf
N 4x2 42 4

respectivement (figure 2.2, page 27).
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FIGURE 2.2 — w = 22, les paraboles

2.2 Polynomes et fonctions rationnelles

Théoréme 9 (d’Alembert-Gauss) Quels que soient les nombres complexes
ag, a1, - --,a, # 0, une équation polynomiale de degré n,

ap+arz+ -+ apz" =0,
admet exactement n racines complexes.
Démonstration. Il suffit de montrer qu’elle en admet au moins une. Posons
p(z) =ap+arz+ -+ a,z".
Puisque
lim [p(2)] = +oo,
il existe zp tel que
[p(20)| < p(2)| pour tout z € C.
Montrons que p(z9) = 0. Supposons le contraire. On a
p(20 + 2) = p(20) + bpz™ + q(2)
avec m > 1, by, #0 et
q(z) = b1 2™ 4 4 b2

Soit ((# 0) tel que
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et choisissons z =p(, 0 < p < 1. Alors

p(z0 +2) = p(20)(1 — p™) + q(p¢)

donc
Ip(20 + 2)| < |p(20)|(1 — p™) + Ap™H!

ol A > 0 est une constante indépendante de p, ce qui entraine

Ip(20 + 2)| < |p(20)]

pour p > 0 est assez petit, contredisant le choix de zy. C.Q.F.D.

Le théoreme précédent, souvent appelé théoréme fondamental de
I’algebre, exprime que le corps des nombres complexes est algébriquement
clos. Dans son énoncé, les racines y sont bien entendu comptées avec leur
mutiplicité, c’est-a-dire que 'on a

ap+ a1z + -+ apz” =an(z —21)" (2 — 22)" -+ (2 — 2)™

avec ni + ng + - - - + ngp = n. Lorsque les coefficients a; sont réels, les racines
de I’équation
ap+arz+---+apz" =0

qui ne sont pas réelles se présentent par paires de nombres complexes conjugués
et la factorisation peut se mettre sous la forme

J K
ag+ a1z + -+ az" = ay H(z —a;)" H(z2 — 2Rz 4 4 yP) ™
j=1 k=1

avec ny+---+ny+2my+---+2mg = n. En particulier, lorsque n est impair,
il y a au moins une racine réelle.

Soit
ap+a1z+ -+ apz”  ap(z—21)" (2 —22)" - (2 — 2)"k
R(Z) = d d d d;
bo +biz+ -+ byz bd(Z_Cl) 1(Z—C2)2--'(Z—C])J

une fonction rationnelle dont le numérateur est un polynoéme p, de degré n
et le dénominateur est un polynéme g4 de degré d, les deux polynomes étant
sans facteur commun. On convient de considérer R comme une fonction de C
vers C en posant

R(Cm):ooa 1<m<y
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et
oo sin>d,
a?’l .
={— sin=d
R(x) =4 3"
0 sin <d.
Alors, quel que soit w € C, I’équation
R(z)=w

admet exactement sup{n, d} racines dans C (en tenant compte comme toujours
des multiplicités). Les points ou R = 0 sont les zéros de R, ceux ou R = oo
sont ses poles et I'entier sup{n,d} est le degré de R. La fonction R : C — C
applique donc le plan achevé sur lui méme sup{n, d} fois et de facon continue.

Exemple. Lorsque sup{n,d} = 1, il n’y a que trois possibilités.
n=1d=0:00— oo car

a1z + ag
R(z) = ——;
0

n=0,d=1:00—0et —by/by — oo car

ag

R(z) = ————;
(Z) b1Z+b0’

n=d=1:00—a1/by et —by/by — o0 car

R(z) _amz+tap

= U bg — apb 0.
biot b ol aiby — apby #

2.3 La fonction exponentielle

Les fonctions e?, cos z, sin z, cosh z et sinh z sont prolongées au plan com-
plexe a l'aide de leur série de Taylor a l’origine. Par définition,

+oozk
GZ:ZE7 ZGC,
k=0

too k 2k
-1
cosz = g ((2)k)2!/’ z € C,
k=0



30 Chapitre 2. Les fonctions complezes

+oo (_1)k22k+1

sinz = ———— 2 €C,
— (2k + 1)!
+o00 ZQk
cosh z = —— , 2 €C,
e
too  2k+1
z
sinh z = ——  z€C.
.
Ces fonctions sont donc liées par les relations
eiz _|_e—iz ‘
cosz = — =coshiz, z€C
et ) )
elZ _ iz 1
i i
On a ainsi

e =cosz4isinz, z€C
et, en particulier, la formule d’Euler,

0

e =cosh+isind, 6 eR,

ce qui permet d’écrire un nombre complexe sous forme polaire comme

5= Tei@ — |Z|6i argz

Théoreme 10 Quels que soient z1, 29 € C,
€Z1+Z2

= e*le?2,

Démonstration. Quelque soit n € N, on

19 |
k=0 k=0 p+q=k P pt+q<n p-q
En 1 D . 1 q E 1 p_q
= fZl sz — 721 2’2.
p! q! plq!
p=0 q=0 n<p+q, p,g<n
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Comme
2n k
1 11 21| + |22
> g Y paplars Y REED
n<ptgpa<n D & n<ptqpa<n P T k=n+1 ’

le résultat suit en laissant n — +o0o puisque, en vertu du critére de Cauchy, la
derniere somme tend alors vers O :

+o0 k
elal+lazl = W < too
k=0 :
C.Q.F.D.
On a donc

" = e"(cosy + i siny)
c’est-a-dire

Re™ TV = e cosy , I’V =esiny et |e*TY| = e”.

Les images directes des courbes x = cste et y = cste sous la transformation
w = e* sont des cercles centrés a l'origine et des rayons issus de l'origine
respectivement. On remarque que 1’on a encore e £ 0 quel que soit z € C.

Sia >0 et z e C, par définition,

af = ezlna.

Ce prolongement aux exposants complexes de la fonction x +— a” préserve
les trois regles fondamentales des exposants : quels que soient ai,as > 0 et
z, 21,722 € C,

e (a1a2)® = a1%a”

® qflT%2 = g*#1g*2

® a1%2 = (a*1)*.

Théoréme 11 On a o
e’ = lim (1 + —) ,
n

n—-+00

la convergence étant uniforme sur tout disque D(0, R).
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Démonstration. En vertu du théoréme du bindéme, on a

<1+;)n:1+z+§<1—;> (1-2)---(1—k;1)j.

D’autre part, pour tout 2 < k < n, on a, par récurrence sur k

(1_711) (1_Z>"_<1_k;1> 21_1+2+-~+7(k—1)

n
On en tire
Ny Z\" - 1 2 k—1 2k
o z = 1—(1-= 1—2)...(1= il
=0 k=2
& 1 2 k—1\\ Rk
< — _Z _Z2). (1= il
k=2
n n n—2
1+2+---+(k—1)RF (k—1)kRF R2R  R?,
< —— —_—- e — —_— —
- n k! Z 2n k! ZnZ 4! < o ©
C.Q.F.D.

2.4 Application aux séries de Fourier

Soit f :]—m, m] — C une fonction continue et (a,b) C]—

/f t)dt = /%f dt—l—z/a\sf()

Les propriétés de linéarité et d’additivité de I'intégrale réelle sont évidemment
préservées par cette définition. De plus,

[ 10 o < [ L) at
/ab f(tydt =

/f dt‘ /f t)dt e /f e 10 dt
_/a@%(f —19 dt</ £ (t)

, 7|. Par définition

Posons en effet

Alors
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On a

b inb ina
: e — €
/ ezntdt: -
a in

et, en particulier,

1 +7rei"tdt: 1 sin=0,
2r J_, 0 sin#0, neZ.

Cette relation est la version complexe des propriétés d’orthogonalité des fonc-
tions trigonométriques cosnt et sinnt.
La série de Fourier de la fonction f peut s’écrire

“+o00

Z ek (f) et

k=—00
ou les coefficients de Fourier sont donnés par les formules

I

() === [ Fye Mt

T on o

et il s’agit d’étudier la convergence des sommes partielles

n

> a(f)e

k=—n

vers la fonction f — ces sommes seront réelles si et seulement si

cx(f) = c-r(f)

c’est-a-dire si et seulement si f est réelle. Le calcul du noyau de Dirichlet
et celui du noyau de Fejér sont particulierement simples si 'on utilise les
exponentielles complexes plutot que les fonctions trigonométriques et 'identité
de Parseval devient

+oco +r
D (NP = 1/ |£(2)|? dt.

27 J_,
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2.5

© N e g

10.

11.

12.

Exercices

. Montrer que la distance

d(E,F)=inf{|z—w||z€ E,we F}

entre un ensemble compact E et un ensemble fermé F' disjoints est stric-
tement positive.

. Calculeruetv (z=z+iy, w=u+1iv)si

1 +1
w=-=[z+-].
2 z

Déterminer 'image du cercle unité par cette transformation.

. Mémes questions pour les transformations

—w=2z

—w=(2z2-1)/(2-2)

—w=(1+2)/(1-2).

Trouver toutes les solutions de I’équation e* = —a (a > 0).

Trouver toutes les solutions de ’équation cosz = w (—1 < w < 1).
Trouver toutes les solutions de ’équation sinh z = 1.

Trouver toutes les solutions de I'équation ez = e?=.

Si ae® + be't = ce™ (a,b,c > 0), exprimer c et u en terme de a, s,b et t.

Déduire la formule
cos(z1 + 2z2) = €08 z1 €Os 29 — Sin 21 sin 23

de la relation
efltze — o172

On considere la transformation w = cosh z. Vérifier que
u =coshzcosy et v =sinhzsiny.

En déduire une description géométrique.

Montrer que

. . 2 _
‘622—1—7, + el® < €2x +e 2:cy.

Montrer que
le* — 1] < el —1 < |zlell.
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13.

14.

15.

Soit
+o0 1
C(Z) = kglkz y éRZ > 1

Vérifier que la série converge uniformément dans tout demi-plan Rz >
a > 1. En déduire que sa somme est une fonction continue dans le demi-
plan Rz > 1.

A partir de la formule d’Euler, obtenir les identités

1 in(2 1)t/2
2—|—COSt+C082t+"'—|—COSTLt:SHl(2:h;:/2)/

et
)
1)t
sint +sin3t 4 -+ - +sin(2n + 1)t = sm(n—:)
sin

Montrer qu'un polynoéme trigonométrique de degré n admet au plus 2n
zéros dans tout intervalle semi-ouvert de longueur 27 (tel | — 7, 7]).






Chapitre 3

Les fonctions holomorphes

La dérivation par rapport a une variable complexe est formellement iden-
tique a la dérivation par rapport & une variable réelle.

3.1 Dérivabilité

Soient £ C C un ensemble, zp € F un de ses points et g : E'\ {20} — C
une fonction. Les énoncés suivants sont alors équivalents :

1. Pour toute suite {z, }nen de points de E distincts de zo,

li = 2o impli li = L.
o =0 Tmplique g

2. A chaque € > 0 correspond § > 0 tels que
zeFE et 0<|z—2)|<¢ impliquent |g(z) — L| <e.

Lorsqu’ils sont satisfaits, on écrit

lim g(z) = L.

Z—r 20

Soient D C C un domaine, zy € D un de ses points et f : D — C une fonction.
On dit que f est dérivable en zg si

L 1) = £ ()
z—20 zZ— 20

existe.

CYERCEL)

Z— 20
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On pose alors
B SE = SCo)

dz z—20 z— 2

£2) =

La fonction est dite holomorphe dans D si elle est dérivable en chaque point
de D. Une fonction est dite holomorphe en un point si elle est holomorphe dans
un disque ouvert centré en ce point. Les régles du calcul différentiel concer-
nant sommes, différences, produits, quotients et compositions (lorsqu’elles sont
définies) sont bien entendu encore valables et une fonction dérivable en un
point y est nécessairement continue.

Théoréeme 12 Soit
+o0
= Zakzk , 2] < R.
k=0

Alors f est holomorphe dans le disque D(0, R) et

+oo
= Zkakzk_l , |zl < R.
k=1

Démonstration. Le rayon de convergence de la série dérivée est le méme
que celui de la série originelle. En particulier,

¢(r) = (k= 1)%Jar|r*? < 400
pour tout r < R. Soient donc r < R et z,z9 € D(0,r). Alors, en vertu de
I'identité
Ak_Bk: _ (A—B)(Ak_l—|—Ak_zB+Ak_3BQ—|—"'+Bk_1)

on a que

oo k k
f(z 2R — 29 b1
E kagpzoF ! = g ap | — — kzg
Z— 20 Z— 20
k—2

k=2
+o0o — +o00o
:§ :ak § Zk—l—ng_kzgfl Zak ( k—1-p k 1 p) g
k=2 p=0 k=2 p=0

+o00 k—2 k—2—p

2
:Zak (z — 20) szquz z

k=2 p=0 q=0

o3
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de telle sorte que

+o00 Ix h2 (k2P
f(z) = f(z0 - -
S YR IR Il b3l o
0 1 k=2 p= q=0

< |z — 20| &(r).
C.Q.F.D.

Remarque. On a en particulier

1
g = Ef(k) (0)

(formule de Taylor pour les coefficients d’une série entiere).

3.2 Les équations de Cauchy-Riemann

Soient D C C un domaine, (xg,yo) € D un de ses points et ¢ : D — C une
fonction. Les dérivées partielles de ¢ en (xg, o), si elles existent, sont les
quantités définies par les relations

¢ . 9z + z0,90) — d(20,%0)
%(xo,yo) _allg%) T — T
et
(;f/ﬁ@()’y()) — lim é(xo,y + yo) — ¢>(960,yo)_
Y y—0 Y — Yo

On dérive la fonction par rapport a I'une des variables, I'autre étant fixée.
Les regles du calcul différentiel s’appliquent donc aussi au calcul des dérivées
partielles.

Une fonction peut admettre des dérivées partielles en un point sans méme
y étre continue, telle la fonction

sy — LT @D # 00,

0 sinon.

qui est discontinue en (0, 0) bien qu’elle y possede des dérivées partielles nulles.
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Cependant, si ses dérivées partielles sont continues dans D, la fonction est
certainement continue dans D : en vertu du théoreme des accroissements finis
en effet, on peut trouver 61,0y € [0, 1] tels que

o(x + Az, y + Ay) — ¢(z,y)
= ¢(x + Ax,y + Ay) — dp(x + Az, y) + ¢(x + Az, y) — d(z,y)

0¢ 0¢
= — A Ay)A — A A
ce qui tend vers
0¢ ¢ B

lorsque \/Az? + Ay? — 0.

Théoréme 13 (Cauchy-Riemann) Soient D C C un domaine f : D — C
une fonction holomorphe. Alors ses parties réelles et imaginaires u et v y
admettent en tout point des dérivées partielles qui satisfont les équations de
Cauchy-Riemann :

Ou Ov Ou  0Ov

or 9y’ dy  Ox
Démonstration. Puisque f = u+ i v est holomorphe, en tout point zg € D,

o o) = i £ = F0)

Z—20 Z— 20

En choisissant z = 2y + « (z réel), on obtient

0 .0
J'(20) = 5= (@0, y0) + 5 (20, 40)

et en choisissant z = 29 + ¢y (y réel), on obtient

ou

f'(z0) = —i (63/(%"%) +1 22(93072/0))

c’est-a-dire 5 5
v _Ou
['(20) = a*y(xo,yo) —1 @(J;an())'

C.Q.F.D.
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Observons réciproquement que si la partie réelle u et la partie imaginaire
v d’une fonction f : D — C admettent des dérivées partielles continues qui
satisfont les équations de Cauchy-Riemann

uz(xvy) = Uy(%?J) ) uy(xvy) = —vz(x,y)

dans D, la fonction y est certainement holomorphe. En vertu du théoreme des
accroissements finis en effet, il existe 61, 62,603,064 € [0, 1] tels que

fz+Az) - f(2)
Az

u(r + Az, y + Ay) —u(x,y) +i (v(z + Az, y + Ay) — v(z,y))
N Az +1iAy
uy(x + Az, y + 01Ay) Ay + ugy(z + Az, y)Ax

Az +1iAy
Ug (T + Az, y + 03Ay) Ay — uy(z + 01Az, y) Az
+1 ;

Ax +iAy

(uy(x + Az, y + 61Ay) — uy(x + 01Az,y + Ay))AzAy
Ax? + Ay?
Uz (z + O Az, y) Az? + ug(x + Az, y + 03Ay) Ay?

+ Az? + Ay?

v (—ug(z + Az, y) + ug(z + Az, y + 03Ay)) AzAy
Ax? 4+ Ay?

—uy(z + 04A7, y)Ax? — uy(x + Az, y + 61 Ay) Ay?
+ Az? + Ay?

ce qui tend vers
uw(‘r’ y) - iuy(x, y)
lorsque \/Az? + Ay? — 0. En effet, on a, par exemple,

(uy(z + Az, y + 01Ay) — uy(x + 04Az, y + Ay)) AzAy
Ax? + Ay?

1
< Sluy(e + Az, y + 01Ay) —uy(z + Az, y + Ay)|
et
g (x4 0, y) Ax® + ug (x + Az, y + 034y) Ay?
Ax? + Ay?

€1Ax2 + egAy2
= ugz(x,y) + TAZ AR
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avec

61A$2 + egAy2
Ax? + Ay?

\ < sup{ler], Jeal}.
Donc

e +iy) = u(z,y) —iuy(z,y) = vy(2,y) +ive(2,9)
= ux(x,y) —|—’L"Um(CL',y) = Uy(xvy) - i“y(xay)-

3.3 Exercices

1. Le théoreme des accroissements finis est-il valable pour les fonction ho-
lomorphes ?

2. La fonction de Bessel de premiere espeéce d’indice 0 est définie par la
relation

k=0

Déterminer le rayon de convergence de la série. Vérifier que Jy est une
solution de I’équation différentielle

20" + 2w + 22w = 0.

3. Vérifier les équations de Cauchy-Riemann pour les fonctions suivantes :

—w=2z
—w=(2+1/2)/2
— w=-=sinz

4. Déterminer les conditions sur les constantes réelles a, b, ¢ et d qui rendent
la fonction f(z) = ax + by + i (cx + dy) holomorphe.

5. Obtenir la forme polaire des équations de Cauchy-Riemann : si r # 0,

8u_18v 10u ov

o roe’ roe or
6. Vérifier que la fonction définie pour Rz > 0 par
f(z) =In|z| +iargz

y est holomorphe.
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7. Un polygone régulier est inscrit dans le cercle unité et I'un de ses sommets
est relié aux n — 1 autres par des diagonales. Montrer que le produit des
longueurs de ces diagonales est n.

8. Montrer que les zéros de la dérivée d’un polynoéme sont situés dans l’en-
veloppe convexe des zéros du polynéme (’ensemble des combinaisons
linéaires convexes de ces zéros)(théoreme de Gauss-Lucas).






Chapitre 4

Le calcul intégral

Le calcul intégral des fonctions complexes est au coeur de leur théorie.

4.1 Propriétés des courbes

Une courbe différentiable C est définie par une fonction ¢ — 2(t) d’'un
intervalle [a, b] C R vers C admettant une dérivée 2'(t) = z’'(t)+i v/ (t) continue
et non nulle :

C={z|z=2(t), a<t<b}.

Une courbe différentiable par morceaux ou un chemin est obtenue en
recollant un nombre fini de courbes différentiables C; dont l'extrémité zj(by)
de I'une coincide avec 'origine de la suivante zjy1(ag41) :

C1 + C2 = {Z ‘ z = Zl(t) ou z = Zg(t) s Zl(bl) = ZQ(CLQ)}.

Il est toujours possible (mais rarement nécessaire) de reparamétrer I’'ensemble
de ces courbes au moyen d’un seul intervalle [a, b] et d’une fonction continiment
dérivable par morceaux. Dans ce cours, les chemins rencontrés seront presque
tous formés d’arcs de cercle et de segments de droite.

Soit C un chemin. On supposera que z(t1) # z(t2) si a < t; < t2 < b
(courbe de Jordan) et lorsque z(a) = z(b), on dira que le chemin est fermé. Un
chemin fermé partage le plan en deux domaines disjoints, un domaine borné,
P’intérieur de C et un domaine non borné, son extérieur. La démonstration
rigoureuse de ce fait < évident > est trop compliquée pour étre présentée dans
ce cours (théoreme de Jordan) — consulter [3], page 267, & ce propos.
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Exemple. Le cercle unité est une courbe fermée qui peut étre paramétrée
par
z=¢'', 0<t<2m.

Son intérieur est le disque D(0,1).

Exemple. Soient
Ci=00,1]={z|2z=t, 0<t <1},

Co=[L1+i={z]z=1+4+it, 0<t <1},
Co=[l+ii={z]z=0—t)+i, 0<t <1}
et
Cy=1[i,0]={z]z=i(1—-¢t), 0<t <1}
Alors C1 4+Co+C3+Cy est le bord du carré [0, 1] x [0, 1] et peut étre reparamétré
par
t si 0<t<l1,
1+i(t—1) si 1<t<2,
(B—t)+i s 2<t<3,
i(4—1t) si 3<t<A.

z(t) =

Toute fonction s — ¢t d’un intervalle [c,d] sur [a,b] admettant une dérivée
continue et telle que ¢'(s) > 0 constitue un reparamétrage admissible de
la courbe C :

C={z|z=2((s)) = z1(s) , c<s<d, t'(s) > 0}.
Lorsque t/(s) < 0, on obtient une courbe dénotée par —C :

—C={z]z=2(t(s)) =21(s), c<s<d, t'(s) <0}

Exemples. Le cercle unité peut aussi étre paramétré par
z=¢2"  0<s<l1.

Si
C=lz,22)={z]2=(0—-t)z1 +tza, 0<t <1},

alors
—C=[zn,z]={z|z=521+(1—-9)z2, 0<s<1}.
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Ici [e,d] = [a,b] =[0,1] et t =1 —s.

Un paramétrage d’une courbe y induit un sens de parcours. La tangente
a la courbe C en zg = z(tg) est

T={z|z=z(ty) + 2 (to)(t —to) , t € R}
et sa normale est
N={z|z2=2z(ty) +i2'(to)(t —to) , t € R}.

Les < vecteurs > 2/(tg) = (2'(to),y (to)) et i2'(to) = (—y'(to),2'(to)) sont
toujours orthogonaux et orientés comme les < vecteurs > 1 = (1,0) et ¢ = (0, 1).
Une courbe fermée est dite parcourue dans le sens positif si le vecteur i 2/ (t)
pointe vers son intérieur (figure 4.1, page 48). Cela signifie qu’au voisinage de
chaque point zy (dans un disque D(zp,7) assez petit), 'intérieur de C et le
vecteur 7 2'(tg) sont situés dans le méme des deux demi-plans déterminés par
la tangente en zp. Un reparamétrage admissible — z{(s) = 2/(t)t'(s) avec
t'(s) > 0 — préserve, bien entendu, le sens de parcours.

Exemple. Considérons le paramétrage
z=uacost+ibsint, 0 <t < 2.

de lellipse d’équation

2 2
)
2 el
On a
2/ (t) = —asint +ibcost
et

i2'(t) = —bcost —iasint.
L’équation de la tangente en zy est
(x —acostg)bcosty + (y — bsintg)asinty =0

c’est-a-dire
xbcosty+ yasinty = ab

et son intérieur (il contient l'origine) est situé dans le demi-plan

xbcosty + yasinty < ab.
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FIGURE 4.1 — Le sens de parcours positif

Elle est parcourue dans le sens positif sous ce paramétrage : dans le premier
quadrant, par exemple, les deux composantes de i 2/(t) sont négatives.

La longueur de la courbe C est

b
LC:/\dz]:/ /(1)) dt.
C a

Comme il se doit, elle ne dépend pas du paramétrage retenu :

b b d
[ o= [ Eelsold = [ Ee)ds

Remarque. En coordonnées cartésiennes, on écrit

|dz| = \/dx? + dy?

alors qu’en coordonnées polaires,

|dz| = \/dr? + r2df2.

4.2 Intégrales curvilignes

Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction continue et C une
courbe différentiable contenue dans D, paramétrée par z = z(t) , a <t < b.
Par définition,

/Cf(z) dz = /abf(z(t))z’(t) .
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Siz = z(t(s)) = z1(s) , ¢ < s < d, t'(s) > 0 est un autre paramétrage
admissible, on a bien str que

/Cf(Z)dZZ/cdf(zl(S))Zi(S) ds

Si, au contraire, z = z(t(s)) = z1(s) , c<s<d, t'(s) <0, o0n a

/ 1)z == [ j)as

L’intégrale curviligne de f le long d’un chemin C; + Cy est définie par

/ f()dz= [ f(z)dz+ [ f(z)dz
C1+C2 C1 Co

L’intégrale curviligne jouit donc des propriétés fondamentales de linéarité :

/C(Oélfl(z)+042f2(2))d2Zal/cfl(z)dz+042/cf2(z)d2

d’additivité
/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz
C1+C2 C1 C2

et satisfait I'inégalité

‘ /C () dz

Considérons le cas d’une fonction f admettant une primitive F' holomorphe
dans D. Pour tout chemin C d’origine z1 et d’extrémité 2o, on a

JRE dz—/f

/ F (1)) (t) dt = F(=(1))|

< / F(2)] d2] < sup{|f(2)] | 2 € C} Le.
C

= F(z9) — F(21).

a

Il est donc raisonnable d’écrire
22
/ F(2)dz = Flz9) — F(z1)
21

dans ce cas. En particulier, pour tout chemin fermé C,

/C F(2)dz = 0.
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Exemple. Pour tout n € Ny,

z2 n+l _ _n+l
/ My =2 " (4.1)
5 n+1

Exemple. Soient ‘
Ci={z]z=¢€%0<t <7}

et
Co={z|z=¢""10<t <7}
Alors -
/dz:/ idt =17
¢ ? 0
et

d s
/Z—/ —idt = —i.
Cy < 0

La courbe C; — Cs est le cercle unité parcouru dans le sens positif et 'on a

d
/ 9 _ 271,
C1—Cy #

La fonction holomorphe 1/z n’admet donc pas de primitive holomorphe dans
le plan privé de l'origine.
4.3 Les théoremes de Cauchy

La suite de la théorie est basée sur le théoreme suivant ; la démonstration
présentée ici s’inspire de celle d’Edouard Goursat.

Théoréme 14 (Cauchy) Soient D C C un domaine, f : D — C une fonc-
tion holomorphe et C un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans

D. Alors
/ f(z)dz=0.
C

/Cf(z) dz

Considérons d’abord le cas ou C est un triangle parcouru dans le sens positif.
Au moyen des milieux de ses cotés, subdivisons-le en quatre autres triangles

Démonstration. Soit
I =
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Cr (figure 4.2, page 52). Les segments parcourus deux fois le sont dans des
sens opposés de telle sorte que

4
/cf(Z)dZ:; ckf(z)al,z.

Il s’ensuit que pour au moins I'un de ces triangles, appelons-le 77, on a

is‘ﬁﬂdw-

Le périmetre de ce triangle est L¢ /2. En recommengant ce procédé, on obtient
une suite de triangles emboités T, tels que

1
— < ‘ f(z)dz
T

et que
Le
L(Ty) = 5.
L’intersection de ces triangles est un point zg ou f est holomorphe. On peut
tracer autour de ce point un disque D(zp,7) assez petit pour qu’en tous ces

points, on ait

f(z) = f(z0) + ['(20)(2 = 20) + r(2)(2 — 20)
avec
Ir(2)| < e
et contenant tous les triangles a partir d’un certain rang. On aura alors, pour
ces triangles,
L(C)?
4n

s 31 1(2) dz <e
=)y

:’/;rwﬂz—z@dz

ce qui implique I = 0.
Le cas ou C est un polygone se déduit du cas précédent par triangulation.
Dans le cas général, la fonction f étant continue et en vertu du cas n =0

de (4.1), I'intégrale
/f(z) dz
c

est la limite d’une suite de sommes

Sn =Y flar) (2 — 25-1),

k=1
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FIGURE 4.2 — Le théoreme de Cauchy

lorsque la distance maximale A entre deux points points z; consécutifs de C
tend vers 0 (z, = z9). D’autre part, la distance entre 1’ensemble compact C et
I’ensemble fermé D€ étant strictement positive (exercice 1, page 34), 'intérieur
du polygone P,, admettant ces points pour sommets sera entierement contenu
dans D deés que A sera suffisamment petit (figure 4.3, page 52). Pour de tels
A, on aura

/f(z) i :/f(z) Q=S+ 8 — | fdz+ [ f(2)dz
C C Pn Pn

Pn

FIGURE 4.3 — Le théoreme de Cauchy, suite



4.8. Les théoréemes de Cauchy 53

donc, si A est assez petit,

I<

/cf(z)dz—Sn +

S — f(z)dz
P

< Z/zk |f(z) — f(zx)]|dz| + Z/ £ (21) — £(2)] |dz| < €2Le.
k=1 k=1"1

Zk—1 Zk—1,2k]

en vertu de la continuité uniforme de f.

C.QF.D.

FI1GURE 4.4 — La formule de Cauchy

Théoréme 15 (Cauchy) Soient D C C un domaine, f : D — C une fonc-
tion holomorphe et C un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans
D. Alors, pour tout z dans l'intérieur de C,

- L[ 1O

7% CC—Z

dg,

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

Démonstration. La fonction

9(¢) = ;mg(C)z

étant holomorphe dans le domaine D \ {z}, le théoréme de Cauchy implique
(figure 4.4, page 53)

o:Lwoa+Amo«—Aﬂmw—Amo«
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ol .
Cr={C|¢=z+re", —m<t<m}

de telle sorte que

I S S IR i
ari o (2% T o J ¢ % T o [ TEH D

—T
Le premier membre de la double équation précédente est indépendant de r et
1 [*7 -
lim — fz+ret)dt = f(2).

r—0 27 o

C.Q.F.D.

Théoréme 16 (Cauchy) Soient D C C un domaine et f : D — C une
fonction holomorphe. Alors sa dérivée f' : D — C est holomorphe. De plus, si
C un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D, pour tout z dans

Uintérieur de C, ©
ooy A (S

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

Démonstration. Soient z € D, r > 0 tel que D(z,3r) C D et |h| < r. Alors

Hen g6 L 7<)
h 271 Jo,, (C—2—h)(¢—2)

dg

ce qui montre que, laissant h — 0,

[ f©

27 Je,, (C—2)?

La démonstration de la relation

Q1O
omi c<<—z>2dc‘2m/@r C-2%

se fait comme dans le théoreme précédent. C.Q.F.D.

dc.

Remarque. Par récurrence sur n, on voit par un raisonnement semblable
que l'on a pour la n'®™e dérivée f(™ et sous les mémes hypothéses, la relation

dc.
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Autrement dit, on peut dériver sous le signe intégral autant de fois que 'on
veut.

Un domaine D est simplement connexe s’il possede la propriété sui-
vante : si C est un chemin fermé contenu dans D, son intérieur est aussi contenu
dans D.

Exemples. Un domaine convexe est simplement connexe. Le plan privé d’un
rayon
Ry = {z=re'’ | r >0}

est simplement connexe. Le plan privé de 'origine n’est pas simplement connexe.

Théoreme 17 Une fonction f holomorphe dans un domaine simplement connexe
D y admet une primitive holomorphe F' :

F(:) = Fao) + [ CHQ) de,

ot zg € D et F(zp) sont arbitraires.

Démonstration. Puisque, en vertu du théoréeme (14), l'intégrale ne dépend
pas du chemin joignant zy a z, la fonction F' est bien définie. Pour vérifier
qu’elle est holomorphe et que sa dérivée au point z est f(z), soit r > 0 tel
que D(z,7) C D et, si |h| < r, intégrons du point z au point z + h le long du
segment [z, z + h]. On aura

p B . z+h
Pt F()_f@)‘:‘;/z ()~ F(z) d¢

<sup{[f(C) = f(2)] | C € [z, 2+ hl}
ce qui tend vers 0 avec |h|. C.Q.F.D.

Exemple. La fonction arctan peut étre prolongée a une fonction holomorphe
dans C\ (] — o0, —i] U [i, +ico[ ) en posant
|
arctan z = 5
o 1+¢
Ainsi

Lo(1+4)dt
tan(l +12) = —_—
arctan(1l + ) /0 T (7028

1 2 1 2

1+ 2t 12t

— [ g [ 2 = 1,017 + 40, 402.
/0 1+ 4th +Z/0 1+ 4t DD
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4.4 Le logarithme

La fonction 1/z étant holomorphe dans le domaine simplement connexe
C\ ] — 00, 0], elle y admet une primitive holomorphe dénotée In z et définie par

T de
e

En intégrant le long du chemin [1,|z|] suivi d’'un arc du cercle de rayon |z|
centré a l'origine, on obtient

Inz =

Inz=1In|z|+iargz, z € C\]— 00,0

(Par continuité, on utilise encore cette relation pour calculer le logarithme
naturel d’un nombre réel strictement négatif mais la fonction z — In z n’est
holomorphe que dans C\ | — o0, 0].)

Exemples. On a

In1=0, lni:ig, 1n(1+i):1n\/§+i% , In(—1) =im.

Observons que 'on a

e"? = z mais seulement In(e*) = z mod 27i.

Semblablement,
Inz12z0 =Inz; +1nzy mod 27i.

SipeCet zeC\ {0},

P — P Inz
(mais la fonction z — 2P n’est holomorphe que dans C\ | — o0, 0]).

Exemple. On a

9t — ¢l In2 ’ it = e—7r/2 ot (_1)i — .

On peut définir une fonction log z holomorphe dans tout domaine simple-
ment connexe D ne contenant pas l’origine en posant
z dC

log z = log 2o + —
2 6
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et en choisissant zy € D et log zg tels que

o870 = 2.
(On dit alors que 1’on a choisi une détermination du logarithme dans D.)

Exemple. Pour obtenir un logarithme dans un domaine contenant ’axe réel
négatif, on peut prendre D = C\ R, /4 €t poser

1 /zd< In|z| +1iargz si —m<argz <m/4
ogz = — =
s 1 ¢ In|z| +i(argz — 2m) sinw/4<argz <.

Plus généralement, on peut définir le logarithme log f(z) d’une fonction f
comme fonction holomorphe de z dans tout domaine simplement connexe D
ou f est holomorphe et ne s’annule pas en posant

WA

logf(z) = Ing(Zo) + 2 f(()

dg

et en choisissant zg € D et log f(20) tels que
elog f(20) — £(z).

Exemple. Dans le domaine C\ (] — i00, —i| U [i, +io0] ),

2
log(1+22):/0 1+C<2 dc¢,

VI 22 = chlos(12)

et . dc
arcsinh z = ——— =log(z + V1+ 22).
0 V142
Ainsi
1 .
. 2(1+9)t , .
log(l14+(14+9)%) = | ———__(1414)dt=0,805+1i1,107
Og( +( +/L)) /0 1+(1+Z)2t2( +/L) 9 +Z ) 9
1+ (1+414)2=1,272+10,786
et

arcsinh (1 + i) = log(1 +i + 1,272 + 40, 786) = 1,061 + i 0, 666.
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4.5 Exercices

1. Soit C une courbe paramétrée par z = z(t),a < t < b et de longueur Le.

Montrer que la longueur d’arc s, définie par

t
o= / 2 (n)] dr,

est un nouveau parametre admissible relativement auquel la courbe est
parcourue a vitesse constante. Faire les calculs explicites pour chacune
des trois courbes suivantes :

— le segment [0, 1];

— le cercle unité parcouru dans le sens positif;

— la parabole d’équation y = 22,0 < z < 1.

. Calculer, pour chaque courbe C de I'exercice précédent

/zdz, /%zdz, /z|dz, /argzdz.
C C C C

. Soient f : C — R une fonction continue réelle telle que |f(z)| < 1 et C

le cercle unité parcouru dans le sens positif. Montrer que

/C () dz

<A4.

. Soient D C C un domaine convexe et f : D — C une fonction holo-

morphe telle que |f'(2)] < M dans D. Montrer que

|f(z2) — f(z1)] < M|z — z1| pour tout z1,z9 € D.

. C désignant le cercle unité parcouru dans le sens positif, calculer

1\*"d
/<z+> i,neN.
c z z

En déduire la valeur de

—+m —+7
/ cos?™ tdt et / sin?" ¢ dt.

—T —T

Obtenir aussi

+m +m
/ cos? Lt dt et / sin? 1 ¢ dt.
—T

—Tr
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10.

11.

. C désignant le cercle unité parcouru dans le sens positif, calculer

/ dz
0222—52—“2.

Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et C
un chemin fermé parcouru dans le sens positif et contenu ainsi que son
intérieur dans D. Soient enfin z; et zo deux points a l'intérieur de C.

Calculer
/ f(z)dz
¢ (z—2)(z—22)

Qu’obtient-on lorsque z1 — 297

. C désignant le cercle unité parcouru dans le sens positif, calculer

/ sin® 2 "
c(z—m/6)2

. Soient D C C un domaine, f: D — C une fonction holomorphe et C un

chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D. Soit zg un point a
Iintérieur de C. Montrer que

/f(z)dz—1 mdz n € N.
C

(z =207 nl Jo (2 — 20)

Soient ¢ : {z | || = 1} — C une fonction continue et C le cercle unité
parcouru dans le sens positif. Montrer que

[rerie=— [Fs

Soient D C C un domaine contenant D(0,1) et f : D — C une fonction
holomorphe. Calculer

1
Py ) dz , |zo| # 1.
21 Jo 2 — 2o

Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction continue. Suppo-

sons que
/ f(2)dz=0
C

pour toute chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D. Montrer
que f est holomorphe dans D (théoréme de Morera).
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12.

13.
14.
15.
16.

17.

Soient D C C un domaine et f, : D — C des fonctions holomorphes
convergeant uniformément sur toute partie compacte £ C D vers une
fonction f : D — C. Montrer que f est holomorphe. En déduire que la

fonction
"1
¢(2) = Z =
k=1

est holomorphe dans le demi-plan Rz > 1.

Calculer \/5Z et iV2,

Trouver lerreur : —1 = /—1y/—1 = \/m =V1=1.
Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de 27.
Montrer que ’on peut déterminer une fonction

1—=2
1+ 2

holomorphe dans le disque D(0,1). Calculer au point i/2 la valeur de
celle des deux déterminations possibles de la fonction qui est positive
lorsque son argument l’est.

Déterminer un domaine ol 'on puisse définir logarctan z comme fonc-
tion holomorphe.



Chapitre 5

Propriétés analytiques des
fonctions holomorphes

Bien que formellement identiques, la dérivation par rapport a une variable
complexe et la dérivation par rapport a une variable réelle entrainent des
conséquences bien différentes pour les fonctions impliquées.

5.1 L’analycité

Théoréme 18 (Taylor) Soient D C C un domaine contenant le disque
D(z,7) et f: D — C une fonction holomorphe. Alors

+o0o
f(z)= Zak(z—zo)k , lz—z0| <7
k=0

ol

I YR f(©)
= k!f (20) = 270 /CT (¢ — z)k+t é;

C, désignant le cercle de centre zg et de rayon r parcouru dans le sens positif.
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Démonstration. Soit z € D(zp,7). En vertu de la formule de Cauchy,

o= o [ 19

2mi CC—zC
1 £ B R (z-2 dg¢
= o Crmdc zm/ ;( zo> ¢ — 2

1 [t X - 2\
=5 f(zo+ re”) Z <> ekt qt.
T

r
i k=0

Cette derniere série, étant uniformément convergente, peut étre intégrée terme
a terme ce qui donne

400
= Z ap(z — zo)k
k=0

I Y i (O N
T o o, (¢ — zp)ktt .

avec

L’expression
1
= Ef(k) (ZO)

suit de 'expression générale de Taylor pour les coefficients d’une série entiére
ou de la formule intégrale de Cauchy pour la k*™¢ dérivée d’une fonction
holomorphe. C.Q.F.D.

Exemples. On peut choisir une détermination holomorphe des fonctions

z > log(l+2) et z — (1+ 2)P dans C\] — oo, —1]. Pour les déterminations
qui sont réelles sur ’axe réel, on a

log(1+2) = ozl <1

et

k+1
(I+2)P 1+Zp p i )k,\z|<1.

-1

De plus, en intégrant terme & terme la série pour (14 22)~1, on obtient

— (-D* 2k+1
tanz =y - , |2 < 1.
arctan z 2 T ||
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De facon générale, on dit d’une fonction ¢ qu’elle est analytique si elle
peut localement s’exprimer comme la somme d’une série entiere de son ar-
gument (ou de ses arguments). Il peut s’agir d’une fonction R — R | d’une
fonction C — C, d’une fonction R — R etc ... Toute fonction holomorphe
dans un domaine y est donc analytique. Une fonction holomorphe dans le plan
tout entier est dite entiére. Une telle fonction peut s’écrire comme la somme
d’une série entiere en z convergeant pour tout z € C.

Théoréme 19 (Liouville) Une fonction entiére et bornée est nécessairement
une constante.

Démonstration. Soit
—+o00
flz) = Zakzk , z€C.
k=0
On a les inégalités de Cauchy pour les coeflicients de la série :

— sw{l ()] | 2] =}

Puisqu’ici |f(z)| < M pour tout z, en laissant r — +00, on obtient

lag| <

ar =0 si k>1.

C.Q.F.D.

Exemple. On a
|cosz| <1 pour tout =z € R
mais
sup{|cosz| | |z| =7} = coshr — +oo lorsque r — +o0.

5.2 La propriété des zéros isolés

Soit D C C un domaine et f : D — C une fonction holomorphe. La
fonction admet un zéro d’ordre ou de multiplicité m > 1 en 25 € D si son
développement de Taylor y est de la forme

+oo

f(z) = Z ap(z — 20)F avec an, # 0.

k=m
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Théoreme 20 Les zéros d’une fonction holomorphe sont isolés.

Démonstration. L’énoncé signifie qu’a chaque zéro zy de f dans D corres-
pond p > 0 tel que

0 < |z — 20| < p entraine f(z)#0.

On a en effet
+oo

f(2) = ar(z = 20)" = (2 — 20)"g(2)

k=m
ou

+oo
g9(2) = am + Z ar(z — 20)% , |z — 20| <7
k=m+1

Puisque la fonction g est continue et ne s’annule pas en zg, elle ne s’annule
pas dans un voisinage D(zg, p) de z9. C.Q.F.D.

Le principe du prolongement analytique exprime que deux fonctions
holomorphes dans un méme domaine D qui coincident sur un ensemble de
points admettant un point d’accumulation dans D doivent coincider par-
tout dans D. Par exemple deux fonctions entieres coincidant sur l'axe réel
coincident partout.

Théoréeme 21 Soient D C C un domaine symétrique par rapport a l’axe réel
et f: D — C une fonction holomorphe, réelle sur l'aze réel. Alors

f@) = f(2).

Démonstration. La fonction g(z) = f(Z) est holomorphe dans D :

9(z) ~9(=0) _ TG~ @) _ 1)~ I ()

Z— 20 Z— 20 Z—

— f'(%0)

g

lorsque z — zg. Comme elle coincide avec f sur ’axe réel, elle coincide avec f
partout dans D. C.Q.F.D.
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5.3 La propriété du module maximum

Théoréeme 22 Soit D C C un domaine et f : D — C une fonction holo-
morphe, non constante. Alors le module |f| de f n’a pas de maximum local
dans D ni de minimum local sauf auzx points o f s’annule.

Démonstration. Soient zg € D, D(zp,2r) C D. On a

+00 400
‘f(ZO + ,reit)’2 _ Zzakaijrk-i_jei (k—j)t‘

k=0 j=0
En intégrant terme a terme les séries, on obtient

1 [t

400
o |f(z0 + ') Pdt = |ag|*r?.
- k=0

Si | f| admettait un maximum local en zp, on aurait

+o0

> larPr?* < aol?

k=0

pour tout r assez petit et la fonction serait constamment égale a ayp dans un
voisinage de zy donc dans D tout entier. Le cas d'un minimum se déduit de
celui d’'un maximum local en considérant la fonction 1/f sur le domaine D
amputé des points ou f s’annule. C.Q.F.D.

Exemple. Sur un ensemble compact E, une fonction holomorphe (dans un
domaine D D FE) non constante atteint toujours son module maximum sur le
bord de E, jamais dans son intérieur.

Théoréme 23 (Schwarz) Soit f une fonction holomorphe dans le disque
unité, telle que |f(2)| <1 et s’annulant a l'origine. Alors

F(@) <zl |2l <1
avec €galité en un point z # 0 si et seulement si f(z) = cz, |¢| = 1.

Démonstration. Soit 0 < r < 1 arbitraire. Si

+o0
f@) =S a5 <1,
k=1
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soit

+o0
g9(z) = /(z) = Zakzkfl , |zl < 1.
k=1

z

L’inégalité

1

l9()| < -

ayant lieu sur le cercle |z| = r, elle a lieu dans le disque D(0,r). Le résultat
suit en laissant » — 1. Et 'on n’aura égalité que si g est constante. C.Q.F.D.

5.4 Exercices

1.

Soient ZZE& apz* et ZZEB biz" des séries entieres dont les rayons de
convergence sont plus grands que ou égaux a r. Montrer que le rayon de
convergence de la série produit,

+o0o k

Z Z ajbk_jzk,

k=0 j=0

est encore plus grand que ou égal a r.

. Calculer explicitement les trois premiers termes de la série de Taylor a

Iorigine de la fonction

f(z) = e*/(=2),

Quel est le rayon de convergence 7

. Soit

— 1 2 1 3
oz 1 —1+Blz+iBgz +§Bgz + -

Quel est le rayon de convergence de la série 7 Calculer explicitement les
trois premiers nombres de Bernoulli, B1, By et Bs.

. Soient 0 < a < b, 29 € C quelconque (mais différent de a et b) et

S
(z—a)(z—b)

Développer la fonction f suivant les puissances entieres de z — zg. Quel
est le rayon de convergence de la série obtenue ?

f(z) =

. Soit f une fonction entiere satisfaisant une inégalité du type

If(z)| < M|z[", M>0,neN, zeC.

Montrer que f est un polynome.
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11.

. Soit f une fonction entiere telle qu’il existe trois nombres réels non tous

nuls, a, b et c tels que
aRf(z) +b3f(z) <c, z€C.

Montrer que f est constante.

Déduire le théoreme fondamental de ’algebre du théoreme de Liouville
sur les fonctions entieres bornées.

. Déterminer 'ordre de tous les zéros des fonctions suivantes :

— 1—cosz;
— zsinz;

— (1 —e?)(22 —4)%

. Déterminer toutes les fonctions entieres telles que |f(z)] =1 si |z] = 1.
10.

Montrer que
sin z .
sup |[—— | < sinh 1.
|z|<1

z

Un polygone régulier est inscrit dans le cercle unité et un point du disque
unité est joint a ses sommets par des droites. Déterminer un point pour
lequel le produit des longueurs de ces droites est maximum et la valeur
du produit maximum.






Chapitre 6

Le calcul des résidus

L’étude des fonctions holomorphes aux points ou elles cessent de I’étre nous
permet de leur découvrir de nouvelles propriétés.

6.1 Singularités isolées

FIGURE 6.1 — Le théoréeme de Laurent
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Théoréme 24 (Laurent) Soient D C C un domaine contenant la couronne
{z|r <|z—2] <R} et f: D— C une fonction holomorphe. Alors

—+00

f(z)= Z ak(z—zo)k, r<|z—z| <R

k=—o0

ou
1 f(©)

" 2mi Jo, (C— 20)F

dg,

C, désignant le cercle de centre zy et de rayon p (r < p < R) parcouru dans
le sens positif.

Démonstration. Soit r < |z — z9| < R. En vertu de la formule de Cauchy
(figure 6.1, page 69), on a

f(z)zi. )

g
27 Jopqr—cr—r G — 2

[ SQ [ S©

S 2mi Jo, (-2 2mi Crg—zdc
1 =X —2n\F A 1 XRc-2\F A
L CRf(<)§)<<_ZO> R CTf(C);ﬂ(Z_ZO) o

En intégrant les séries terme a terme, on obtient

Z2m/c ¢ —20) k+1 4 (z = z0)"
1
+22m/ FOC =) C(z—zg)kJrl
S /(¢
Yol

k
~ % T o \k+1 dC (Z - ZO)

)
)
+ Z 2m/ C_f(z?)wrl d (= = z)’.

Finalement, la fonction
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étant holomorphe dans la couronne r < |( — 29| < R, on a

1 f(€) g - b f(€) g b f(€) dc
2mi Jop (C—20)"0 " 2mi Jo, (C—20)M 7 2mi Jo, (¢ — z0)Ftt
C.QF.D.

Remarque. Si f est holomorphe dans une couronne centrée a l’origine conte-
nant le cercle unité, la restriction de la série de Laurent de f au cercle unité
est la série de Fourier de la restriction de la fonction f au cercle unité :

oy N~ LT ey ik kit
f(e') = Z 27r/ f(e")e " dr e,

Exemple. Soient 0 < a < b et
-
(z—a)(z—b)

Dans le disque |z| < a, le développement de Taylor de f est

£(2) 1 1 1 1 1 1 1 1
Z) = —_ = —_ —_ =
b—al\z—-b z-a b—al\al—z/a bl—2z/b
X1 1 1\
_Zb—a Gl Rl ) P
k=0
Dans la couronne a < |z| < b, le développement de Laurent de f est
1 1 1 1 1 1 1 1
f(z)_b—a(z—b_z—a)_b—a<_zl—a/z_bl—z/b>

1 +00 ok ~+00 ok
“b_a sz+1+zbk+1 :

k=0 k=0

fz) =

A Dextérieur du disque |z| < b enfin, le développement de Laurent de f est

1 1 1 — (VP —dF\ 1
f(z):b—a<z—b_z—a)zz< b—a ) P

k=0

Un point zg est une singularité isolée pour une fonction f si elle est
holomorphe dans un disque pointé {z | 0 < |z — z9| < R} centré en zy. Suivant
la nature du développement de Laurent en 2y, on distingue trois cas.
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e Une singularité isolée est apparente si le développement de Laurent ne
contient aucun terme (z — z9)* avec k < 0.

e Une singularité isolée est un pdle d’ordre m si

—+00

f(z) = Z ar(z — 20)% | am #0.

k=—m

e Une singularité isolée est essentielle si le développement de Laurent contient
un nombre infini de termes (z — zp)* avec k < 0.

Au voisinage d’un poéle zp, une fonction holomorphe f(z) tend vers oo
lorsque z — zg. Le comportement au voisinage d’une singularité essentielle est
beaucoup plus complexe.

Exemple. La fonction e'/? posséde une singulatité essentielle & Vorigine.
On a
lim e'/* = 400,
z—0+

lim e'/* =0,
z—0—

lim e!'/"Y n’existe pas.
y—0

Remarque. Le point z = 0 n’est pas une singularité isolée pour la fonction
In z. Dans la théorie des surfaces de Riemann, un tel point s’appelle point
de ramification. Il en est de méme des points +i pour la fonction

1
arctan z = ?(log(z — 1) —log(z +1)).
i

Une fonction méromorphe dans un domaine D C C est une fonction
f : D — C qui est holomorphe a ’exception de sigularités isolées qui sont
toutes des podles pour f. En lui attribuant la valeur oo aux poles, on peut la
considérer comme une fonction D — C continue.

Exemples. Une fonction rationnelle est méromorphe dans le plan tout en-
tier. Ainsi en est-il des fonctions
sin z cos 2 sin z

3 et tanz = .
z 2" — CcoS 2
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En soustrayant d’une fonction rationnelle R(z) toutes les parties prin-
cipales (les termes avec exposants négatifs) des développements de Laurent
aux divers poles z, on obtient une fonction rationnelle sans aucun pole, c’est-
a-dire, un polynome p; c’est la décomposition en fractions partielles de la

fonction :
ak7
Z Z o ;k p(2).

k=1 j=1

6.2 Résidus

Soient f une fonction holomorphe dans un disque pointé 0 < |z — z| < r
et

f(z)= Z ar(z —20)F, 0< |z — 2| <,

son développement de Laurent en zg. Le résidu de f en zg est

1 f(©)

2mi Jo, ¢ — 20

Rés(f, 20) = a_1 = dc

C, désignant le cercle de centre zy et de rayon p (0 < p < r) parcouru dans le
sens positif.

Lorsque zg est un pole d’ordre m pour f, le résidu peut aussi y étre calculé
par la formule

Rés(f,z9) = lim ! an!
T S5 (m— 1) dzm T

((z = 20)" f(2))-

Exemples. On a

1
Rés<COSZ wk> —wk cosw , 0<k<n-—1,;
- n
Rés(e'/#,0) = 1.

Théoreme 25 Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction holo-
morphe dans D a U'exception de sigularités isolées. Soit C est un chemin fermé
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contenu ainsi que son intérieur dans D, ne passant par aucune des singularités
de f et en contenant un nombre fini z1, 29, ..., 2z, dans son intérieur. Alors

/ f(z)dz = 2mi Zn: Rés(f, zi),
¢ k=1

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

Démonstration. La fonction étant holomorphe dans le domaine intersection
de l'intérieur de C et des extérieurs de petits disques centrés aux singularités,
on voit que

/C f(2)dz = ,; RIS

C}, désignant un cercle centré en z; et de rayon rj suffisamment petit parcouru
dans le sens positif. En intégrant terme a terme le développement de Laurent
en zj, on obtient

f(z)dz =2miRés(f, zx).
Ck

C.Q.F.D.

Remarque. La formule de Cauchy,

f(”)(Zo)—n!/c( G

270 Jo (2 — zo)nH

correspond au cas d’un pole d’ordre n + 1 en zg.

Exemple. On a

sin z
/ 5 dz = 0;
c <
COoS 2 1
dz = . Wk coswk
/C 2 —1 2min Zk: " "
la somme portant sur les k tels que w” est intérieur & C;

1 si0 est intéri a C
/el/z dz:{ s1 U est 1nterieur a C,
c

0 sinon.
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6.3 La propriété de ’application ouverte

Théoreme 26 Soient D C C un domaine et f : D — C wune fonction
méromorphe dans D. Soit C est un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur
dans D, ne passant par aucun des zéros ni aucun des pdles de f. Alors,
désignant par Z; le nombre de zéros de f dans lintérieur de C et par Py
celui de ses poles,
1 [ f(z)
2mi Jo f(2)

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

dZ:Zf—Pf,

Démonstration. La fonction z — f/(z)/f(z) est holomorphe dans D sauf
aux zéros et aux poles de f. Si

f(2) = (2 = 20)*9(2) , g(z0) #0,

on a

fz) 2=z g(2)
et, Cy désignant un cercle centé en zg et de rayon rg suffisamment petit par-
couru dans le sens positif,

rE kL ge)

e,

2mi Je, f(2) Z=Fk

On conclut comme dans la démonstration de la formule de Cauchy (théoreme
15, page 53). C.Q.F.D.

Le théoreme précédent est connu sous le nom de principe de ’argument
pour la raison suivante : choisissons un point z; sur le chemin C et une valeur
01 telle que

f(z1) = |f(z1)|e"™
et parcourons C dans le sens positif en laissant le nombre 6 dans la représentation
f(z) =1f(2)]e"”

varier continiiment. En désignant par C, le portion de C entre 21 et z, on a

(S
2mi Je, f(C)

d¢ =log|f(2)| —log|f(z1)| + (0 — 6h)
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De retour au point zy,

RO S A (IS

omi Jo J(z) 7 2mi e, F(Q)

est la variation de < argument > de f(z;) le long de C.

Théoreme 27 L’image d’un domaine par une fonction holomorphe non constante
est un domaine.

Démonstration. Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction
holomorphe dans D. Il s’agit de montrer que f(D) est ouvert. Soit wy =
f(z0) € f(D). 1l existe un disque pointé centré en zg, 0 < |z — 2| < 2r, dans
lequel la fonction f(z) — wp ne s’annule pas. Soit

p =mnf{[f(C) —wo| | I =20 =7} >0

et considérons, pour |w — wyp| < p, la fonction

1 !
N(w) = = / Qe
2mi Jo, f(Q) —w
ou C). désigne le cercle centré en z et de rayon r parcouru dans le sens positif.
Elle est continue

_ _ b /')
V) = V) = 35 | e
et ne prend que des valeurs entieres. Comme N (wg) > 0, on doit avoir N (w) >

0 pour tout w tel que |w —wp| < p, c’est-a-dire que ce disque est contenu dans

f(D). C.QF.D.

d¢ (w1 — wz)

Remarque. La démonstration précédente montre en fait que, N(w) étant
le nombre de zéros de la fonction f(z) — w dans un voisinage de zp, 'on
a N(w) = N(wp) pour tout w suffisamment pres de wg. En particulier, la
condition nécessaire et suffisante pour que f soit inversible dans un voisinage
de 2z est que f'(zp) # 0.

Une conséquence de la propriété de I'application ouverte est que la fonc-
tion inverse, lorsqu’elle existe, d’une fonction holomorphe est continue, donc
holomorphe elle aussi :

i @) = o) 1 __1
w—wo w — Wy Z—20 f(Z) — f(Zo) f/(ZQ)
zZ— 20
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Théoréme 28 (Rouché) Soient D C C un domaine et f,g : D — C deux
fonctions holomorphes dans D. Soit C est un chemin fermé contenu ainsi que
son intérieur dans D. Si

[f(z) + 9 < [f(2)+19(=) , z€C,

alors f et g ont le méme nombre de zéros dans l'intérieur de C.

Démonstration. Considérons la fonction

Elle est méromorphe dans D. Il suit de '’hypothese que, quel que soit ¢t > 0,
la fonction h(z) — ¢ n’a ni pole ni zéro sur C. Par suite, I'intégrale

N(t) = 1 B (2)

= [ ¥y
omi Jo h(z) —t

ne dépend pas de ¢, vaut Z; — Z, lorsque ¢t = 0 et tend vers 0 lorsque £ — +o0.
D’ou
0=12;— Z,.

C.Q.F.D.
Exemple. L’équation
23 eItz —

admet exactement trois racines de module strictement plus petit que 1, comme
on le voit en appliquant le théoréme de Rouché aux fonctions f(z) = —2% +
e 1% et g(2) = 23 sur le cercle |z| = 1.

6.4 Application aux transformées de Fourier

Soit f : R — C une fonction continue absolument intégrable. Sa trans-
formée de Fourier est la fonction f: R — C définie par

—+00

J(&) =3()E) = (z)e %" da.

—00

C’est un outil essentiel des mathématiques appliquées. Elle peut souvent étre
obtenue via le calcul des résidus.



78 Chapitre 6. Le calcul des résidus

Ca

-A A

FIGURE 6.2 — Une transformée de Fourier

e Soient R une fonction rationnelle intégrable sur R et z; ses poles. Alors

/%0 R(z)e "¢ do = 27”"2%2,»0 Ré,S(R(Z)e_Z:SZ, zk) s? £<0,
—2mi ) <0 Rés(R(2)e %%, z;) si &> 0.

—00

Considérons le cas £ < 0. Si le nombre A de la figure 6.2, page 78 est suffisam-
ment grand,

/ R(Z)efigz dz = 2mi Z Rés(R(z)eiigz, 2k)-
Ca

Sz >0

Lorsque A — +o00,

A ) +o00 ]
/ R(z)e "% dx — / R(z)e "% du
—A —o0
et
Kr

/7r R(Ae”) egAsintigAcostiAeitdt‘ < /7r FegAsintAdt — 0.
0 0

Exemple.

+oo ,—i§ +00
/ = 2/ COSET 1o — e el
o 1-'—.1»'2 0 1—1‘372

. _r2 4 . N
e La fonction z — e % /2 est sa propre transformée de Fourier, & un
multiple pres :

+o0o
/ e~ T 218 gy vV ome=¢/2,

—0o0
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A< ~TCa A<

-A A

FIGURE 6.3 — Une transformée de Fourier
Considérons le cas £ > 0 (figure 6.3, page 79). On a
+00 +0oo
/ o8 /2p—1Ex Jo 652/2/ e~ (@t+i&)?/2 g0
— 50 —00
et, en vertu du théoréeme de Cauchy,

A £ A 3
0= / e /2 dm—i—/ e~ (AFit)?/2; dt—/ e~ (@+i&)?/2 dm—/ e~ (A=it)*/2; 1y
—A 0 —A 0

Lorsque A — +o00,

¢ ¢
/ e(Ai”)Q/%‘dt’ g/ e 2q
0 0

et

+o0 400 ) 400 '
0= / e 2 g — / e~ (@+i&)?/2 g0 oo / e~ (@+i&)?/2 g0

o

6.5 Application au calcul d’intégrales diverses

e Soit R une fonction rationnelle de deux variables. Alors

1 +7 1 -1 .
R(cosf,sinf) do = Z Rés <zR <Z +2Z ,Z 2; ) ,zk> .

or J_
4 |zk\<1

(Les zi sont les poles de la fonction rationnelle

ER z—i—z_l,z—%_l
z 2 21

— on suppose qu’il n’y en a aucun sur le cercle unité.)
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En effet, C désignant le cercle unité parcouru dans le sens positif,

/1R(2+z‘1,z—%‘1)dz
c? 2 21

|Zk‘<1
Exemple.
1 [T  df 1
— - = , a> 1.
2r J_. a+sinf aZ — 1

-eiﬁ/n

FIGURE 6.4 — Un calcul d’intégrale

/+°° dx T/n
= — , n> 1.
o l+am sinw/n

Si A > 1, on a (figure 6.4, page 80)

d 1 .
/ L —om Rés< ,e”/">.
c, L+27 1+ 2n

A 2 A A i ,
/ v +/ ﬂ/nimen. tdt—/ e gt = 2T gim/n.
0 1+x” 0 1+A”e“l 0 1+tn n

D’ou
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Lorsque A — +o00,

oo 1 _ €i27r/n 27i
- — €
/0 142 n

27 /n i Aett 27 /n A
——dt| < dt — 0.
/0 14 Areint ‘—/0 a1 "7

car

FIGURE 6.5 — Un calcul d’intégrale

e Soient R une fonction rationnelle sans pole sur ’axe réel positif et qui
tend vers 0 lorsque z — oo, 2z ses poles et 0 < p < 1. Alors

T R(x) 271 ., (R(z)
N do = —— ; Rés <z7’ ,2k>

(o1 2P = |z[Pe’P? avec 0 < 6 < 27).

Choisissons la détermination de 2P dans C\ [0, +-00[ telle que 2P = |z[Pe?P?

avec 0 < 6 < 27. On a, dés que A est assez grand et § est assez petit, que
(figure 6.5, page 81)

/ R(z) dz = 27TiZRés (R(Z), zk) .
CAa,a,6 2P P 2P
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Paramétrant,

2w —0 4 it ) 2m—04 it )
/ Mﬁle” dt — / R(ae )iae” dt
0 0

N Apei pt apei pt

Acosf . Acosfy g
+/ R(x—l—zd)dm_/ Mdm:Qm’E RéS<RZ(§),Zk)«
a a 2k

cos B, (:E + { 5)17 cos b, (l‘ - Zd)p

Lorsque § — 0, on obtient

21 A it ) 27 it )
/ Le)iAe”dt —/ Rfae )iae”dt
0 0

Apeipt aPelpt
A A
R(z) R(z) : . [ B(z)
—i—/a xpdac—/a xpe%ipdm:%rzZRes o S 2k | -
Zk

Laissant enfin a — 0 et A — +00,

2w R aeit )
/ ( : t)iae”dt < Kpra'™? =0,
0 aPe'P

Ap ei pt

/0+oo R;:) dr (1—e ™) =2mi y Rés <RZ(;)7 Zk> |

2k

/+oo dx o7
o aP(l+z) sinmp’

T gin x T
dr = —.
0 X 2

En vertu du théoréme de Cauchy (figure 6.6, page 83),

eiz
/ —dz = 0.
cA,a z

0 /A 2i sin x "
a X

™ eiAcost—Asint ) ™ ei(zcost—asint .
=+ —.tiA€Zt dt — 7.2&@'(16” dt.
0 Ae? 0 ae’

27 A it ) 1
RA) et < 1t L
0 Ap

Exemple.

Paramétrant,
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Ca a

%

FIGURE 6.6 — Un calcul d’intégrale

Laissant A — 400 et a — 0, on obtient

T i Acost—Asint ) T Asi
/ Z.tiAe”dt‘ g/ e~ Asint gp s
0 Ae 0

g eiacost—asint

.Gt .

— 7}1@6 dt — —T
0 ae’

et oo
9 i
0:/ PR e — i
0 X
¢ + 2
o -
s
[,
0 X 2
En vertu du théoréme de Cauchy (figure 6.2, page 78),
e —1—iz
[,
Ca z
Paramétrant,

2

A iz —ix m i Acost—asint . it
e e -2 e —1—1iAe
0 —/ +dm+/ . idt.
0 X 0 Ae”

Laissant A — oo,

T eiAcostfasint —1— Z'Aeit )
idt =
0

Aett

et

+o0o _
O—/ 2((30873;1)6136—0—%
0 X



84

Chapitre 6. Le calcul des résidus

6.6 Exercices

1.

Obtenir les séries de Laurent au point 1 des fonctions
e? 22
et .
(z —1)2 (z—1)(z —2)

. Obtenir la série de Laurent de la fonction

S
(z—a)(z-b)

dans le disque pointé 0 < |z — a| < |b| — |a].

f(z) =

, 0. <al <o

. Les fonctions de Bessel de premiere espece Ji satisfont la relation

+oo
e3(0=%) = Z Ju(2)w* | w#0
k=—0o0
En déduire que
1 [7 .
Ji(z) = / cos(zsint — kt) dt.
T Jo

. Classifier les singularités des fonctions

1 z 23

t .
e =17 (2sinz —1)2 el 1

. Déterminer le résidu de la fonction rationnelle

z

&)= T

a chacun de ses poles.

. Soient f et g deux fonctions holomorphes en zy et h(z) = f(z)/g(2).

Supposons que g admette un zéro simple en zg. Calculer
Rés(h, zp).

Soient p un polynéme et C un chemin fermé contenant tous ses zéros
dans son intérieur. Calculer




6.6. Ezercices 85

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Soient f une fonction entiere, w(z) = (2 — 2z1)(z — 22) - - - (2 — z,) un po-

lyndme ayant tous ses zéros distincts et C un chemin fermé les contenant
tous dans son intérieur. Montrer que

1 Q@) —w(z)
PO = 5mi fow@) (=2

est un polynéme de degré n — 1 qui coincide avec f aux zéros de w.

dg

. Déterminer toutes les fonctions holomorphes réelles.
10.
11.

Déterminer toutes les fonctions holomorphes de module constant.

Montrer que, si a > e, I’équation az” = e® admet n racines dans le disque
unité. Montrer que ce disque n’en contient aucune si ae < 1.

Démontrer : Soient D C C un domaine et H,h : D — C deux fonctions
holomorphes dans D. Soit C est un chemin fermé contenu ainsi que son
intérieur dans D. Si

h(z)| <|H(z) , z€C,

alors H et H + h ont le méme nombre de zéros dans l'intérieur de C.

Montrer que les zéros du polynéme 14 32™ +52" (1 < m < n) sont tous
situés dans la couronne 1/3 < |z| < 1.

Utiliser le calcul des résidus pour calculer la transformée de Fourier de

la fonction )

Montrer par le calcul des résidus que
27 in6
/ B g =om (1 ——
o a+sinf a2 —1

Evaluer par le calcul des résidus

fz) =

lorsque a > 1.

i +7 do
27 J_, a+bcosf+csing’

a’? > b+ A2

Montrer par le calcul des résidus que

—+o00
/ x dz::ﬂ n > 2.
0

1+ 2n sin 27 /n
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18. Evaluer par le calcul des résidus

oo dz
_— 1.
/0 xp(1+x2)’0<p<

+o00o b
/ de , 0<p<l.
oo 1+ €%

19. Calculer




Chapitre 7

Propriétés géométriques des
fonctions holomorphes

Les transformations du plan effectuées a ’aide de fonctions holomorphes
jouissent d’une propriété remarquable.
7.1 Transformations conformes
Lorsque deux courbes différentiables C; et Co de paramétrage respectif
z=2z(t) et z=12(t), a<t<b,
se coupent en un point zg = 21(tg) = 22(tg) , a < tg < b, 'angle a qu’elles

forment est, par définition, l’angle (compris entre 0 et m) que forment les
< vecteurs > 2] (to) et z5(to) :

R (#4(to)5(t0) )

EAGOIIEACY]

= arccos

(figure 7.1, page 88). On remarque que I'angle 8 formé par les courbes C; et
—Cy est
b =m—a.

Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et zg € D.
Supposons que f’(z9) # 0. Soient C; et Cy deux courbes différentiables se
coupant en zg. Alors ¢t — wy(t) = f(z1(t)) et t — wa(t) = f(22(t)) sont deux
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FIGURE 7.1 — Angle entre deux courbes

courbes différentiables se coupant en wy = f(zp). L’angle qu’elles y forment
est

R (f(20)21 (t0) J'(z0) ko) R (24 (to) (ko)
arccos = arccos .
|f"(20)21(t0)[1f" (20) 25 (t0) | |21 (to)125(t0)|
On exprime ceci en disant que la transformation w = f(z) est conforme aux
points ot f'(2) # 0. Si f'(z0) = f"(20) = --- = f™ D (z0) = 0 et f™)(20) #0,

on a
F(2) —wo =~ f™(20)(z — 20)" si z—2~0

et la transformation multiplie les angles par n en zj.

Exemple. Considérons la transformation w = z? déja rencontrée. On a

u=2%—y* et v=2xy.

Les images inverses des courbes u = cste et v = cste sont les hyperboles

v
m2—y2:u et my:§

respectivement (figure 2.1, page 26). Ces courbes se coupent a angle droit : on
a

At) =t+i V2 —u et z(t) =t+i—

2t
Lorsque les hyperboles se coupent,

v
t2— -
YT
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et
tv

NEIIE ) [ E—_—
1( ) 2( ) 2t2\/m
Au point 0, les images inverses des courbes u = 0 et v = 0 sont les droites
y==4x ,y=0et 2z =0 qui se coupent sous un angle de 7/4.

=0.

Exemple. Considérons la transformation w = e* (page 29). On a
u=-¢e"cosy et v=-e"siny.

Les images directes des courbes © = cste et y = cste sont les cercles

w2 402 = 27

et les droites
v=utany
respectivement. Ces courbes se coupent a angle droit : on a
wi (t) = e® T et wy(t) = t(1 + i tany).
A I’intersection,
e“cost =1, e*sint =ttany

et
R (1w} (0ug(6)) = " sint + " cost tany = 0.

7.2 Les transformations homographiques

Les fonctions homographiques

b
T(z)zzzzid , ad —bc # 0,

forment un groupe pour le produit fonctionnel 75 o T3 : on a

a a1z + by b
To(T(2)) = “ez+d _ (aga1 4 bac1)z + (aghy + bady)
2 a1z + b (CQCLl + dgcl)z + (Cle + dgdl)
co———— +da
c1z+ dq

avec

(aga1+bacy)(cobi+dady) —(agbi+bady ) (c2a1+dact) = (ardi—bici)(azda—baca)
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et

T_l( ) _ dz—0b '
—cz+a
Ce groupe est engendré par
Tl(z) =75 TQ(Z) =kz et T3(z) =z24+k
z
puisque
b ad
a ¢ cec
T(z)=-+
c d
z+—
lorsque ¢ # 0.
Puisque
ad — be
T -
(2) T

les transformations homographiques w = T'(z) effectuent une représentation
conforme de C\ {—d/c} sur C\ {a/c} lorsque ¢ # 0.

Un cercle de C est, par définition, I'image par la projection stéréographique
dun cercle sur S? (page 18). Il correspond & I’ensemble des points z du plan
tels que

Cxz+Az+Az=D (7.1)

avec
C,D€R tels que —CD < |A]. (7.2)

Si w = 1/z, I'équation (7.1) devient
Duw — Aw — Aw = C,

si w = kz, elle devient

c _ A A

et si, enfin, w = z + k, elle devient
Cww + (A — Ck)w + (A — Ck)w = D + Ak + Ak — C|k|*.

Dans les trois cas, la relation (7.2) est préservée. Les transformations homo-
graphiques préservent donc les cercles de C et, par suite, elles préservent les
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FIGURE 7.2 — Une transformation homographique

domaines circulaires, c’est-a-dire les domaines déterminés par les cercles de

C.

Exemple. La transformation homographique appliquant trois points z1, 2o
et z3 donnés sur 0,1 et oo respectivement est

29 — 232 — 21

W= 52,2, (2) = 2o — 212 — 23

Cette transformation applique donc le cercle de C passant par ces trois points
sur ’axe réel, le sens de parcours du cercle déterminé par la position des trois
points correspondant au sens de parcours de —oco a +oo sur R et les deux
domaines circulaires déterminés par ce cercle de C étant appliqués sur les
demi-plans Rw > 0 et Rw < 0 (figure 7.2, page 91).

Exemple. La transformation homographique la plus générale du demi-plan
Rz > 0 sur lui-méme est de la forme
az+b

w = ou a,b,c,d e R et ad— bc> 0.
cz+d

En effet, son zéro et son pole doivent étre réels et elle doit étre croissante sur
I’axe réel.

Le rapport anharmonique de quatre nombres complexes z1, 29, 23 et z4
est
(21 — 22) (23 — 24)
(21 — 24) (23 — 22)

[Zla 22,23, Z4] -

(Cette définition est étendue par continuité pour accommoder le cas ou l'un
des points est 00). Si, pour 1 < j <4, w; =1/z;, wy = kzj ou w = z; + k, on
a

[U)l, w9, W3, w4] = [2’1, 29,23, Z4].
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Les transformations homographiques préservent donc le rapport anharmo-
nique. La relation
[wlv w2, W3, U)] = [Zla 22, %3, Z]

fournit ainsi une fagon d’exprimer 'unique transformation homographique ap-
pliquant trois points donnés z1, 22, z3 sur trois points donnés wi, wg, ws. Elle
permet par le fait méme d’appliquer un cercle de C donné sur un cercle de C
donné ou un domaine circulaire donné sur un domaine circulaire donné.

Exemple. Pour appliquer le demi-plan z > 0 sur le demi-plan v +v > 1,
il suffit d’appliquer les points —i,0,4 sur 1, (1 +4)/2,4, ce qui peut étre fait a
partir de la relation

14
1, %,i,w] = [4,0,i, 2]
et qui donne
1ai
w = ;z(z—i—l).

Le symétrique z* d’'un point z par rapport au cercle de C passant par
z1, 22, 23 est défini par la relation

(21, 22, 23, 2] = |21, 22, 23, 2].

Cette définition, comme il se doit, ne dépend que du cercle de C et non pas
des points z1, 29, 23 choisis. En effet, la définition de z* peut étre réécrite sous
la forme :

* -1 < A\
25 =874 sz (SZI,Z%ZS (Z)) .

Si (1, (2, (3 sont trois autres points du cercle de C passant par 21, 2o, 23, on a

—1 Y —1 <o A
ST s (SChCz,ﬁs(z)) =57 21 20,2 (5121,22723(2))

si et seulement si

561,623 (2) = 5¢1,¢a.6 (571'21722&3 (SZ17Z2723(Z)>>

ou encore, en posant w = S, ;, ., (2), si et seulement si

SC1,C27C3 (57121#2723 (w)) = SC1,C2,C3 (S_1Z1,22,23 (@)) .

Cette derniere relation est vraie parce que la fonction

—1
SC17C2,C3 oS 21,22,23
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est réelle sur laxe réel (théoreme 21, page 64).
Exemples. Lorsque le cercle de C est ’axe réel, on retrouve
*

z = Z.

Lorsque le cercle de C est le cercle unité, on obtient

Q| =

Puisqu’elles préservent la rapport anharmonique, les transformations ho-
mographiques préservent la symétrie par rapport aux cercles de C.

Exemple. La transformation homographique la plus générale du disque
D(0,1) sur lui-méme est de la forme

zZ—a
1—az

ou |a| <1 et |k|]=1.

En effet, si elle applique a sur 0, elle doit appliquer le symétrique 1/a de a sur
le symétrique oo de 0 et, si |z| =1, |z —a| = |1 —az|.

7.3 Exercices

1. Soit w = cos z. Déterminer I'image des courbes = = cste et y = cste sous
cette transformation. Vérifier que ces images se coupent a angle droit
lorsque z # km, k € Z.

2. Vérifier que les transformations homographiques de la forme

ou la| <1, |k|=1,

forment un groupe.

3. Déterminer I'image du disque unité D(0, 1) sous la transformation ho-

mographique
z

1—2

w =

4. Représenter conformément le disque unité D(0, 1) sur le demi-plan Sw >
0 de telle sorte que trois points donnés '@, e¢'? T on 0 < a < B < v <
27 soient appliqués sur trois points 0 < a < b < ¢ donnés.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Déterminer une transformation homographique qui applique 1,7, —1 sur

0,1,00. Quelle est I'image du disque unité D(0, 1) sous cette transfor-
mation ?

. Représenter conformément le disque unité D(0, 1) sur le demi-plan Rw+

Sw > 1.

Déterminer le symétrique z* d’un point z par rapport a un cercle |z —
20l =1

. Déterminer la forme générale des transformations homographiques ap-

pliquant le disque D(zp, ) sur le disque D(0,1).

. Soit |zg| < 1. Déterminer une transformation homographique 7' du

disque unité sur lui-méme telle que T'(z9) = 0 et T"(z9) > 0.

Montrer que la transformation homographique la plus générale qui ap-
plique le demi-plan Rz > 0 sur le disque unité D(0,1) est

— ot Ra>0, |kl =1.

w==k

Quelle est la transformation inverse ?

Soit f : D(0,1) — C une fonction holomorphe telle que |f(z)| < 1.
Montrer que, quels que soient z1, 25, on a

f(Zﬂ;f(Zz) <1
1 — f(21)f(22)

Soit f : D(0,1) — C une fonction holomorphe telle que |f(z)| < 1.
Montrer que

f(Z);f(O)
1—f(0)f(z)

Que devient cette inégalité lorsque z — 07

< |z|.

Représenter conformément le disque unité D(0,1) sur le premier qua-
drant Rw > 0, Sw > 0.

Représenter conformément le demi-plan Sz < 0 sur la bande a < Sw <
b.

Représenter conformément le disque unité D(0,1) sur C\ | — oo, 1/4].
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Les fonctions harmoniques

Les fonctions holomorphes sont non seulement analytiques mais aussi har-
moniques.

8.1 L’équation de Laplace

Soit D C R™ un domaine et f : D — C une fonction. Elle est harmonique
dans D si elle y admet des dérivées partielles d’ordre deux continues qui y
satisfont ’équation de Laplace :

o?f  0°f 0’ f
bl A ATt A Y
Gw%—i_@x%—i_ +8x%

Une fonction complexe est donc harmonique si et seulement si sa partie réelle
et sa partie imaginaire le sont.

Les fonctions harmoniques jouent un role important en mathématiques
appliquées, particulierement en physique mathématique.

Exemple. Lorsque dans une région de I’espace R? 1’état stationnaire est
atteint, la température T'(x,y, z) y satisfait ’équation de Laplace. Dans cer-
taines circonstances, par exemple lorsque la région en question est un cylindre
< infini > dans la direction de z, T' ne dépend que de deux variables x et y.

Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction holomorphe. Alors f
est harmonique dans D. En effet, on a
of — lim fle+h+iy)— f(z+iy)

7 :
dr  h—0 h = fa+iy)
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et
of . fla+ily+h)—flz+iy)
oy~ A h =if (e +iy)
de telle sorte que
Ff L Pf : " :
@+W_f (x+iy)— f(x+iy) =0.

La partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction holomorphe sont donc des
fonctions harmoniques réelles — on dit qu’elles sont des fonctions harmoniques
conjuguées. Cet énoncé admet une récipoque.

Si D C C un domaine contenant le disque D(zp,r) et u : D — R est une
fonction harmonique réelle dans D, il existe une fonction f : D(zg,r) — C
holomorphe dont u est la partie réelle dans D(zp,7) :

u=Rf dans D(zg,r).

Les dérivées partielles u, et u,, admettant des dérivées partielles continues
dans D, sont elles-méme continues dans D. Posons

© Ou Y ou
v = [ —Ghewdes [ mn

pour (z —z0)* + (y — yo)* < r%. Alors

v(z,y +Ay) —v(z,y) 1 /y+Ay ou ou
Ay = Ay 5y (&1 din = o (2,)

lorsque Ay — 0. En vertu du théoréme des accroissements finis, il existe
0 € [0, 1] tel que

v(z +Awy)— v(z,y)

1 zt+Az 8u ou
_Aﬂ?/x (f Yo0) d§+ /yo( (x4 Az,n) — 835(96’77)) dn

1 E+M Ou Y 9%u
— / (€ de + (2 + 0z, ) dn

Ax 82

3u Y (92
%_aiy(x,y(])_k o axQ(mvn)dn
ou Y 0%u ou ou ou
= —— — _— d = —— _ — —_—
8:1/ (xvyﬂ) o ayQ (CLW?) n 8y (xayﬂ) ay (‘T7y) + ay (xayO)
ou
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lorsque Az — 0 en utilisant la continuité uniforme de uz, puis I’équation de
Laplace.
La fonction

f(Z) = u(xvy) + iU(l‘,y),

ayant dans D(zp,r) une partie réelle et une partie imaginaire admettant des
dérivées partielles continues qui satisfont les équations de Cauchy-Riemann, y
est donc holomorphe.

8.2 Propriétés

Les propriétés des fonctions holomorphes ne se traduisent pas toutes par
des propriétés analogues pour les fonctions harmoniques de C vers C.

Deux fonctions harmoniques peuvent coincider sur un ensemble avec point
d’accumulation sans nécessairement coincider partout, par exemple, uq(z,y) =
0 et uz(x,y) = y coincident sur l’axe réel.

Une fonction harmonique réelle u ne peut avoir ni maximum ni minimum
local car, si, au voisinage de zg, on a u = Rf avec f holomorphe, la fonctions
holomorphe e/ ne peut avoir ni module maximum ni module minimum en z.

L’image, enfin, d’un domaine par une fonction harmonique réelle est un
intervalle ouvert donc, I'image d’un domaine par une fonction harmonique
complexe est un domaine.

Théoréme 29 (Poisson) Soient D C C un domaine contenant le disque

D(0,1) et u : D — R une fonction harmonique réelle dans D. Alors, on a,
pour tout r < 1,

L (e11)d
u(re'’) = — u(e :
2 J_. 1—2rcos(f —t)+r?

Démonstration. La distance entre le cercle |z| = 1 et 'ensemble D¢ étant
strictement positive (exercice 1, page 34), il existe R > 1 tel que D(0, R) C D.
Soit f : D(0, R) — C une fonction holomorphe telle que

u=Rf dans D(0,R).

Désignons par C' le cercle unité parcouru dans le sens positif et par z le point
re'?. En vertu de la formule et du théoreme de Cauchy, on a

o - L[ S©

_Tm CC—Z

dg
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_ f(Q)
oM Jo (- 1)z

dc.

Soustrayant,

1 z—1/Z
10 =55 ) T T 0%

et paramétrant,

1) = o [ e
)T o | 1T 2rcos(0—t) + 27

Le résultat suit en prenant les parties réelles de chaque membre. C.Q.F.D.

8.3 Application aux EDP

Une Equation aux Dérivées Partielles est une équation dont I'inconnue est
une fonction de plusieurs variables et qui contient des dérivées partielles de
cette fonction — I'expression s’oppose aux Equations Différentielles Ordinaires
pour les fonctions d’une seule variable. Les EDP les plus simples admettent
souvent des solutions exprimables au moyen des fonctions élémentaires de
I’analyse — en général, des méthodes numériques sont nécessaires.

Exemple. Le probleme de Dirichlet consiste a déterminer une fonction har-
monique dans un domaine qui prenne des valeurs données sur le bord de ce
domaine.

La démonstration du prochain théoreme s’appuiera sur le résultat auxiliaire
suivant.

Lemme 1 Soit ¢ : [a,b] X [a, 5] = R une fonction continue admettant une
dérivée partielle par rapport a son premier argument telle que la fonction ¢, :
[a,b] X [a, B] = R soit aussi continue. Alors

d ° Ba¢
dx/a oyt = [ L

Démonstration. En vertu du théoreme des accroissements finis, il existe
0 € [0,1] tel que

B
1 / (6(z + Az, ) — d(x, 1)) dt

Az
5a¢ 58(;5
_/a (%c(x+0Ax,t)dt—>/a 0 w1yt
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lorsque Az — 0, en vertu de la continuité uniforme de la fonction ¢,. C.Q.F.D.

Théoréme 30 (Poisson) Soit U : R — R une fonction continue et périodique
de période 2. Alors la fonction u : D(0,1) — R définie par

( i ) /_ — t 2 ( )
ul\re I/ t dt
27[ T 1 27" COS(Q ) + 7

est harmonique et, pour tout 0,

lim u(re'?) = U(6).

r—1

Démonstration. On a

( ”)—1/+7r Lo U(t) dt
e = o » 1—2rcos(0 —t)+r?

L[t 1—r?

T on _» 1—2rcoss+r?

U(f — s)ds.

La fonction u est la donc convolution de la donnée U avec le noyau de Poisson

1—r?
27(1 — 2rcos s +r2)

P.(s) =

(figure 8.1, page 100) sur l'intervalle [, w]. Puisque (z = re??, ¢ = e't)

Z¢
l—zz—i_l—EC’

PO —t) =

ce noyau est une fonction harmonique dans D(0,1) (exercice 2, page 103) —
on peut d’ailleurs le vérifier directement de son expression en coordonnées
cartésienne
1— 1'2 _ y2
1 —2xcost — 2ysint + a2 + 32~

En utilisant le lemme précédent, on voit de sa premiere expression que la
fonction u est harmonique dans D(0,1). Pour calculer la limite, on utilise la
seconde expression. Comme

+7
P.(s) >0 et / P.(s)ds =1,

—T
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Ju(re |—' U0~ s)— U0)) ds

< / ()| U0 — 5) — U(6)] ds
:/ Pr(s)|U(0—s)—U(0)|ds+/ P(s)|U0 — s) — U(6)| ds
|s|<é 6<|s|<m

< sup{|U(0 —s) —U(0)] | |s| <4}
1—7?

+2sup{[U(0)] [ € R} 27(1 — 2rcosd +r?)’

Donné ¢ > 0, on peut choisir 4 > 0 pour que le premier terme soit inférieur
a €/2 et ensuite r > 15 = 7e pour que le second terme satisfasse la méme
inégalité. C.Q.F.D.

FIGURE 8.1 — Le noyau de Poisson

Remarque. Puisque (z = re’?, ¢ = e'?)

Z Tkzk0t7

k=—0oc0

on a
“+00

u(rew): Z rkckeike

k=—o00
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ou
1 +m -
Cp = — U)e " dt
F=on ) (t)
est le kK™ coefficient de Fourier de la fonction U.

Remarque. La démonstration précédente établit en fait que

lim u(re'?) = U(0)

r—1
aux points de continuité de U — U peut avoir des points de discontinuité
pourvu qu’elle soit intégrable et bornée. Considérons ainsi la fonction U définie
sur | — 7, 7] par

1 si 0<t<m,
-1 si —w<t<O.

: I 1—r? I 1—r?
ure) =5 [ Lo | "
21 Jo 1—2rcoss+r? 27 1—2rcoss+r?

—Tr

1 T [+ +oo
=0 (Z pReik(0—t) Zrkefik(eft) dt

o \ik=o k=1

1 0 +oo +o0
—= (Z PReik(0—t) Z rkeik(et)> dt

TS k=0 k=1

9 [ I 2 +100(241)0  EX L2541 i (25+1)6

T\ = 27 +1 27+1

en intégrant les séries terme a terme et en posant

+o00 ;
z2]+1

¢(Z):Zm> 2] < 1.
=0

En utilisant la transformation homographique

_1+z
1=z

T(z)
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on peut écrire

_[Fd¢ 1 [T . ]
qb(z)—/O 1—4“2_2/0 0 d¢ = 5 logT(2).

Puisque RT'(z) > 0 lorsque |z| < 1, on a

, 2 ST
u(ret?) = - arctan ;};TEE;
c’est-a-dire finalement
2 2rsin 6
u(re'?) = = arctan TEH;Q
(figure 8.2, page 102).
X

FIGURE 8.2 — Un probléeme de Dirichlet

8.4 Exercices

1. Soient u : C — R une fonction harmonique réelle et ¢ : R — R une fonc-
tion admettant une deuxieme dérivée continue. Sous quelles conditions
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la fonction composée ¢ o u est-elle harmonique ?

. Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction holomorphe.

Montrer que la fonction

est harmonique dans D.

. Sous quelles conditions le polynéme

u(z,y) = ax® + b’y + cxy® + dy?

est-il harmonique ?

. Déterminer une fonction entiere dont u(x,y) = xy est la partie réelle.

5. Déterminer une fonction entiere dont u(z,y) = 2® — 32y? + 2y est la

partie réelle.

. Soit f une fonction entiere. Vérifier que la fonction ¢(z) = In|f(2)]

satisfait I’équation de Laplace.

Soit f une fonction entiere. Vérifier que

P PP

= 4|f'|.
Ox2 + ayg |f‘
. Evaluer )
4 dt
/ , 0<r <1.
o 1—2rcost+r?

. Evaluer )

4 sinnt dt

,0<r <R.
/0 R? —2rRcos(0 —t) + r? "






Chapitre 9

Solutions des exercices

9.1 Les nombres complexes

1. Dans un corps ordonné, tout carré est positif et —1 < 0. Ici i2 = —1.

2. En vertu du théoréeme du bindéme, on a

_ Mok 41 LA OV | .
(1+ )%+ = Z < % >(—1)7 +i ; (ijrl)(—l)ﬂ.

J=0

On en déduit, en utilisant la formule de de Moivre, que

k
3 (2k2]+, 1> (~1)7 = cos(2k + 1)

j=0
et que
k
2k + 1) ;
Z 1)) =sin(2k + )
= <23 +1 4
3. On a

21+ 20 =721+7%22 et 2129 =21 29.

Par suite, si
2 n _
ag+ a1z +agz” + -+ apz’ =0,

on aura aussi
= =2 =n __
ag+ a1z +az" 4+ ---+ayz" =0.
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4. Posant z=x + iy, on a

z (x+iy)(1+ 2% —y? —i272y)

x —

P12 70T (T4 a2 — g2)2 + 42y
- —22%y +y + 2y — <0
- <1+x2_y2)2+4x2y2

si et seulement si
y(1— 2% —y*) > 0.

5. Le point z; est sur la droite passant par zo et z3 si et seulement si il
existe t € R tel que z; = tzo + (1 — t)z3. D’autre part,

23— 2
3 IZSER

Z3 — 29

si et seulement si

0.25/
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5

FIGURE 9.1 — Une spirale

6. La courbe |z| = arg z est la portion de la spirale r = # correspondant &
0 € [0, 7] (figure 9.1, page 106).
La courbe |1 + z| = |1 — z| correspond & (1 + x)? + % = (1 — x)% + ¢/?
c’est-a-dire a la droite z = 0, I’ensemble des points équidistants de 1 et
de —1.
La courbe |1 + z| = 2|1 — 2|, quant a elle, s’écrit explicitement comme
322 + 3y? — 10z + 3 = 0 et correspond au cercle centré en (5/3,0) et de
rayon 4/3.
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FIGURE 9.2 — Un parallélogramme

7. On a

|21 — 2 + |21 + 22 = |21 — 2R21 72 + |22
—Hzl\Q + 2Rz Z9 + ’22|2 = 2(‘Z1|2 + ’22‘2).
Interprétation géométrique : dans un parallélogramme, la somme des

carrés des longueurs des cotés égale la somme des carrés des longueurs
des diagonales (figure 9.2, page 107).

8. Posant z = cosf + i sinf avec 6 # 0,7, on a
z—1 _cosc9—1+isin9_ 1 sin 6
z2+1 cos@+1+isinf 1+cosh

de telle sorte que
z—1 T

=+
z+1 2

9. En utilisant le théoréme du bindme et la formule de de Moivre, on obtient

arg

(/2]
cosnf = R(cosf + i sinfh)" = Z (n ) (—=1)7 cos™ % (1 — cos® §)

=0\
et
[n/2] n
_ i n—2j 2\
Tw) = Y (5 ) (17 - a2
7=0
On a donc

To(z) =1, Ty(x) =z et Th(zx) =2x*—1.
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Utilisant les formules d’addition pour les fonctions trigonométriques,
cos(n + 2)0 = cos(n + 1)0 cos § — sin(n + 1)@ sin 6
= cos(n + 1)6 cos 6 — sin (sin né cos 6 + sin 6 cos nh)
= cos(n + 1)f cos @ — cosnb + cos® § cos nf — cos §(— cos(n + 1)8 + cos f cos nb)
= 2cos 0 cos(n + 1)8 — cos nb.
Les polynomes T),42(z) et 22T,4+1(x) — T,,(z) coincident ainsi sur l'in-

tervalle [—1, 1] donc coincident partout.
Le polynome T,, s’annulant aux points

2k +1
cosu, k=0,1,...,n—1
2n

et valant £1 aux points

k
cos—ﬂ, k=0,1,...,2n,
n

son graphe peut aisémant étre tracé (figure 9.3, page 108).

fWAAwA
VARVARVARY

FIGURE 9.3 — Un polynéme de Tchebychev

=

10. Directement de la formule pour la racine cubique d’un nombre complexe,
les trois solutions de I’équation (z — 1)3 — 1 = 0 sont

14 27r+,_ 27 14 47r+,, 47 ¢ 9
— in — — in — .
cos 3 18 3 cos 3 78 3 e

De méme, pour z* + 2 = 0, on obtient

3 3 5 5
%(COSI—FZ'SHII) , \4/§<cos;r—l—isin;r>
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7 7
%(cosj—i—isinf) et f@(cos%%—isin%).

Pour ’équation z° —1 =1, on a

ﬁ(cos—ﬁ—zsm—) %(eosg—i—z 51n3) \5/§<cos5+z sm5)

20 20 20 20 20 20
5 T T 9 9
\/§ (cos 270 + 17 sin 20) et \f <cos % + ¢ sin 20)

11. Si (14 2)/(1 —2) = w, alors z = (w—1)/(w + 1). Les racines de w® = 1
étant les nombres 1, ws, ws?, ws?, ws?, celles de 1’équation (1 +2)% = (1 —
2)% sont

0, (ws—1)/(ws+1), (ws2—1)/(ws2+1),
(w5 = 1)/(ws® + 1) et (ws* —1)/(ws" +1).

12. On a d’abord (z + 2i)3 = 4, soit
23— 122 — 4 =i(8 — 62?)
puis, élevant au carré,
20 4122 — 82° + 4827 + 962 + 80 = 0.

13. Puisque si z # 1,

1—2"
1—2z"

Ltz+z224 o+ =

on a, en faisant z = w,”,

L+ wk+ w2+ DR =0

et, en faisant z = —w,*,

_ _ 1+ (=)

-k 2k | .. _1\yn—1 (n—1)k _

l—wy +w" 4+ (-1)" w, = Tk

14. La premiere limite n’existe pas : les valeurs adhérentes de cette suite
sont en effet les nombres —1, —i,1,4. La deuxiéme limite est 0 puisque

1

V2

141
2
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15. Soit

1 . Qg1
— = lim +

A k—+oo ap

et soit € > 0. Il existe un indice n tel que

1 Ak41
< <
A+e ag A—c¢

si k>n.

Comme
an+4j QAn+j—1 an+1
a”fl“rj — . e A,
Gp4j—1 Ontj—2 Gnp,

1\’ 1\’
i <A+> < Gng < On <A—>
c’est-a-dire

, 1\ J/(n+d) , , 1\ J/(n+d)
al/ i)~ < (an+j)1/(n+3) S AR —

on a

A+e A—¢
et, laissant j — 400,

1

1/k -
A—¢€

< limkinf(ak) < limsup(az)/* <
k

A+ e

Le nombre € étant arbitraire, cela implique que

S 1/k

existe et que
R=A.

Pour la suite 2,3,2,3,2,3,...,0on a

.. 2O 2 . Af+1
liminf = = 2 , lim sup ML _ 2
k Qaj 3 k Q. 2

et

li 1k =1,

16. Puisque si |z| < 1,

+oo
I

1-=2
k=0
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on a .
oo
, iy)"
Y iyt ==
Pt 1—-1y
et N
o . .
: iy)"(1+iy)
%(Zuy)k) =Lt
k=n 1+ Y
c’est-a-dire
—_1)™ 2m
+o0 i (1iy2 sin=2m,
R Z(l y)* | = (_1>m%r1y2m+2
k=n ———5— sin=2m+ 1
1+y

17.

18.

19.

20.

Il s’agit d’une série géométrique de raison 1/(1 + 22). Elle converge si et
seulement si |1 + 22| > 1 c’est-a-dire & 'extérieur du lemniscate

11+iz]|1 —iz| =1

ou sa somme est égale a .

1+
Le demi-plan droit {z | |z—1| < |z+1|} est ouvert, non borné et connexe.
L’ensemble {z | |z — a|] + |z + a|] < 2r} est 'intérieur d’une ellipse (un
cercle si a = 0); il est ouvert, borné et connexe.
L’ensemble {z | |z —a| > 1}, est fermé, non borné et connexe.
L’ensemble {z | 27 = 1} des racines 7°™¢ de I'unité est fermé, borné et
disconnexe.

Puisque (z =z +1iy)

o &4 1-¢  14¢
-0 (1-¢* 1-¢

on a |z| < 1 si et seulement si ¢ < 0.

x2+y

Les points (&1,m,¢1) et (£2,72,(2) sont antipodaux si et seulement si
le point (0,0,0) est au milieu de la droite les joignant, c’est-a-dire si et
seulement si

G+oe=m+m=a+¢=0
Alors

Zl:§1+i"71_—€2—i772_ 1-¢ 1 1

— = —z = —z = .
1-G 1+ ¢ 146 2|Zz|2 7
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9.2 Les fonctions complexes

1. Soit
d(z,F) =inf{|z —w| | w € F}.

En vertu de I'inégalité
|d(21,F) — d(ZQ,F)| S |Zl — 22|,

cette fonction est continue ; elle atteint donc son minimum sur ’ensemble
compact F :

d(zo, F) =inf{d(z,F) | z€ E} , 20 € E.
En fait, si R > 0 est assez grand et si Fg = F N D(0, R), on aura
d(zo, F) = inf{|z0 —w| | w € Fr} = |20 — wo|
en un point wgy de 'ensemble compact Fr. Alors
0 <[20 — wo| < d(E, F).

L’hypothese E compact et essentielle comme le montre l'exemple des
ensembles £ = {y =0} et F' = {zy = 1}.

2. On a
lz(z? +y*+1) Ly(a? +y? —1)
U=-———7—>"">¢€€ v=-"———-7—7-—=-.
2 a4y 2 a?+y?

En posant x = rcost et y = rsint, on obtient

1( 1) 1< 1) .
u=—-|(r+—|cost et v=—=|r——|sint
2 r 2 T

ce qui représente une ellipse si 7 # 1 et le segment [—1,1] si r = 1.

3. Pour w = 23, on a

u=x(x* - 3y?) et v=y(32> —y?).

Si|z| =7, Jw|=1rd.
Pour w=(2z—-1)/(2— %), on a

—2x2 4 2y? + 5 — 2
u =

ot v YO—d)
(2 —x)% +y? (2—x)2+y*
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t

Lorsque z = €', on obtient

2 —ett _q
2 —eit -
Pour w = (1+2)/(1—=%),0ona
1— a2 —q? ) 2y
U= ——5— et V= "—""5—.
(1—2)%+y? (1—z)*+y°
Lorsque |z| =1, u =0 et —oc0 < v < 400.
4. Comparant les modules dans
e*(cosy + i siny) = —a,

on obtient x = Ina puis
(cosy +isiny) = —1
entraine y = 2k + \)m,k € Z :
z=lna+i(2k+ 1), ke Z.

5. On veut que e'? +e*% = 2w, c’est-a-dire e ?* — 2we'* +1 = 0. En vertu

de la formule de Viete,

e Y(cosx+isinx) =wtiyv1—w

Comparant les modules, on voit que y = 0. Les racines de ’équation
sont donc ses racines réelles,

z = arccosw + 2kw |, k € Z.

z

6. On veut que e* — e~ ? = 2i, c’est-a-dire e?* — 2ie* — 1 = 0. En vertu de

la formule de Viete,
e’(cosy + i siny) = i.

Douz =0 et
2k +1
z:i(—;)ﬂ, k.
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7. L’équation s’écrit
e’(cosx +isinz) = e Y(cosx — isinz).

Siz # (2k+ 1)(xw/2), il faut que ¥ = e ¥, donc que y = 0 et sinx =
—sinx c’est-a-dire que x = km, k € Z. Quant a I’équation

(1) = —e V(D)

elle n’admet aucune solution. Finalement, z = kn, k € Z.

8. Des relations

acoss+bcost =ccosu , asins+ bsint = csinu,

on tire
c= /a2 + 2abcos(s — t) + b2
et
asins + bsint
tany = — .
acoss+ bceost
9. On a

COS Z1 COS 29 — Sin 21 Sin 29
— %((eizl _{_671'21)(61'22 _{_efizz) + (eizl o 677;21)(6’[22 o e*izz))
1 121 1% —iz1 ,—1z% 1 z1+2 —(z1+22)
25(6 1pt22 4 o le 2)25(61 2 2 2)
= cos(z1 + 22).

10. On a

coshz cosy + ¢ sinhxsiny
= —((e"+e )V +e )+ (e" —e ") (e —e7Y))
1 . )
= i(eme’y +e Pe"Y) = coshz.
Les images directes des courbes x = cste sont des ellipses

u? v?

2 =1
cosh“x  sinh“x

et les images directes des courbes y = cste sont des hyperboles

u? v?

— = —5— = 1.
cos?y  sin’y
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11.

12.

13.

14.

On a
‘622+i‘ — 62:10

)

’6i22’ — ef2azy

et le résultat suit de I'inégalité du triangle.

De la définition complexe de ’exponentielle, on tire

- +00 Sk <+oo |Z’k 4 ,
e =1 =D G| =~
k=1 k=1
+oo k +oo k
_ | 2%
=B X Gy S = e

Il suffit de majorer les modules des termes de la série par des constantes
formant une série convergente :

S O B
siz>a>1.
On a 1 — i (nt1)t
1+€it+ei2t+_”+eint:ﬁ
donc

e—it/2 _ gi(2n+1)t/2
1+ cost+cos2t+---+cosnt =R i il

N (ei (2n+1)t/2 _ eit/2> _ sin(2n + 1)t/2 1

2sint/2 2sint/2 2’

Des relations

14 eit 42t ... 4 gi@ntD)t _ 1 — ¢! (2

1 —eit
ot i (n+1)2t
. . . 1 — e\
72t 74t i2nt __
1+~ +e™+---+e =
on tire

A . A A 1 1
ezt+613t+ "-+€Z(2n+1)t _ (1 _ez(n+1)2t) <1 — o - _ei2t>
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d’ou
sint +sin 3t + - - - 4+ sin(2n + 1)t
it
_ i (n+1)2t —et 1
=39 <(1 — e )(1 —eit)(e—it —¢it)
_1—cos(n+1)2t sin*(n+ 1)t
N 2sint N sint
15. Soit

un tel polynéme. Le polynome algébrique

n

p(z) =2" Z cp”

k=—n

admettant au plus 2n zéros sur le cercle |z| = 1, T ne peut s’annuler
plus de 2n fois sur l'intervalle | — m, 7].

9.3 Les fonctions holomorphes
1. Non. Il n’existe aucun ¢ € C tel que
™ — 0 = ¢S (2mi — 0).
2. En vertu de la formule de Stirling, le rayon de convergence R est infini
puisque
1/2k .

= 1. T T T i AL — 0.
oy ok (2mk)L/2k

_1)k

—_ = thU.p W

k—+o0

En dérivant la série terme a terme,

too k(s /9)2k
2RI+ Az = 3 ST g

E!2
k=1

+<>0 —1)i1(z/2)%+2

9205 4 12— 27
Z G20+ 1)2 2°(j +1)" = =27 Jo(2).

J=0
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3. Pour w = 23, on a

u=2%—-3zy? et v=3x%—>
de telle sorte que
) 3 _ _ —
Uy =317 = 3y° = vy et uy = —6xy = —v;.
Pour w=(z2+1/2)/2, on a

12 +ay? + o 122y +9° —y
U= -———F——-— et V= -—F"—F—
2 2?4y 2 2?2+ y?

de telle sorte que

Ue =5 (22 + 2)2 = Uy
et que
1 —2xy
Uy = = —5——= = —Uy.
Y PR DR

Pour w =sinz, on a
u = sinxcoshy et v =coszsinhy

de telle sorte que

uy = coswcoshy = v, et wu, =sinxsinhy = —v,.
4. On a
Up=a, vy=d, uy=>b et v, =c.
Il est donc nécessaire et suffisant que a = d et que b = —c. On a alors
f(z) =(a+ic)(z+iy).
5. On a
or x oOr 'y 00 -y 00 «x
or r’ 9oy v’ ox 2’ oy r?
D’ou

Ou_Ouz Ou—y Ovy vz 0Ov
dr  Orr 00 r2  Orr  00r2 Oy
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et
Ou Ouy Ouzx Ov—x vy  Ov
By orr 99 orr 082 ox
Multipliant
Our Ou—y Ovy  Ovz
rr 90 orr 0072
par x et

@y ouzr Ov—=x avg

orr  90r:  or r = 9012
par y puis additionnant, on obtient
Ou 10v
or oo
De méme, multipliant
Oux Ou—-y Ovy Ovux
rr 992 Orr 0612
par y et
ouy OJuzx Ov—x Ovy
rr 0802 or v 0017
par x puis soustrayant, on obtient

10u ov

o or
6. Utilisant les coordonnées polaires,

f(z) =Inr+i6

et

ou_1ov_1

o rod r’

Lou_ oo _

roo  or

7. Soient w,*, 0 < k < n — 1, les sommets du polygone et posons
n—1
p(z) =2"—1=[](z—wp)

k=0

Alors le produit des longueurs requis est

n—1

[T —wp)

k=1
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8. Soient z1, z9,..., 2z, les zéros du polynéme p et (1,(o,...,( 1 ceux du
polynome dérivé. Si ¢; n’est pas I'un des zéros de p, on a
0= YG) :i 1Ly
p(CJ) =1 G — 2k 1 G — 2k
Ainsi
S
0= !
; ’CJ - Zk’2
et

9.4

En Zk

k=1 0¢ -z )2

- Zn 1
k=1 1¢;—z]?

peut s’écrire comme une combinaison linéaire convexe des zéros de p.

G

Le calcul intégral

. Ona

ds ,

a = |Z’(t)‘ >0 et ’21(5)’ _ |Z,(t) dt B

— =1.
ds

Pour le segment [0, 1], on peut prendre z(t) =t , 0 < ¢t < 1 et alors
s =1t.

Pour le cercle unité parcouru dans le sens positif, on peut paramétrer
parz:e“, 0<t<2met s=t.

Pour la parabole d’équation y = 22,0 < x < 1, on peut prendre z =
t + it et alors, en posant 27 = sinh o,

t 1 1
5§ = / V1+4r2dr = Zarcsinh% + §t\/ 1+ 4¢2.
0

. Pour le segment [0,1], on a

1
1
/zdz:/%zdz:/|z|dz:/ tdt ==
c c c 0 2
1
/argzdz:/ 0dt =0.
C 0

et
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Pour le cercle unité parcouru dans le sens positif (paramétré par z =
et —mr<t<m7),ona

+7 ) +7 .
/zdz:/ iet?dt =0, /%zdz:/ cost ie'ldt =im,
C -7 C -

+7 ) +7 )
/\z\dz:/ ie'tdt =0 et /argzdz:/ tie'tdt = 2m.
C - C —m

Pour la parabole d’équation y = 22,0 < 2 <1, on a

1 1 1 2
/zdz:/ (t—2t34+i3t%) dt =i, /édez:/ (t4+i2t%) dt = —+i =,
c 0 c 0 2 3

3 4

! .
2v2—1 3v/2— arcsinh 1
/ ’Z‘ dZ / (t ]_ t2 12t2 1 + tQ) dt _ f i f arcsin
¢ 0 t+

et

1
1
/argzdz:/ (arctant + i 2t arctant) dt = (m — = In2) + ¢ (E—l).
C 0

2 2
3. Posons
I= / f(z)dz
C
et
/f(z) dz = Ie'.

C

Alors
+m . . +m . ,
I=[ flhieDdt=% (/ flettyiel =) dt>

+7 ) +
:/ —f(e') Sin(t—'y)dtﬁ/ | sin(t — )| dt = 4.

—T —T

4. Les hypotheses de convexité et d’holomorphie permettent d’écrire

F(z2) — fz)] = /[ e

< M |z — 21
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5. En vertu du théoreme du bindéme et du théoreme de Cauchy, on a

2n
d 2'n Im—2k—1 2n .
— = dz = 271,
/C <z + ) Z < > / Z n g
En paramétrant,
—+m 2
/ 22" cos?™ tidt = ( n) 27
o n

+7 +m 2 2
/ cos? tdt = / sin?" t dt = < n) il
22n
—T —T

0t (t 7r>
sint =cos (t — = | .
2

En vertu de cette derniére remarque et du fait que sin
fonction impaire,

—+m —+
/ cos® tdt = / sin?"t ¢t dt = 0.
—TT —T

6. Décomposons en fractions partielles. On obtient

puisque

2ntl est une

1 101 1
222 -524+2 3\z-2 z-1/2

et en vertu du théoreme et de la formule de Cauchy,
/ dz 1 / dz B / dz _ 2m
022 -52+2 3\Jez—2 Joz—-1/2) 3~
7. Comme dans ’exercice précédent,
/ f(z)dz 1 ( f)d= [ f(z) dz)
clz—2z1)(z—22) z1—22\Je z2— 21 c Z— 2
f(z1) — f(22)

= 2m
Z]1 — 22

Lorsque z; — zo, on obtient

o z)dz
2mif (22):/(1(5(—),22)2'
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8. En vertu de la formule de Cauchy pour la dérivée,

/ sin® 2 d . ¢ 3V3m
¢ ( '

b g iy
—n)62 T T e T 16

9. Appliquant la formule de Cauchy & la fonction £, on a

() (4
P = 5 C (J; _<ZO>) .

Appliquant d’autre part la formule de Cauchy pour la n™ dérivée & la
fonction f, on obtient

f(”)(zo)— n! /c( f(z) d

C2mi z— )t

Les deux intégrales sont donc égales a

10. On a

/cgo(z) dz = /+7r plett)iettdt = /+Tr o(ett)(—i)e "t dt

—T —T

T __dettdt ——dz
- [ - [

Supposons maintenant f holomorphe et utilisons la relation 2z = 1. On

obtient
f&) [ fl)  dx_ f(2)
Cz—zodz_/c(l—zoz)zzQ__/c (l—foz)zdz
_ [ [ (2) o TFON f()
——C?dz—i— Cz_l/zodz—me(O)—i—/Cz_l/Zodz
Ainsi - L
1 TE [ i ool < 1,
27 Jo 2 — 20 F0) = f(1/Z0) si |z0] > 1.

11. Soit D(zp,7) € D quelconque et montrons que f est holomorphe dans
D(zp, 7). Par hypothese, la fonction F' : D(zp,7) — C,

Fe) - | :f(Z) 2z,
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12.

13.

14.

15.

est bien définie. Vérifions qu’elle est holomorphe et que sa dérivée au
point z est f(z). Soit p > 0 tel que D(z,p) C D(z,r) et, si |h] < p,
intégrons du point z au point z+ h le long du segment [z, z+ h]. On aura

Py _ Py z+h
FERBZEE) ) = |3 [ 00 - s ac

<sup{|f(¢) = fF(2) | ¢ € [z, 2 + hl}

ce qui tend vers 0 avec |h|. La fonction f, étant la dérivée d’une fonction
holomorphe, est elle-méme holomorphe.

La fonction f est continue et, si C est chemin fermé contenu ainsi que
son intérieur dans D, on a, par convergence uniforme sur C,

/Cf(z)dz= lim /Cfn(z)dzzo.

n—-+o0o

En vertu du théoreme de Morera, f est holomorphe. La fonction zeta de

Riemann,
1
k=1

est holomorphe dans le demi-plan Rz > 1 puisque que la série y converge
uniformément sur toute partie compacte.

Puisque 2P = eP!™# pour tout z # 0,

\@i =t mMV2 o V2 _ in/V2

Puisque \/a = /2% pour tout a # 0,
Vel=e™2 =i et V—1V-1=i*=-1

alors que
VEDEED=vVi=1.
C’est relation v/—1v/—1 = 1/(—1)(—1) qui n’est pas valable car on a

seulement
Inz12z9 = Inz; +Inz9g mod 2mi.

zlnz

Puisque z* = e pour tout z # 0,

27 = €(x+1y)(ln\z|+z arg z)
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et
Rz* = e" M=y cog(parg 2 + yIn|2)),
S2* = e?mlEvarez gin (zarg 2 4+ yIn|z)).
Lorsque z = x > 0, on retrouve % et lorsque z = x < 0, on obtient
2% = (=7 (cos e + i sin ).
En particulier, on a bien (—1)(-1) = —1.
16. Le disque unité est un domaine simplement connexe et la fonction holo-
morphe
1-=2
142
ne s’y annule pas. On peut donc choisir une détermination de la racine
carrée de cette fonction dans ce domaine. Celle qui est positive lorsque
son argument l’est est
/1_7”2 — o(1/2)(In(|1=z|/[142)+i arg(1-2)/(1+2))
142
I'autre étant
6(1/2)(ln(|lfz|/|1+z|)+i arg(1—=z)/(1+z)+i2m)
— _ (1/2)(In([1=z[/[142])+i arg(1—2)/(1+2))
Puisque (1 —4/2)/(14+i/2) =(3+1i4)/5, on a
1 - /L/2 — ei(l/2)arg(3+i4)/5 — ei(l/2)arctan4/3 — O 894 4 ZO 447
1+41i/2 ’ ’
17. 11 s’agit de déterminer un domaine simplement connexe ou arctan est

holomorphe et ne s’annule pas. Dans
Dy = C\ (] - oo, i] U fi, +ioo]),
on a, en intégrant le long de [0, z] + [z, + i y], que

arctan z = arctanx

+1 ; 227> +,11 22 4+ (1+9)?
— arctan i=1n -
2 a2+ (22 +y?—1)(22-1) 4 22+(1-9?)

ce qui montre que z = 0 est le seul point du domaine D; ou arctan
s’annule. On peut donc prendre pour domaine

D =C\ (] - ioo, —i] Ui, +ico[ U ] — 00,0)).
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9.5 Propriétés analytiques des fonctions holomorphes

1. Soient f(z) = Y725 arzk et g(z) = 3720 biz*. Ces fonctions étant holo-
morphes dans le disque D(0,r), leur produit f(z)g(z) l'est aussi et donc
la série de Taylor de ce produit,

+o00 Kk

Z Z ajbk,jzk,

k=0 j=0

converge au moins pour |z| < r. Il est d’ailleurs possible que le rayon de la
série produit soit strictement plus grand : f(z) = 1—z et g(z) = 1/(1—2).

2. On a

z 1 22 1 23

Z/(l—z):1 - )
¢ R Y Cp Py TR s

1 1
:1+z(1+z+z2+--')—|—§z2(1+2z—|—~-)+623(14—--')—1—---

3 13
:1+z+522+€23+~--

Le rayon de convergence est égal a 1 car la fonction développée est ho-
lomorphe dans le disque unité.

3. La fonction z/(e* — 1) est holomorphe & 'origine car

z 1
e —1 1+4+2/2+22/6+23/24+...

la série au dénominateur convergeant pour tout z € C. Elle cesse d’étre
holomorphe au « premier > zéro non nul de e* — 1, c’est-a-dire lorsque
z = £+2mi. Le rayon de convergence pour la série cherchée est donc 2.
Si |z] < 27, la relation

1 1 1 1 1

1=(1+4= .24 = 3. 1+ B ZBoz? 4 —Bazd ...

<+22—|—6z —1—24z~l— ><+ 1z—|—2! 2z —1—3! 32° +
implique

1 1 1 1 1 1
=(Z+B =|(-+=-B;+B t 0=|—+-B1+-B+B
0 <2+ 1>,0 (6+2 1+ 2> et 0 (24+6 1+2 2+ 3>
d’ou

1 1
Bi=—=, By — et By =0.

2 T 12
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4. La série sera convergente pour |z — 29| < inf{|a — 2¢[, |b — z0|}. On aura

1 B 1 1 1
(z—a)(z—b)_(a—zo)(b—zo)l_z—zol_Z—ZO
a— 2 b— 2z
B 1 io(z—zo>k2<z—zo>
(a—20)(b—20) i \a—20) = \b—2
+oo k j k—
1 1 V[ 1 J i
_ z— 2
kzO(a—zoxb—zo);(a—zO) (=) €=
+o0
B 1 1 1 "
"L (o ) 67
. Soit
+o0o
f(z):Zakzk, zeC
k=0

On a, pour tout k£ > n,

1 t+m ) .
lax| = ‘2 f(reftyr—Fe ikt dt‘ < Mrm k50
T

—T

lorsque r — 400 et f est un polynéme de degré au plus n.

. Posons oo = a — i b et considérons la fonction entiére

caf(2)

Son module étant borné (par e), elle doit étre constante.

Si le polynéme p ne s’annulait pas, la fonction
1
p(z)
serait entiere et bornée, donc constante et p serait un polynéme de degré
z€ro.

. Les zéros de 1 — cos z sont les points 2kmi, k € 7Z et ces points sont aussi

des zéros de la dérivée sin z, donc des zéros doubles.

Les zéros de zsin z sont les points 2kmwi, k € Z et, sauf z = 0, ces points
ne sont pas des zéros de la dérivée sin z + z cos z — donc zéros simples
si k # 0 et double si k = 0 (car la deuxiéme dérivée 2 cos z — zsin z ne
s’annule pas a l'origine).
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10.

11.

. Pour tout n € Ny et pour tout ¢ € C,|c| = 1, la fonction f(z) = cz

Les zéros de (1 — €*)(z% — 4)3 sont les points 2k7i, k € Z et les points
+2. Les points 2kni, k € Z sont des zéros simples et comme

(1—e) (22 =43 =1 —e)(z—2)%(z+2)3
les points +2 sont des zéros triples.
n

satisfait la relation.
Réciproquement si |f(z)| = 1 lorsque |z| = 1 soit n € Ny l'ordre du zéro
de f a l'origine. La fonction

est entiere, donc la fonction

no =9 (2)
est holomorphe dans C\ {0} et 'on a
g(z)h(z) =1 sur |z] =1.
Par prolongement analytique, on a g(z)h(z) = 1 dans C\ {0}. On en
déduit que la fonction g ne s’annule jamais,
g(z) = *®) | k(2) entitre

que la fonction h est entiére donc constante et que la fonction k(z) se
réduit a une constante purement imaginaire, k(z) = i k. Finalement,

f(z) = 2"k,
Lorsque |z| =1,

+oo 1
|sin z| < Zm =sinh1
k=0

(avec égalité au point z = 7). En vertu du lemme de Schwarz,
|sin z| < sinh1|z|

si|z] < 1.

Soient w,*, 0 < k < n — 1, les sommets du polygone et posons

n—1

pz)=z"—1= ]z~ wp).

k=0
Alors le produit des longueurs est |p(z)] et le maximum est atteint lorsque
z" = —1 et il vaut 2.
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9.6 Le calcul des résidus

1. Pour la fonction e?/(z — 1) = ee*=V /(2 — 1)2, on a

z +0o

G-12 " kz_:Q G G D"

Pour la fonction 22/(z —1)(z —2) = (z —1+1)?/(z = 1)(~1+ 2z —1), on

a
22 (z=1242(z-1) 41 By
- _ -1
(z - 1)(z —2) -1 kzzo(z )
+o0 +oo +o0
==> (z=1DF=2) -1 > (-1
k=1 k=0 k=—1
1 =
_ k
= —3-4) (21"
k=1
2. On a

+00
1 1 1 1 1 i
(z—a)(z—b) z—aa—b; 274 __kz—: (b — a)kt2 (z—a)"

b—a
3. Le développement de Laurent est unique : si
“+o0o
f(z) = Z cr(z —20)F , r<|z— 20| <R,
k=—00

la série converge uniformément sur tout cercle r < |z — 29| = p < R et
on a nécessairement
o= ! / fx) o
- ; _ kE+1 77
2mi Je, (2 — 20)

C), désignant le cercle de centre zy et de rayon p parcouru dans le sens

positif. Donc, de la relation
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on tire

1 (w—1) p
T = g [ et
1

—+7 . ) 1 4
= z(zsmt—kt) dt = = / COS(Z sint — kt) dt.
o T Jo

Lorsque k£ = 0, on retrouve

w oo k 2k w
1 —1 1
Jo(z) = / cos(zsint) dt = E ((2)k)z'/ sin?* ¢ dt
0 ! 0

s
k=0

22
—z -

4. Pour la fonction 1/(e*—1), on a €* —1 = 0 si et seulement si z = i 2km =
zk, k € 7Z et, comme la dérivée e* ne s’annule pas en zx, chaque zj est
un poéle simple.

Pour la fonction z/(2sinz — 1)2, on a 2sinz — 1 = 0 si et seulement si
z =m/6+ 2km = zk, k € Z et 2cos z, # 0. Les nombres z; sont donc
des zéros doubles pour (2sin z — 1)2, c’est-a-dire des poles doubles pour
z/(2sinz — 1)%.

Quant & la fonction 2%/(e!'/? — 1), les zéros du dénominateur e/# — 1
sont les points z; = 1/i2km, k € Z,k # 0 et la dérivée —e'/?/22 ne s’y
annule pas. Ces points sont donc des péles simples. L’origine, limite de
ces points, n’est pas une singularité isolée de la fonction. On a quand
méme un développement de Laurent faisant intervenir les nombres de
Bernoulli lorsque |z| > 1/27 :

z B B B
1/:Z4<1+1+2+3+>
el/z —1 z 1z z

5. La fonction admet un pole simple en —1 et un double en 1. D’ou

Rés(f,~1) = lim (z + 1)f(z) = —

z——1 4

et J
Rés(f,1) = lim —(z — 1)?f(2) =-.

2—=1dz z=1 4
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6. Posant
9(2) = (2 = 20)91(2) » 91(20) = ¢'(20) # O,
e 1 (f) )|,
h(z) = po— <g/(20) + @gl(z) z:ZO(z 20) + - >
et
, f(20)
Rés(h, z9) = 7 (20)
7. Si
p(z) = (2 — 21)" (2 — 22)"% - (2 — )™,

et, en vertu du théoréeme des résidus ou de la formule de Cauchy,

k
1 p'(2)
— [ z dz = NiZs.
211 Jo  p(2) jz_; 77

8. En vertu du théoreme des résidus et de la formule d’interpolation de
Lagrange,

L[ HQ0Q) =) Ny (HO9(0) —w()
2w oole) o K=2R (w(() = ’“)

_ Zf(zk) /1 CL)(Z) - W(Zk)

- w'(zk) 2= 2

est 'unique polynoéme de degré n — 1 ayant la propriété requise.
9. En vertu de la propriété de 'application ouverte, les constantes.
10. En vertu de la propriété de 'application ouverte, les constantes.

11. Sia > e, posant f(z) = —az" + €® et g(z) = az™, on a
[f(2) +9(2)| =] e <a<az"[+]—az" + €| = |f(2)] +]9(2)]

sur le cercle |z| =1 donc f et g ont autant de zéros dans D(0,1), c’est-
a~dire n. Siae < 1let |z| <1, [az"] <a < 1/e < |e*|.
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12. L’hypothese implique évidemment
h(2)] < [H(2)| + [H(z) + h(z)| sur C

et il suffit d’appliquer le théoréeme de Rouché aux fonctions f(z) =
—H(z) et g(z) = H(z) + h(z). Cette forme du théoreme est souvent
plus aisée a appliquer.

13. Si |z| = 1, soient H(z) = 52", h(z) =1+ 32™. Alors
|h(z)| <4 <5=|H(2)|
Si |z| = 1/3, soient H(z) =1+ 32™ et h(z) = 5z". Alors

5 2
b = o < 2 <15y < |HE)

(H ne s’annule pas dans le disque D(0,1/3)).

14. On a
/+°° e ifT dx:/Jroo coséx g
oo (14 22)2 oo (14 22)2
e 18z s
omiRes [~ ) = T4 (e,
mRes<(1+z2)2,z> 2( + €])e
15. On a
2 ind 2_1
/ _SMY 19 = 27 Rés S 0
0 a-+sind 2(22+2iaz — 1)
22 -1
27 Ré (—a+ Va2 —1
+7rReS(z(z2+2iaz—1)’Z( @tva )>
:2w<1a )
a?—1
16. On a

1 [t de

2 _x a+bcosf+ csind
21
eS((c+ib)22+2iaz_(C_Z.b),Z(a—‘r a C))

1
,/a2_b2_62'
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17. Si A > 1, on a (figure 9.4, page 132)

d :
/ Y on Rés( z ,e”/”>.
CA1+Zn 1+2n
D’olt

A 2 . ; A i AT .
/ zde +/ A dt—/ wel i e 2T aa,
0 1+$n 0 1+A"e”‘t 0 l—i-x” n

Lorsque A — 400,

/+oo .1‘(1 _ ei47r/n) dr _@ eiQﬂ/n
0 1 -+ xn n
car ) y
2w /n = A2 12t 2m/n 2
1A% A
——dt| < dt — 0.
/0 1+Aneznt |—/0 Anil
-ei /N
FIGURE 9.4 — Un calcul d’intégrale
18. On a

+eo dx 2mi 1
- : Ré
/0 zP(1+22) 1—e2mp Z o <Zp(1+2’2)72k>

2k

(on1 2P = |z[Pe’P? avec 0 < 6 < 27). Donc
oo dx
/0 ab(1+2?)
2me 1 1
_ 2 (Res(— 1 N\ ppes (L
1 —e—2mip < o (zp(z2 + 1)’1) e (zp(z2 +1)’ l))

_ T o —ipn/2 _ —idpmj2y _ T
= amip (€ ¢ = :
1 —e—2mp 2 cos pr /2
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19. 11 suffit de faire le changement de variable y = e™* pour obtenir

/+oo ebr J _/+oo dy oo
o T T o Y +y) sinmp’

9.7 Propriétés géométriques des fonctions holomorphes

1. Siu+iv=cos(zr+iy),
1, _ o o o .
5(6 Y(cosx +1i siny) + eY(cosx — i siny)) = cosx coshy — i sinzsinhy

et
u = cosx coshy , v =sinzsinhy.

Siy#0etx+#kn/2,k€Z, on a donc

'LL2 1)2
SR Sl
COS“ SN~ xr
2 2
u v
+ 1

cosh’?y  sinh?y -
et les images des courbes z = cste et y = cste sont des hyperboles et des
ellipses respectivement. Ces courbes peuvent étre paramétrées par

w1 (t) = cosx cosh(t + y) — i sinz sinh(t + y)

et
wa(t) = cos(t + x) coshy — ¢ sin(t + x) sinh y.

Lorsqu’elles se coupent, t =0 et

Rw) (0)wh(0) = — cos x sinh y sin  cosh y + sin x cosh y cos z sinh y = 0.

2. Un calcul montre que

L Z — a1
—a
I 11—(le 2 _kz—a
2w "1-a:
1—azk —
1—ayz
ou
1+ kiaias — k
k= ks + K1aj1ag ot a—F as + kiax

1+ kiaian "y kraras
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et que la solution de

., z—a
s
est
Ak
1+ kaw
Sila|] < 1, on a |z —al = |1 —@z| sur le cercle unité et, en vertu du

principe du maximum, |z — a| < |1 — @z| dans le disque unité. On en
déduit que si |[A| < let |B| <1,ona

A+ B
1+ BA

ce qui complete le raisonnement.

3. Lorsque z =4, —1 et —1,

1 . i 1 ) 1 4
=—4+-, —— et —=——.
YT T T 2 2
Le cercle est donc appliqué sur la droite Rw = —1/2 et, puisque w = 0

lorsque z = 0, le disque est appliqué sur le demi-plan Rw > —1/2.
4. Utilisant les rapports anharmoniques, on a

(e —eP) (e —w)  (a—b)(c—2)

(@ —w)(e — o)  (a=2)c—b)
de telle sorte que
(e — Ke'®)z + (Kce'™ — ae)
(1-K)z+ (Kc—a)

en posant ' '

(€7 —e¥)(a—b)

(= =) (e=b)

5. Le zéro de la fonction étant en z = 1 et son podle en z = —1, elle doit
étre de la forme

K=

_ z—1
241

La condition q
1=K~

détermine K :
z—1

i .
z+1
La transformation applique 0 sur ¢ donc D(0, 1) sur le demi-plan supérieur.
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6. Appliquant les points 1,7 et —1 sur ¢,(1 +1)/2 et 1, on a

(i—(1+9)/2)(1-w) (A-i)(=1-2)

(t—w)(1-—01+1)/2) (1—2z)(—1—1)

ce qui conduit a

—2
(1+i)z—(1—1)

w =

7. Dans la relation
. -
[217 224,235 % ] = [Zla 22,23, Z]a

choisissons z1 = 29 + 1,20 = 29 + ir et z3 = zg — r. On obtient

’1“2

2 =20+

Z— 29

(siz # zp et 0o si z = 2p).

8. Soit a € D(zp, ) le point appliqué sur 0. Si a # zo,

w:KZ_a*
zZ—a
ou
a = zg+
a— 2o
et
K:wozo ¢ ,\w0|<1
20
et si a = 2,
w= K(z — 2p)
ou
|K| = —.
T
9. On a
z— 20
T K K|=1.
Donc | ’2
1-— 20
T K
(2) e
et
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10. Si a est le point appliqué sur 0,
w = kz _ 2.
z—a
Lorsque z est réel, |w| = |k| = 1. La transformation inverse est
aw — ak
2= —.
w—k
11. Fixons arbitrairement z; € D(0, 1) et considérons la fonction
f(z) = f(=
sy~ &= S
1— f(z1)f(2)
Elle est holomorphe dans le disque unité y satisfait 'inégalité |g(2)| < 1.
12. La fonction 2) — £(0)
2) —
1—7(0)f(2)
est holomorphe dans le disque unité, y satisfait I'inégalité |g(z)| < 1 et
s’annule a l'origine. En vertu du lemme de Schwarz, elle y satisfait la
relation
l9(2)] < 2],
I’égalité n’ayant lieu que si
kz"™ — wy
= — 1, |kl =1.
£ = T Jun] < 1,14
En la réécrivant sous la forme
f(z) — f(O e
IO < T
on voit que la relation implique
1£'(0)] < 1—[F(0).
13. La transformation homographique ¢ = (1 —z)/(1+ z) applique le disque

sur le demi-plan droit et la transformation w = e!™/ 4/w applique le
demi-plan droit sur le premier quadrant. D’ou la transformation cherchée

w=eim/4 [L—=
142
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14.

15.

9.8

La fonction ¢ = —z applique le demi-plan gauche sur le demi-plan droit.
La fonction w = log ¢ applique le demi-plan droit sur la bande —m/2 <
Sw < 7/2 et la fonction w = (b — a)/7w + i (b+ a)/2 applique cette
bande sur la bande a < Sw < b. D’ou la transformation cherchée

b—a b+ a

log(— .

w =

La fonction w = w — /4 applique C\| — 00,1/4] sur C\] — o0,0], la
fonction ¢ = \/w applique C\ ] —o0, 0] sur le demi-plan droit et la fonction
z=(1-¢)(14 ) applique le demi-plan droit sur le disque unité (cette
fonction est sa propre inverse). La fonction

1—/w—1/4
2=
1+ /w—1/4
applique donc C\ | — oo, 1/4] sur le disque unité. Une transformation

possible est donc son inverse

(1-z 2+1

Les fonctions harmoniques
one 06(u(z.9)) ula.)
u(z,y)) _ u(z,y
0 = Su@y)— =,

20wz 2 2u(z
PG — uta) (M) ot T

de telle sorte que

0?¢(u(z, %o (u(z, " ou(x, 2 Ou(x, 2
ula.v) ¢<8y<2 y))zm(w))(( f%y)) +< gyw) )

Pour que la fonction composée ¢ou soit harmonique, il est donc nécessaire
et suffisant que I'une au moins des fonctions soit linéaire, ¢p(u) = Au+ B
ou u(z,y) = ax + by + c.

. Ona

Ou T+ Ax—i — flz—1 / . o
Ou_ aim HEHBTZINZT@ZI) _ iy i) = )
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et

0 —iy —iAy) — —1 / ‘ o
&Z:Alzllrgof(aj vy ZA?Z) f(z Zy):—if(x—zy):—lf(z).

Ainsi

H2 , o2 , 1= " (=
@é(xxzy)Jr g(;zy):f (z)— f"(z) =0.

. Ona

Uzz + Uyy = (6a + 2¢)x + (2d + 6d)y.

Le polynéme u est donc harmonique si et seulement si il est de la forme
u(a,y) = a(z® — 3xy?) — d(32%y — °)
c’est-a-dire si et seulement si

u(z,y) = aRz® — d32% = R((a +id)2>).

. Si v est une fonction harmonique conjuguée pour u, on doit avoir

Vy =Uy =Y et vy = —uy = —x.

La premieére relation entraine

2
o(e,y) = 5 + ()

et la deuxieme,
¢'(z) = -

d’ou
y? — a2

2

v(z,y) = +c, ceR.

Ainsi on peut prendre

52

f(z) = —i?.

. Si v est une fonction harmonique conjuguée pour u,

v—/vydy+¢(x)—/uxdy+¢(x)—3w2y—y3+¢($)

et
vy = bzy + ¢ (z) = —uy = 6zy — 2
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de telle sorte que
¢(x)=—-2x+c, ceR.

et
v(z,y) = 32%y —y> — 2z +c.

La fonction entiere la plus générale dont u est la partie réelle est donc
f(z2)=2>—2iz+ic, ceR.

6. La fonction ¢ est définie sur le domaine D consistant du plan complexe
amputé des zéros de f. Si zg est un point de ce domaine, la fonction ¢
est harmonique dans un disque ouvert centré en zy parce qu’elle y est la
partie réelle d’'une fonction holomorphe, nommément, une détermination
de log f(z) dans ce disque.

7. Ona (f =u+iv), u et v étant harmoniques,
%17, o%fI

0x? * 0y?

d d
= %(Quugg + 2vv,) + %(Quuy + 20v,) = 2(uZ +v2 + uz + “33) = 4|f']%.

8. En appliquant la formule de Poisson & la fonction U(t) = 1, on obtient

I 1—r?
1= / dt.
27 J_. 1—2rcos(6 —t)+r?

/27r dt 2
o 1—2rcost+r2 1—7r2

(Cette intégrale peut bien str aussi étre évaluée au moyen du calcul des

D’ou

résidus).
9. En appliquant la formule de Poisson & la fonction U(t) = sinnt, on
obtient o o
r"sinnﬁ:l/ (1—r”)sinnt 5
2 J_. 1—2rcos(6 —t)+r
D’ou

R2 —2rRcos(f —t)+72  1—1r2

/ 2 sinnt dt 27r™ sin nd
0
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