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Densité des friables

Régis de la Bretéche et Andrew Granville

Résumé : Nous étudions "asymptotique des fonctions sommatoires restreintes aux entiers
friables de suites complexes en utilisant la méthode du cercle et des estimations précises
sur les sommes d’exponentielles sur les friables. Les méthodes développées nous permettent
d’obtenir une estimation du cardinal des couples de y-friables dont la somme est encore
y-friable et, sous des hypotheses usuelles dans le crible, une estimation des fonctions
sommatoires restreintes aux entiers friables.

Abstract : We study the asymptotic behaviour of summatory functions of complexe
sequences over friable integers. We use the circle method and estimates for exponential
sums over friable integers. Our method leads to an estimate for the number of pairs of
y-friable integers such that their sum is also y-friable. Assuming standard hypothesis of
sieve theory, we obtain also an estimate for summatory functions over friable integers.

Keywords : friable integers, circle method, sieves, exponential sums, diophantine equa-
tions.

1. Introduction

Un entier n est dit y-friable si son plus grand facteur premier, noté P(n), est < y.
Dans [10], Lagarias et Soundararajan étudient 1’équation a + b = ¢ lorsque a, b, ¢ sont
y-friables. Dans larticle de survol [11], ils exposent les enjeux de cette étude et notamment
les liens avec la conjecture abc.

En supposant I’hypothése de Riemann généralisée aux fonctions L de Dirichlet, ils
obtiennent une estimation de Ng(x,y) avec

ot = Y e(5)e(7)e(5)
(a,b,c)EN®

a+b=c
P(abc)<y

lorsque z > 2, (logz)%t < y < exp{(logz)'/2=¢} ot € > 0 et ® est une fonction C> a
suppport compact inclus dans |0, +oo[. Leur étude fournit ainsi une minoration du cardinal

N(z,y) := card{(a,b,c) € S(z,y)* : a+b=c},

ou S(z,y) désigne I'ensemble des entiers < x qui sont y-friables.
Dans [5], Drappeau compléte leur étude en obtenant un équivalent de N(z,y). Afin
de citer son résultat, nous notons o = «a(z,y) le point-selle I'unique solution positive de

I’équation
log p
D peoq = logw
PLY

Posant
0'0(0() = a3 // (tﬂfg(tl + tg))a_l dtl dtg
0<ty,ta,t1+t2<1

o1 (@) = 1;[ (1 + p(p?i—_11_ . <pp—_p1"“>3>,
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il montre, conditionnellement a ’hypothese de Riemann généralisée, lorsque (z, y) satisfait
(log z)3¢ <y < exp {(logz)/(loglog z)' T} et que x tend vers +oo, 'équivalent

U(z,y)3
N(a,9) ~ oo(a)er (a) "L
ou ¥(z,y) := card{S(z,y)}. En particulier, lorsque loglogz/logy tend vers 0, il vient,
sous I’hypothese de Riemann généralisée,

Yz y)*

(1) Na,y) ~ =5

Ainsi, il est naturel de conjecturer que cet équivalent est valable si, et seulement si,
loglog z/logy tend vers 0.

Nous nous proposons d’estimer inconditionnellement N (x,y) compte-tenu des connais-
sances actuelles sur la région sans zéro des fonctions L de Dirichlet. Nous notons
systématiquement u := (logz)/(logy). L’enjeu est d’établir (1-1) inconditionnellement
dans un large domaine.

Théoréme 1.1. Lorsque (x,y) satisfaisant a
1.2 r>2, exp{(logzx 2/3+e) <y < x,
( p{(log y

nous avons

N(zy) U(z,y)3 (1 N O(log(u—i- 1)))

2z log y
Remarques. 1- Le résultat obtenu est beaucoup plus précis mais nous avons préféré énoncer
dans I'introduction ce résultat qualitatif. Dans la section 5, nous donnerons une estimation
avec un terme d’erreur plus précis qui fera apparaitre la contribution de 1’éventuel zéro
de Siegel (cf. le Lemme 5.6).

2— Le cardinal N(z,y) peut étre évalué asymptotiquement grace a [4] avec un terme

d’erreur

0 <log(u +1) )

o(u)logy

ce qui fournit un équivalent pour N(z,y) uniquement dans un sous-domaine de la forme

(log x)(log log log x)
. > <y <
(1-3) x = xo(e), exp{ cloglog z } Sy <o,

relatif & € €0, 1[. L’estimation du Théoréme 1.1 lorsque u est borné découle donc de [4].

Nous étendons notre étude a ’étude de la taille de

A(l‘,y) = Z QA

nes(z,y)
ot {a,}nen une suite de complexes. La méthode utilisée pour estimer A(z,y) reprend

celle développée par le premier auteur dans [4]. Elle emploie la méthode du cercle grace a
la formule

(1-4) A@MZAAWM%wrWM,
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avec

Ay(z) := Z apne(nd), E(x,y;0):= Z e(nv) e(t) := ™,

nx neS(z,y)

Nous utiliserons systématiquement la notation

1
1Al = / Ay ()] do.

Nos résultats s’appliqueront essentiellement pour les sommes d’ensembles c’est-a-dire
lorsque

(1-5) ap :=card{(a,b) € Ax B : n=a-+b},

avec A et B deux sous-ensembles d’entiers de [1,z]. Dans ce cas, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz fournit ||Alj; < +/|A||B|. Nous renvoyons le lecteur intéressé par la genese de ce
sujet d’étude a [1],[2].

Dans I’étude de la densité des entiers friables, un role crucial est joué par la fonction o
de Dickman définie comme 'unique fonction continue sur ]0, +oo[ solution de ’équation
différentielle aux différences ug'(u) + o(u — 1) = 0 (u > 1) satisfaisant la condition
initiale o(u) = 1  (u € [0,1]). La fonction p est une premiere approximation de la
densité des entiers y-friables grace a la formule de Hildebrand [8]

(1-6) U(z,y) :xg(u){HOg(%)}

valable dans le domaine
(H:) v >3, exp{(loglogz)**°} <y <,

ou € est un parametre positif arbitraire.
Nous utiliserons systématiquement les notations

(1-7) Y = exp+/logy, H(u) := exp {m} (u>1).

Nous avons besoin d’exprimer nos résultats en fonction du zéro de Siegel. Il existe b, ¢ > 0
tel que L(s, x) n’admet pas de zéro dans la région

b
: >1-—
{8 €C: Re(s) Viegy +log(|7| + 2) }

pour tous les caracteres non-principaux de module ¢ < Y ¢ sauf éventuellement pour des
caracteres tous associés & un méme caractere primitif y; de module noté ¢;. Si ce caractére
existe, il est quadratique et le zéro, noté (3, est unique, simple et réel. Nous notons y, le
caractére de module ¢ associé a x1. Nous notons aussi 7(q) la fonction caractéristique
des entiers multiples de ¢; si (3 existe et la fonction nulle sinon. Nous avons (1) = 0.
Nous montrons que, sous des hypotheses usuelles de crible, nous pouvons établir un
développement précis de A(x,y). Nous supposons que la suite {a,},cn satisfait les
conditions suivantes
(H) 1l existe g une fonction C! de [1,+oo[ dans R, h une fonction arithmétique et enfin
r(z,d) tels que lorsque d > 1

Sa(x) =Y an = @g(ag) + r(z, d)
"
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avec |h(d)| < C*4). Nous noterons r*(x,d) = (d/x) SUpg i<z |7(E, d)| avec Q = [x/Y°]
ou ¢ est une constante suffisamment grande et nous imposons h(1) = 1.
Nous posons

_ 1 ule/(n,q)
0= Sy 70

et, lorsque k£ > 0,

(_1)k > k v
br(q) := 0™ dS,(e?),
(1:8) k ol

bi(a) = br(a) + bx_1(q) =

Nous introduisons les quantités

’ / j o - b;(‘]) q
X; = /Q SOV (ub)dt, o= dzlqu(g)hw).

= ¢la)

avec u(t) := (logt)/(logy) et

Nous avons ainsi oy = 1 et le Lemme 2.4 infra assure la convergence de «;.
Posons aussi pour z > 1 et k > 0,

1
fg(z) = min {1, (k+1- )72 (0<j<h)

et

k
(1.9) Cr(2) := U[jﬂk,j(z),jﬂ]u[k+1,+oo).

Théoréme 1.2. Soient e > 0, § €]0,72/2[ et une suite {a, }nen satisfaisant (H). Il existe
des constantes positives ¢1 et co telles que pour tout couple (x,y) dans (1-2) satisfaisant
au € Cryt (6\/log y/cl) et 1 < B<LY®, on al’estimation asymptotique

Mslog(u+ 1)
log y

Vai(loggi)H(u)~°

©(q1)(logy)zt=F

>k+1 + ! } + Y (z,y)Rp

k
X
Aley) = 3 st < W)l ( s
j=0

+ (2, y)[|Allin(q)

valable uniformément pour 0 < k < czv/logy/(loglogy).

Remarques. 1— On remarque qu’en général les techniques usuelles de crible ne sont pas
efficaces dans des problemes sur les entiers friables. C’est donc peut étre surprenant a
premiere vue que des hypotheses de type (H) apparaissent dans ce contexte. On pourra
se convaincre qu’elles sont indispensables lorsque on choisit & > 1.(1) 11 est & noter que
le terme principal ne dépend pas de B. Il faut donc choisir B pour minimiser le majorant.

1. En comparant par exemple la densité des entiers y-friables < x avec celle des entiers pairs
y-friables < .
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2— 1l est divertissant de regarder le cas a, = 1. Nous avons alors h(d) = 1 et
donc a; = b(1). De plus comme [r(x,d)| < 1,0ona Rp < (log 2B)/x ce qui est négligeable.
Puisque X; = 20 (u) — Xj41+O(¥(z,y)/Y) et b (1) = bj(1) +b;-1(1), nous pouvons

approcher la somme en j par
k

o2 bl

— log y

Q(J)

ce qui est le terme attendu. En fait, les seules différences par rapport au développement
obtenu par Saias [13] provient du domaine en u et du terme d’erreur provenant de
Iéventuel zéro de Siegel. En effet, d’aprés Saias (voir Notes du chapitre II1.5 de [14]),
on connait un développement avec un terme d’erreur O(z((log(u + 1)/logy)**!) dans
Cr(logy) lorsque k est fixé.

3-Dans le domaine (1-2), une application immédiate de [4] fournit uniformément par
rapport a la suite {ay, }nen 'estimation

log(u + 1
(110) Ae,y) = o) Alw,2) + O A0 E D),
La présence de ||Al|; est attendue puisqu’elle provient d’une estimation de E(z,y; —9)
dans la formule (1-4). L’estimation (1-10) s’applique principalement pour les sommes
d’ensembles(?). Nous obtenons donc dans (1-2)

card{(a,b) e Ax B : Pla+b) <y} = Q(u){l +O<M)}.

V/|Al|Bllogy

Lorsque A et B sont des ensembles denses, autrement dit lorsque |A| > x et |B| > x, le
terme d’erreur est le méme que celui donné par la formule (1-6).

S RVTI)Z]
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2. Estimation précise de ¥(x,y) et conséquence
2.1. Estimation précise de ¥(x,y)

Afin d’améliorer ce résultat, nous considérons des estimations plus précises que celle de
Hildebrand. L’estimation de Saias (cf. [14]) valable dans (H.) s’écrit

(2-1) U(z,y) = Alz,y) + O(¥(z,y) Le(y) ")
avec Yoo
Mgy | 7 e d) @R
Az +0,y) (xeZh),

et Lc(y) := exp{(logy)3/°~¢}. Notons aussi que l’on peut obtenir un développement
de A(z,y) en puissance négative de logy avec une précision de 1'ordre de

0 (o 1210

2. Dans le cas de ap =1, on a [|A||1 < logx ce qui fournit un résultat trivial.
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pourvu que z ne soit pas proche en un certain sens de y* avec k < n+ 1 (voir le corollaire
de [13] pour un énoncé précis ou les notes du chapitre II11.5 de [14]).

La mesure dA(t,y) peut se décomposer sous la forme d’une somme de deux mesures.
Nous avons

dA(t,y) = At,y) At — td({t}/1),

M =200 L Ty - wa(),

t logy J o y"
ou u(t) := (logt)/(logy).
Une intégration par parties (voir [4]) permet d’écrire lorsque ¢t > y

o (u®) y{t/yy [/, ¢"(u(®) —v)\ {y"}
log y +tlogy_ 0 (Q (uft)—v)+ log y ) yv dv.

Ainsi la quantité A(n,y) peut étre considérée comme une approximation précise de la
probabilité qu’'un entier n soit y-friable. Elle est plus précise que o(u(n),y) tout en vérifiant
(voir corollaire II1.5.18 de [14])

(2:3) Aw,y) = o(w){1 +05(%)}

avec

(2-2) Alt,y) = o(u(t))+

lorsque = > 2 et (logz)'*® <y < z.
Dans la section 3 de cet article, nous expliquerons que le terme asymptotique heuristique
pour A(z,y) est Ap(x,y) avec

(2-4) Ap(z,y) = Y J(gzy),

P(q)<B
et
(2-5) J(g;x,y) = @%u(%)d%an&](n,y),
dn
(2:6) N(ny) = n(E)M(F09)-
klq

Plus le parametre B est grand, plus cette estimation est précise. La principale étape
de la démonstration du Théoreme 1.2 est de démontrer que A(z,y) est effectivement
bien approché par Ap(z,y). A la Proposition 2.2, nous établirons un développement
de Ap(z,y) suivant les puissances de 1/logy pourvu que z ne soit pas proche en un
certain sens de y*.

Proposition 2.1. Soient ¢ > 0 et § €]0,7%/2] fixés, {an}nen une suite de complexes.
Il existe des constantes c; > 0 telles que pour tout couple (z,y) satisfaisant a (1-2)
et x > yY° on ait lorsque 1 < B < Y l'estimation

og g1 w) =0
+77(Q1)\/q_1(1 gq1)H(u) )

1
Bl=e o(q1)(logy)a! =~
De plus, sous les mémes conditions et pour € fixé, nous avons

Alw,y) = Ap(,y) < || Al () (

Ayes(2,1) = An(a.) + O 41, 2E2)

= J(gwy) + 0(\|A\\1\P($’y>).

Bl—a
q<B
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Remarques. (i) Le choix du domaine (1-2) vient du fait que nous avons dans celui-ci la
majoration
z V(Y

ve S Tyen

La condition x > yY° permet d’éviter les problemes liés a la discontinuité de o'(u)
en u = 1. Elle simplifie de nombreuses étapes techniques. Cela permet dans de nombreuses
situations de négliger le terme y{t/y}/(tlogy) qui apparait dans le développement (2-2).

(ii) L’estimation (1-10) correspond & l’approximation de A(x,y) par A;(x,y) puisque,
d’apres (2-3), nous avons

Ai(z,y) =J(1;x,y) = Z apA(n,y) = Q(u)A(x,x){l + O(%) }

n<w

(iii) La Proposition 2.1 est particulierement efficace pour les sommes d’ensembles.
Soient A et B deux sous-ensembles d’entiers de [1,z] et a, défini par (1-5). Dans ce
cas, nous avons [|A|; < /|A||B|. Compte tenu de (1-11), le terme d’erreur donné par la
Proposition 2.1 est donc négligeable par rapport au terme principal attendu lorsque la
quantité

x 1 V@ (log q1)H (u)™°
\AIIB\(Y‘” o) ¢(q1)(logy)z'—7~ )

tend vers zéro. Cela permet par exemple de conclure lorsque A et B sont ’ensemble des
nombres premiers inférieurs a x ce qui n’était pas possible avec seulement (1-10).

En revanche, les estimations fournies par la Proposition 2.1 ne sont pas satisfaisantes
si A = B = S(x,y) dans une large partie du domaine (1-2). Elles ne le sont que si la
quantité

V@ (log q1)H (u)™°
o(q1)(logy)z =P o(u)

n(q1)

tend vers zéro ce qui, compte-tenu de nos connaissances sur le zéro de Siegel, ne peut étre
affirmé que dans un sous-domaine (1-3) lorsque ¢ est un parameétre strictement positif qui
peut étre choisi > 1 contrairement a dans (1-3).

Nous démontrons la Proposition 2.1 grace a des estimations de E(z,y;v) développée
section 4 qui découlent directement de [3] et [4].

La Proposition 2.1 doit étre complétée par une estimation de Ag(z,y). Grace a
la seconde partie de la Proposition 2.1, nous pouvons nous restreindre a une somme
de J(gq;z,y) ou q est de taille controlée. La proposition suivante permet d’en déduire le
Théoreme 1.2.

Proposition 2.2. Soient ¢ > 0 fixé et une suite {an}nen satisfaisant (H). Pour tout
couple (z,y) dans (1-2) satisfaisant & u € Cpy1(6y/Iogy/c1) et 1 < B < Y, on a
Pestimation asymptotique

X,
(logy)J

M;slog(u + 1))’f+1+ 1

+O(wpl s (2 i

Ane)= Y e wte. )

valable uniformément pour 0 < k < co/logy/(loglogy).

2.2. Estimations complémentaires
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Nous avons oo ) )
o'(u—wv
M) = [ (otu=v)+ i) as, )
lorsque = ¢ Z et Ag(x,y) = Ag(z +0,y) sinon.
Le théoreme 1 et le lemme 7 de [3] fournissent immédiatement 'estimation de A\;(x,y)
suivante (voir aussi [6]).

Lemme 2.3 ([3]). II existe des constantes ca > 0 et My > 0 telles que pour tout
couple (z,y) dans (1-2), q satisfaisant & u € Cpq1(5logy/(6 + logq)) et 1 < ¢ < Y=
Pestimation asymptotique

- U (u w(a) 0 og(u 1
e Ay =Y b flgfy)) +0(otw) 25 (01 Cog 20 log(u+ 1))+

soit valable uniformément pour 0 < k < cav/logy/(loglogy).
En particulier, lorsque x/y >y (0logy/(6+1089)) dans (1-2) et ¢ > 2, on a la majoration

2¢() (log ¢) log(u + 1)
©(q)logy

Ag(7,y) < o(u)

Remarque. La derniere majoration correspond a k = 0.

Puisque b(¢) = 0si j < w(q) —1 et ¢ > 2 (cf. le lemme 1 de [3]), les premiers termes de
ce développement sont nuls lorsque w(q) est grand. La proposition suivante contient les

résultats concernant les b} (¢q) déduits de ceux relatifs aux b;(q) contenus dans le lemme 1
de [3].

/

Lemme 2.4 ([3]). (i) Nous avons bo(q) = by(q) = 0 lorsque ¢ > 2 alors que
bo(1) = b4(1) = 1.

(ii) Soit ¢ > 2. (Pour tout k < ¢, b}.(¢) =0) <= (¢{ < w(q) —1).

(ili) Pour tout ¢ > 2, on a b, (q) = (—I)W(Q)(qu logp)/e(q).

(iv) II existe une constante Ms > 0 telle que 'on ait pour tout g > 1 et tout k € N,

log 2¢)*
b3.(q)] < M2k|bw(q)(q)|(log 2q)k—W(Q) < Mé%

3. Raisonnement probabiliste
3-1. Estimation heuristique de A(x,y)

Lorsque B > 1 et n est un entier générique, nous notons np le plus grand diviseur
B-friable de n. Heuristiquement, la probabilité qu’un entier m vérifie mp = r est égale a

i)

Heuristiquement, la probabilité qu'un entier m de la taille de n soit friable et tel que
mp = r est égale a

= Z p(d)P(m : rd | m, P(m) < y)
P(d)<B

-3 )

P(d)<B
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La valeur de la somme A(z,y) est donc heuristiquement attendue égale a A’z (x,y) ou

)= (1-1)7 5 X a0 X ML),

p<B P(r)<B n<x P(d)<B

Lemme 3.1. Lorsque B > 2 et x > y > 2, nous avons

Ap(z,y) = Ap(2,y),
ou Ap(z,y) a été défini en (2-4).
Démonstration. Commencons par trier les entiers n en fonction de leur valeur de ng. Il
vient
C Y Y X a(Ea)k),
P(<B n<z  P(k)<B

avec

(rk:B)=Yd Y pla/d)ula/k)

dlr  P(q)<B QO(Q)
[d.k]lq

Cette somme est multiplicative et s’écrit sous forme de produit eulérien

H Cp(ﬁ, R; B),

p<B
PP llr.p™ |k
avec o )
p(pt ) p(ph ™"
BB = 3, P ) o
0<d<B  p>max{d,k}
Plagons-nous dans le cas p < B. Nous avons
1

Cp<0707 ) +p_1 1_1/p

Lorsque 8 > 1, nous avons

1 D
0;:B) =1 ———:0

Lorsque k > 1et 8 > k+1,

-1 1+1/p -1
1 K r+1
—tp ——< +PD 14 1~
p*(1—1/p) p*(1—=1/p) pti(1—1/p)

Ainsi § < k et donc r | k. On écrit k = rs et il est clair aussi que cette quantité est nulle
en dehors de 12(s) = 1. Lorsque 8 > 1,

cp(B,K; B) = p"~ =0.

PA—1/p) P =1/p) 1-1/p

(8.3 B) = 1 -1 3 1+1/p 1

Lorsque 8 > 0, nous avons
~1 -1
-1/p) p-1

cp(B, 8+ 1;B) = p° Y
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En rassemblant ces résultats, nous obtenons que k = sr et

c(r,sr; B) = H (1 - l)_lﬁ

S
p<B p

ce qui implique bien légalité Ap(z,y) = Az(x,y). O
3-2. Estimation heuristique de sommes d’exponentielles

Nous cherchons I'heuristique concernant les sommes Ey(x;a/q) := >, o, f(n)e(an/q)
lorsque f est une fonction arithmétique. Soit

Riwo= ¥ (S ¥ 10— X o)
s n=b(mod ) ()50
=S ()X ) X ()
"M (cfmy=1 sl ) el

Si f est bien répartie sur les petites progressions arithmétiques, alors R¢(z;a/q) sera un
terme d’erreur.
Un calcul fournit la formule suivante.

Lemme 3.2. Lorsque (a,q) =1, on a

(x;a/q) = Hia Z f(n —i—Rf(x;g).

n<z/k

Démonstration. Nous avons

n=b(mod q)
ac
=X > o) X
m‘q c=1 ngac
(e;m)=1 q/m|n

nm/q=c(mod m)

" ac ng
=X X o) X (G
m c=1 n<am
. (e;m)=1 nzc(moc{gn)

Nous pouvons donc écrire

avec
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Une inversion de Mobius fournit alors

My (x;a/q) = Z“ZZ Ny ()

m|q r|m n<azm/rq

=> w(k,q) Y f(nk),

klq n<z/k

avec

Nous obtenons facilement

o Mlar/R)p(r)  ulg/k)k
w(k’Q)_%q: elgr/k) — olg)

ce qui implique bien

Mf<x;g> :Z

1 klq

Zf

SO n<z/k

4. Estimation de sommes d’exponentielles

Dans I’étude de la densité des entiers friables, un role crucial est joué par la fonction o de
Dickman mais aussi par la fonction de Buchstab w 'unique solution continue pour v > 1
de I'équation différentielle aux différences (uw(u)) = w(u — 1) (u > 2) avec la condition
initiale uw(u) =1 (u € [1,2]) et w(u) =0 (u < 1).

Au vu du Lemme 3.2 appliqué lorsque f(n) est la fonction caractéristique des entiers
friables, la somme FE(x,y;a/q) est approchée heuristiquement lorsque (a,q) = 1 et

P(q) <y par

(41) V,(z,y) :ZM(Q/MI{:A(%,y), GeR)

Nous utiliserons aussi les notations

K(z,x) =Y x(n)

et 7(x) := > _, x(n)e(n/q) la somme de Gauss associée & un caractére de module g. De
plus, si 17(q1) # 0, nous introduisons

(4-2) = > ulr (trjl, X’r‘).

rlg/q
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La Breteche [3], précisant les résultats de Fouvry et Tenenbaum [6], a montré I’estimation
suivante.

Théoreme 4.1 ([3]). II existe des constantes ¢4 > 0 et c¢5 > 0 telles que pour tout
couple (x,y) satisfaisant a (1-2) et pour tout couple d’entiers (a,q) tel que (a,q) = 1
et 2< q <Y, on ait
V(z,y

(43 Bz y:a/q) = Vi(.9) + n(@a(@)Wy(e.y) + O( o))
avec -

Wytasy) = T80 [y =) )R 0) do

pla) o

On a de plus pour toute constante § € |0, %772[

51 ow(a/q1) Va1 log qH(u)_‘s
¢(q) logy

Remarque. La définition du zéro de Siegel dans [3] est 1égerement différente puisqu’il doit
appartenir a une région de la forme {s € C : ¢ > 1 — b/(log(q(|7]| + 2))}. Il n’est pas
difficile de changer la démonstration pour obtenir notre résultat. De plus, le facteur 2¢(9)
intervenant dans le majorant de Wy(z,y) a été changé en owla/a)

Une intégration par parties permet d’obtenir une estimation de E(z,y;d) pour o
irrationnel. Nous notons

Wy(z,y) < ¥(z,y)x

(4.4) ACRTE kzq% ge(nn)k(%@
ot "

(4-5) W@, y;m) = ;(éi; ;e(nn)%,
(4:6) wlt) = [y ) - 0K 0 d
et

(@7 Flu) = Blo(w) — e) + £

logy

Un développement asymptotique de wq(x,y) est donné au Lemme 6.5.
Nous rappelons certains résultats classiques. Nous définissons £(u) 1'unique solution de

(4-8) 1+ ué = €.

Nous avons par exemple (cf. lemme I11.5.8.1 de [14]) lorsque u tend vers 'infini

loglogu
&(u) = log(ulogu) + O<%).

Nous aurons besoin (voir corollaire I11.5.8.4 de [14]) de la majoration
(4-9) o(u—w) < o(u)e*™ (0 <w <),
et de la majoration valable pour tout § €]0, 27| et k € N fixés

(4-10) jw(u) =77+ W™ ()] < o(wH)™  (uz1).
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Théoréme 4.2. Soit ¢ > 0. Il existe des constantes positives cg, ¢y et cg telles que pour
tout couple (x,y) satisfaisant & (1-2) avec de plus x > yY (1) Q = [2/Y ], 9 = a/q+n
avec (a,q) =1, |n < 1/qQ et 1 < g < Y on ait

U(z, y))_

(4-11) E(x,y;9) = V:](l‘,y;n) + n(Q)X1(a)Wq($,y;n) + O( Yes

Pour toute constante § €0, %7?2[ fixée, n € R, (z,y) satisfaisant a (1-.2), 1 < ¢< Y, ona

2Pl 2@/ Jgrlogq V(z,y)
412 Wy, y;m) < ¥(z,y HO™+ S
(4-12) 1 ) <Y )x||77|| +1  ¢(q)logy ) yee

Pour tout couple (x,y) satisfaisant a (1-2), lorsque ¥ = a/q+mn avec (a,q) =1, |n| < 1/qQ
etq>Y% ona

V(z,y)
YCg/5 :

(4-13) E(z,y;9) <

Démonstration. La majoration (4-13) découle directement du corollaire 3 de [3]. Lors-
que g < Y nous procédons de la méme maniere que dans la démonstration du théoreme 2
de [3] sans chercher & estimer la contribution de chaque terme. Par souci de complétude,
nous rappelons certaines étapes déja rédigées dans [3] ou [4]. La condition x > yY (1+e)es
est 1a pour simplifier certains calculs et éviter les problemes résultant des discontinuités
des fonctions p et w.

Une intégration par parties fournit

E(z,y;9) = /0: e(1t) dE(t’ 4 g)
B /Q et 4B (1) + 0 (o)

puisque, lorsque (z,y) satisfait & (1-2), on a U(z/Y*",y) < W(z,y)Y ~°7/2.
Nous utilisons lestimation (4-3) de E(t,y;a/q) lorsque @ < t < z) pour évaluer
I'intégrale. La contribution du terme d’erreur de l’estimation (4-3) vaut

(4-14)

[ et agoruey =y < v (v + il [ it dr)

Q
¥ (z, y)(
Yc

4-15
(#13) ‘I’(x,y)
=

< L+ [nlz) <

quitte a supposer 4cg < 2¢7 < ¢ puisque |njz < Y. Nous avons donc

x

e(t) AW, (t, y)+o( vz, y)).

E(z,y;0) = / xe(nt) dVq(t,y) +n(qg)x1(a) / Yoo

Q Q

Comme dans [3] (page 65), en utilisant de plus I’écriture (4-1), nous avons

/z v Zu q/k / (nt))\(li,y)(:+O<w?;)2(log1:)(1+|n|x)>

Q

,u,q/k; W([E,y)
—Z e /Q/k e(knt)\(t,y) de + O =7,
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Nous estimons maintenant l'intégrale pour k& = 1 lorsque |n| < 1/Q en faisant une
intégration par parties. Un simple calcul analogue a ceux de [4] permet d’écrire

y{t/y} /
41 d()\ ty) — ):A ty)dt
(4-16) (t,y) Tog 1 (t,)
avec log(u 1 1)
+
N(t og\uT 1) t .
(t) < o) S (e [Qua)
La contribution du terme %{gyy} est d’apres [4]
v t log(2 v
/ e(nt)y{ [V} g < YIos2/y) (@)
o tlogy log y Yo
puisque z > yYce(1te),
Apres intégration par parties et 'approximation
t
e(nt) —1
4-17 dv=——"— = FE(t,t; O(1
(117) | etmyav = TP = Bt.ti) + o)
nous obtenons donc
’ ’ : Y(z,y)
(At y) dt = B(z,aip(e,y) = [ Bt tmN (¢ y) dt +O0(—25).
Q 1

Or, une interversion de sommation et des calculs analogues a ceux de [4] fournissent

B ain)\w) ~ [ "B GV (1 y) e

= Ze(nn)()\(x,y)—/ )\'(t,y)dt)

n

= - ’ y{t/v}
— nge(nn)k(n,y) + nzg:ze(nn) /max{n,y} d< ogy )
= y {z/y} {n/y}
__2§;GOW0A(n7y)+-ﬂig&y;%;xe(nn)( . _ - )7
avec Y {x/y} {n/y} ylog(Qx/y) \p(£,y)
gy y;me(nn)( - ) ey € ye

Nous aurons besoin de la majoration suivante

Y 3 e(77,,1)({3':3/31/} 3 {néy})

logy

y<n<zx

y 1 e(nn)(n — ky)
(et 2 > =)

logy 1<k /y ky<n<max{ (k+1)y,0}

Y < 1 1 1 )
< ——(——+ -+ ——

logy \[[nl|z 2 k 2 Ellnlly

1<k<1/(Inlly) 1/|Inlly<k<z/y
. log(||nlz + 2)
[l log y
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Nous avons donc

(4-18) /x e(nt)A(t,y) dt = > e(np)A(n,y) + O(lpgc’f) )

Q n<x

De plus, nous avons pour tout n € R

o(u) | log(|nllz +2)
(4-19) D e(mmAln,y) < i [l

n<x

En utilisant la majoration

, n(g/k)?’k _ g
(4:20) kz|q: ©(q) g90(61)

2 )

nous en déduisons apres sommation sur k l’estimation lorsque |n| < 1/(¢Q)

/ze(nt) dVy(t,y) =Z“(Q/k)k 3 e(knn)A(n,y)+o(—q2‘1’($’y))

2V ¢
0 T v(q) nealk p(q)?Yeo
2
_ . T Y(z,y)
- val(x7ya 77) + O<QO(Q)2YCG >a

ou nous avons utilisé la relation (4-4). Quitte a altérer la valeur de cg, nous pouvons
supprimer la dépendance en ¢ dans le premier membre du terme d’erreur. De plus, les
majorations (4-19) et (4-9) fournissent aussi lorsque 1/(¢Q) < |n| < 1/(2k) et ¢ < Y

n L e log([[nllx +2)
> elmA(f,-0) < grelule/R) + =5
(4-21) klq

1 2 Wz,
og(llnllz +2) _ ¥(a.y)

£(u)/logy 19
<t ] veo

et donc lorsque 1/(¢Q) < |n| <1/(29) et ¢ <y

V(z,y)

(4-22) Vala,ysm) < —,

Il reste a estimer la contribution de Wy(x,y). Pour cela, nous avons besoin de majora-
tions de K'(t,q).

Lemme 4.3. Lorsque ¢ >2,q1 | gett>1, on a

) B . owla/a) (g 1
K'(t,q) < min {tl 1/l gq)qu(l),\/quogq H (1 + %>}
pla

plaa

De plus, pour tout couple (x,y) satisfaisant a (1-2), 1 < g <Y, et § €]0, %7‘([ fixé, on a

_52°@W/ 1) p(q1) log g
©(q)logy

(4-23) wq(z,y) < o(u)H(u)

ot wy(x,y) a été défini par (4-6).
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Démonstration. Cette majoration a été implicitement démontrée dans [3]. Par souci de
complétude, nous donnons les détails. Nous avons

. w(r)xa(r)?r  yp 2—1/p _ 29 0(q)q
. %% p(r) g i ST e
P)f(h

En distinguant le cas t < ¢* (majoration triviale) et t > ¢* (utilisation de I'inégalité de

Pélya—Vinogradov) nous obtenons uniformément lorsque r | ¢/q1
K(trqm7 Xr) < %tl—l/(Blogq)‘

En sommant sur r et en utilisant 1'inégalité (4-24), nous obtenons la majoration par le
premier terme du minimum. La majoration par le second terme est obtenue par application
de 'inégalité de Pdélya—Vinogradov. Nous reportons la démonstration de (4-23) a la fin de
la preuve du Théoreme 4.2. O

D’apres la formule (69) de [3], on a

(425) dW(I(tvy) :T(Xls

dt (g
D’apres le Lemme 4.3, nous avons

v Tx)y® ot v 1y Y,y
/Qe(nt)go(ql)tlogyK (y,q)dt<< \/@(1 gq)H<1+\/Z_)><< Voo

T(x1)y” K/<t7q>.

o(q)tlogy \y

P w, (t,y) + y

plg
lorsque x > yY (1t+e)cs,
Il vient
‘ T(Xl) > —Bv 1, v \IJ(ﬁ,y)
e(nt) dWy(t,y) = / y " g(n,viz,y) K (Y, q dv+0( )
[ el awitn) = S [ K ) =
avec

T

g, v;x,y) :=/Q e(nt)tP =L f(u(t) — v) dt.

Pour estimer précisément g(n,v;x,y), nous faisons une intégration par parties qui est
rendue délicate par les discontinuités de f en 1 et 2. Nous notons 1 et @9 les discontinuités

en ces points qui sont clairement bornées.
Grace a (4-10) et (4-9), nous avons lorsque 0 < v < u(t), k > 0 et t € [Q, x]

(4-26) |F P (ult) — )| < o(u(t))e’E T2 H (u)=°.
Nous obtenons apreés une sommation par parties grace a (4-17)

g, vz, y) = g1(n,v;x,y) + g2(n, vy 2, y)

avec . - e(nt) 1 B .
91(n,3y) 1= [ S50 () )]
_/Q —Q(Zizi; (R loj;y)(u(t) )t

y(ﬁ—l)(v+1) e(,’,/yv—i-l) -1

g2(n,v;2,y) == —¢1 Oyo+1e[Q.al

logy 2min
—go yB=D+2) g(nyv+2) — 15 .
2 logy 27_”/,’7 Yy €(Q,x]
yﬁ(v—l-l)

<oy (Oyrr1ciQua) + Y7 0yrr2e(Qual)
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Ol 8yut1g[q,q] vaut 1 si g’ € [Q,x] et 0 sinon. Grace & (4-17), nous avons

91(n,v30,9) = [E(t6m)t* flu(t) — v)]

x

Q

7 Bt ot-2( (5 — f
[ e (s

+0 (a:ﬂ_lQ(u)e”(f(“)H‘S)H(u)_‘s)

= Z e(mn)n” =L f(u(n) —v) + O(xﬁ_lQ(u)ev(g(“Hz‘;)H(u)_‘S)

n<x

)(u(t) —v)dt

yﬁ(v-i-l)

+ O( logy (5y”+1€[Q,x] + y’g(syq;+2€[Q7x])).
Majorons la contribution du dernier terme d’erreur et celle de go. Grace au Lemme 4.3,

elles sont
(¢/q1)
<Y y’ (/ yo(1=1/(310g)) dv+/ yv(1—1/<31°gq>>+1dv)
yo<z/y yrse/y?

¢(q) logy
owla/an) /ar of 1 W(x,y)
V ~1/(3logq) o Y\T,Y)
< z/y < )
v(q) logy( /9) Yes

lorsque = > 32 par exemple. Lorsque yY (19 < o < o2

majoration du Lemme 4.3 ce qui fournit mais aussi

q1logq ( 1y y° /
< 1+ —) dv
o(q1) g VP 108y Jqry<yr<asy

plq1

, nous utilisons la deuxieme

1\ yf y? ¥(z,y)
<1 (1 —) < ¢°W <« —=2
quH + VP’ logy 1 Viogy Ycs

plg

Ainsi

[ el awye.) = Wyte i + 0 F2).

De plus, lorsque n € [—%, %], nous avons la majoration

v+1
zP o(w)e? €20 Fr () =0 4 yPo+1)
zln| +1 logy

ce qui fournit grace au Lemme 4.3

g(n,viz,y) < (Oye+1ei@,al + ¥70yv+2e(Q.a1)

Qw(q/m)\/q_l B oo U (x,y)
Wz, y;m) < QuHu_‘s/ y 'Y do + —
T R R v
ow(q/q1) lo B i}
< Vailogq @ Q(u)H(u)_5 + 4(33’@

e(g)logy  zn|+1 Yes

oll nous avons
(427) o= —(1 - B) — ((€(w) +26)/ logy) + 1/(3loga) > 1/ loga.

La démonstration de (4-23) s’obtient de la méme maniere. Grace a (4-26) et au Lem-
me 4.3, nous obtenons

2W(Q/Q1)S0(q1) oo
wla, ) < o(u) H (u)~ 210 / y~ du
/ ©(q) 0
_52°@/ (1) log g
¢(q)logy

< o(u)H (u)
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5. Friabilité des sommes de deux entiers friables

5-1. Un lemme auxiliaire

Dans ce paragraphe, nous estimons la quantité intervenant naturellement dans nos
calculs
1/(2k)
n
51 k,n's @, y) = A()/ e((n' —n)n) dn.
(5:1) ok n'szy) = A1y ((n' = n)n) dn

n<e —1/(2K)

k|n

Nous montrons le résultat suivant qui pourrait étre un exemple utile dans d’autres
applications liées a la méthode du cercle.

Lemme 5.1. Lorsque (x,y) satisfait (1-2), n’ € N et k < Y**, nous avons

A [k, y) ky/(logy) )
k min{|z —n/|+ 1, |0/ — k|,n'}/’

oun’ +— 1(n' < x) est la fonction caractéristique de I'intervalle [1, z].

(5-2) o(k,n';z,y) = 1(n' <z)+ O(

Démonstration. Lorsque k | n/, on a

/

, 1 ./n ,
. : =\ — < z).
(5-3) o(k,n';z,y) k)\<k,y)1(n < )

Le cas k t n/ demande un traitement plus subtil qui & la connaissance des auteurs est
nouveau dans le cadre de la méthode du cercle. Nous avons
, B n \sin(mn'/k)(—1)"/*
U(kanvway)_ Z A(E:Z/) 7T(TL/—TL) ’
1<nLe
k|n

puisque dans ce cas k1 n' nous avons toujours n # n’.

Afin d’estimer o(k,n’; x,y), nous allons montrer qu’au prix d’un terme d’erreur accep-
table, nous pouvons remplacer le terme A (n/k,y) par A (n'/k,y), puis que la somme peut
étre étendue a tous les multiples de k£ dans Z. Nous avons

sy sin(rn'/k) Aln, y)(=1)"
R P e
1<n<La/k
_ sin(mn’/k) Z —kA(2n,y) + (n/ — 2kn)(A(2n,y) — A(2n + 1,3))
N (n' —2kn)(n' — 2kn — k)
1<n<z/(2k)
k
O(——=)-
* |z —n/| +1
Observons que, posant ||| := min,ez{|ao — n|}, on a
1 log x 1
54 .
(5-4) 7;5 n|n — af <% + allal|

D’une part, d’apres (4-16), nous avons

Z (A2n,y) = A(2n+1,y))

(n' —2kn — k)
1<n<Lz/(2k)
1 Y 1
< Y - 3 :
r<nSaromy IV~ 2kn—kln " logy | L= byln’ — 2k[éy] — k|
< klogx ky/(logy) ky/(logy)

In’ — k| |n’ — k| In’ — k|’
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ou nous avons appliqué (5-4) avec a = (n’ — k)/(2k) (resp. a = (n' — k)/(2ky)) et utilisé
lerl] = 1/(2k) (resp. [lal| = 1/(2ky)).
D’autre part, une nouvelle utilisation de (4-16) fournit de la méme maniere la majoration
3 —k(AC2ny) = An'/ky))  ky/(logy)
(n/ —2kn)(n' — 2kn — k) n'

1<n<Lz/(2k)

Enfin, nous avons ’estimation

—k —k
=1(n' <)
ey O BB ] 2 =g~ B =)

m1n{|$ n,‘ 1, |’I7,/ k|,n,}

sin?rrz) - Z i_—l)n (2€C~2)

appliquée pour z = n//k fournit

—k B (=1)" B T
Z (0 —2kn)(n/ —2kn — k) ng (0 —kn)  sin(mn//k)k’

neZ
En rassemblant ces résultats, nous obtenons lorsque k t n’

A(n'/k,y) ky/(logy)
ol 'sy) = = <) + O = SEEE)

5-2. Majoration de moments d’ordre 2

Nous aurons besoin d’une majoration de la norme L? de V,(x,y;n) et de W, (z,y;n).
Les lemmes suivants fournissent des résultats suffisants pour nos besoins.

Lemme 5.2. Pour tout couple (x,y) satisfaisant a

/0 Vi )2 dy < wx,y)—(ﬁ)“.

Démonstration. Nous avons

/Ol\ﬂ(x,y;n)VdW o 22 > (kiko)u(a/ka)p (Q/@)A(%’y)A(%’y)

n<z ki|(n,q)
k2|(n,q)
n n
= 2 Z klk‘g /kl <Q/k2> Z )\<k—1,y>A<k—2,y)
k1| n<T
kalg s oI
V(z,y)o(u) K1k 9 )
< w(q/k1)“p(q/ka)”.
(P(Q)2 ];1 [k17k2] ( / 1) ( / 2)
kalgq
Le calcul ik
> kb ula/ke)” = T 97 (1+3/p) < ala/e(@))’
kilq o k] p”llg
kalq

fournit alors le résultat. O
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Lemme 5.3. Soit § €]0, 172[. Pour tout couple (z,y) satisfaisant a (1-2) et ¢ < Y,
sin(q) #0et qi|g ona

1 w(q/q1) 2
Q14 log q _ N
/0 (W, y;m)[* dn < 1@((})2 <logy) 2?00 (2, y) o(u) H (u) 2.

Démonstration. Nous avons

1
CoN2 ’wq n, )|
/() ’Wq(x7y7 77)| d77 - Z n2(1 B)
< Q14UJ(Q/Q1) (logQ) 1'2(’8_1)‘1’(1? y)Q(U)H(’U,)_Zé
¢(q)* \logy ’ ’
ou nous avons utilisé le Lemme 4.3. O

5-3. Démontration du Théoréme 1.1

La premiére étape de I'estimation de N(z,y) est résumée dans le lemme suivant.

Lemme 5.4. Il existe une constante cg telle que lorsque (z,y) satisfait a (1-2), nous ayons

U(x,y)%o(u
(55) N(w.y) = NV(@.9) + NW(a.y) + o &2l e))
avec
1/aQ )
NV(z,y)= > sO(q)/ Va(@,y;n)"Vo(@, y; —n) dn,
q<Y*°8 -1/4Q
1/4Q ) )
NW(z,y) =Y SD(Q)/ (Wa(z,y3m)* V(55 —n) + 2|Wo (2, y3m)[*Vy (2, ;1)) dn,
g<Y*°8 -1/9Q
n(q)=1
ou @ = [x/Y*].

Remarque. Apres la lecture de la démonstration qui suit et de celle de la Proposi-
tion 2.1, le lecteur se convaincra facilement que AV (z,y) intervenant dans la formule
(6-6) de la démonstration de la Proposition 2.1 n’est pas forcément approché par
NV (z,y) mais par NV (x,y) auquel on ajouterait la contribution du premier terme de
I'intégrale intervenant dans la définition de NW (z,y). S’il n’y a pas de zéro de Siegel,
alors NW(z,y) =0 et AV (x,y) et NV (z,y) sont proches.

Démonstration. Nous écrivons

1
N(:cuy):/ E(z,y;9)*E(z,y; —0) dd.
0

Posons

(5:6) MmaQ = U |-+

et M 'ensemble de R/Z tel que, modulo 1, nous ayons

(5-7) [0,1] = Ugcyes M(q, Q) |9
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soit une réunion disjointe.

Nous appliquons le Théoreme 4.2 pour les arcs majeurs c’est-a-dire pour ¥ €
Ug<yesM(q, Q). Appelons R(z,y;) le terme résiduel et M(z,y;?) le terme principal
de sorte que, lorsque ¥ = a/q +n avec (a,q) =1, |n| < 1/qQ et 1 < g < Y, nous ayons

M (z,y;9) = Vo(x,y;n) +n(q)x1(a)Wy(z,y;n).

Par commodité, nous posons M(z,y;9) = 0 pour ¥ € M) avec I défini par (5-7)
de sorte que pour tout ¥ € [0,1] nous ayons d’apres le Théoréme 4.2 la majora-
tion R(z,y;7) < ¥(z,y)/Y.

Posant

1
Ni(z,y) = / Mz, y; 0)> Mz, y; —9) 49,
0

nous avons

Nz, y) — Ni(a,y) < / (B 5:9) + [M(z, 5 9) )| Rz, y: 9)| d9

U(z,y) Y(z,y)
< W(‘I’(fﬂay) +[M[3) + Vee/s

avec

1 1/2
I3 o= ([ 1) a0)

Nous utilisons les relations

(5-8) Z xi(a) =0, Z x1(a)* = ¢(q)-

1<a<q 1<a<q
(a,q)=1 (a,q)=1
Il vient
) 1/9Q ) )
E= Y w@ [ Vil + @l Wi )P
q<y*°s _1/‘]Q

D’apres le Lemme 5.2, nous avons
1/4Q ) g \4
> e [ W< e Y () < v ey
q<Y*s -1/4Q q<Y s e(q

D’apres le Lemme 5.3, nous avons

1/4Q

> U(Q)SO(Q)/ Wz, y:m)|* dn
q<Yes —1/QQ
qwla/a) /] 2
< V(z,y)o(w)a® P VHw)™> > 4 (10gq)
v vld) Mogy
ailq
< U(z,y)e(uw)e® D H(u) 2 I ogy.
e(q1)

En rassemblant ces résultats, nous obtenons

z,vy)?%o(u
N(z,y) = Ni(z,y) +O(w>
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pourvu que 0 < ¢g < min{cg — cs,cs/5}. En réutilisant encore les relations (5-8), nous
obtenons

1/QQ

=D 3D S B AN R A R

q<Yes 1<a<q 1/4Q
(a,q)=

= NV(z,y) + NW(z,y),

ce qui acheve la démonstration de (5-5). 0

La deuxieéme étape consiste a établir 'estimation de NV (z,y) suivante. Pour cela, nous
introduisons la fonction g définie par g(ki, ko, k3) = 0 si 21 k1koks et

kik k,k,k: 1 1
g(k1, ko, k3) := [k1,£2,2k32H ( L2 3) H = 2/p H (1——2>,

plkikaks p|(k1,k2,ks) p
P2 ptkikaks/(k1,ko,ks)®
avec 1 2/
—2/p
C = —_
_ 2
pUQ (1—1/p)

Lemme 5.5. I existe des constantes positives c1g et c11 telles que, lorsque (x,y) satisfait
a (1-2) et x > yY“°, nous avons

NV (z,y) = NVi(x,y) +O(w),

Ycu
avec
ni N9 ni + Na
NVi(z,y) = ko ko K A(—, )A(—, ))\( : )
(2, y) > glkikaks) Y VMY et
(k17k27k3)€N3 (nl,ng)ENz
n1l-€frlbz§:v

En particulier, lorsque (x,y) satisfait a (1-2) et x > yY “'°, nous avons

NV (z,y) = %xy)g(l +O(%)).

Remarque. A la manitre de Saias [13], il est possible d’obtenir un développement
de NV (z,y) suivant les puissances négatives de logy.

Démonstration. Pour estimer NV (z,y), nous développons les sommes V;(x,y; —n). Nous
obtenons

1/4Q ) n3
= > > ulg/ks) k3/ Vo(z,yin)® ) e(—nsn)k(k—,y> dn
q<Y*8 ks|q 1/4Q ns<z 3

k3|n3
1/(2k3) n
= > Zu(q/kg)kg/ Vo(z,yin)® ) e(—ngn)k<k—3,y) dn
q<Y°8 ks|q —1/(2ks3) na<e 3
k3|ns

o[,
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ou la somme en ng lorsque |n| €]1/¢Q,1/(2k3)] a été majorée grace a (4-21) par
O(¥(z,y)/Y°) et l'intégrale a été majorée grace au Lemme 5.2. En utilisant la nota-
tion (5-1) et en développant les sommes V,(z,y;n), nous obtenons

k1koks

NV(zy) =Y. > pla/k)pla/k)p(a/ks) (1)

a<Y 8 (K ko,kz)EN?
kilg

Z a(kg,nl—i—m;x,y)A(Z—i,y)A(Z—j,y)

(n1,n2)€EN?
max{ni,n2 <z
ki|ni

Fo(M)

Grace a (5-2), nous pouvons remplacer o(ks,ny + no;x,y) par

1
)\<n1 + no

L 1 <
" " ,y> (n1+mn2 < )

au prix d’un terme d’erreur majoré par

U(z,y)*o(u)

208
L xyuY Pt K Yo 2 ,

pourvu que c¢g soit choisie suffisamment grande. Nous avons donc

NV(z,y)= Y nv(z,y;q) + O(M),

}fCG/Q
qsYes

ke ks
©(q)?

nw(z,y;q) = Y plg/ka)u(a/k)p(a/ks)

(k1,k2,k3)EN?
kilq

(mnzz)eNz )\(:—i,y))\(z_j’y>>\(n1;n2’y>'

ni+na <

La majoration
A(%,y) < o(u(n/k)) < olu(n))kE@/18y  (3/yOW) < p < )

fournit

) (k1k2k3)5(“)/ logy xQQ(u)3
©(q)?

iz, yiq) < Y, plg/k) ulg/ka) g/ ks)
(k1,k2,k3)EN?
kilq

gw(a) g3¢(u)/ logy
©(q)

< U(z,y)%o(u) 5
La somme en ¢ de terme général nv(z,y;q) est donc convergente et lorsque cj; <
3 min{cs, ¢g} nous avons

NV(z,y) =D nv(w,y;q) + O(W)_

q=1
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Une interversion de sommation fournit alors

Swenn=  $ bk 5 ()

(k1,k2,k3)€EN3 (n1,m2)€EN?
ni+na<z
kq_|n7
avec
k1 ks
glki, ko ks) = D pla/ka)ue/ke)i(a/ks) =
= v(q)
[k1,k2,ks3]lq
3
k1ks k1, ko, k3] 1-2/p 1
= 2H“( A > H _ 2 H (1_ _2>7
¢([k1,k2,]€3]) i=1 ki ptkikaks (1 1/]7) p|(k1,k2,k3) P

ptkikaks/(k1,ka2,k3)?

qui est bien la valeur annoncée dans 1’énoncé du Lemme 5.5.
De plus, nous pouvons vérifier les relations

Z g(]ﬁ, k27k3) -1 Z ’9(751,]4327 k/’3)’(k'1k2k3)1/4

kik kik
(k1,ka ks) EN3 12 (k1 ko ks ) EN3 172

< 1.

En utilisant trois fois la formule (2-3) et l'estimation

log(u + 1) log(2kx/n)>

o(u(n/k)) = o(u) + O(Q(u) logy

valable lorsque k < (logy)°™ et (x,y) dans le domaine (1-2), nous obtenons

S Ao () = Gy (o (PR

(n1,m2)EN
ni+ne<x
ki|ni

valable lorsque kiks < (logy)® et (z,y) dans le domaine (1-2). Nous en déduisons

I’estimation U(a.y)? log( )
~ Y(z,y og(u+1
NV(w.y) = 21 <1 + O< logy )>

dans le domaine du Lemme 5.5 O

Enfin, il reste & majorer NW (z,y).

Lemme 5.6. Soit § €]0, 72 /2[ fixé. Lorsque (x,y) satisfait a (1-2), nous avons

@129 (log q1 )2 H (u) =% 1 )

N U(z,y)”
W(l’,y) < (l‘ay) Q(U)< @(ql)z(logy)2x2(1—ﬁ) + Yee/2

Démonstration. Pour estimer NW (z,y), nous supposons 7(q1) = 1 et nous développons
les sommes V,(z,y; —n) et V,(x,y;n). Nous obtenons

NW(x,y) = NWi(z,y) + 2NWa(z,y),
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avec
NWi(z,y) = > > ulq/ks) ks/ 3 y)Wq($,y;n)2e(—n3n)dn,
<Y kalq 1/4Q n3<m
q1lq k3|ns

1/aQ
x wq(n3, y
NW(z,y) = 1 > / > Vi@, y;m)Wy(z, y; n)e(—nan) qyfl_?’ﬂ )dn-
3

<Yy°s 1/9Q na<z
Q1\q
Nous avons

1/(2ks) n
NWi(z,y) = D> > ula/ks) ka/ A(,{—S,y)Wq(x,y;n)Qe(*nan) dn
q<Y 8 k3lq 1/(2k3) ny<a 3
q1lq k3|n3
U (x,y)*o(u)
+o(=3am )

Nous développons les sommes W,. De la méme maniere que pour 'estimation de NV (z,y),
il vient

Wq (N1, Y)we(no,
NWi(z,y) Z > ula/ks)ks Y ol 9) ngz y)U(n1+n2,k3;I,y)
q<Y 8 kslq ni<z (nlnz)
q1lq n2<w
U(z,y)%o(u)
+O( e )
Wq (N1, Y)we(Na, ny+n
Z ZMQ/’% Z ¢(n1,7) ;1562 y))\( 1k Q,y)
Q<Y 8 k3‘q (nl,nz)ENz (nan) 3
qlq ni+n2 <
U(z,y)%o(u)
+o(=hr )

La majoration (4-23) fournit aisément

q12¢) (log g )2 H (u)~2° 1 )
©(q1)%2(log y)222(1=5) Y ce/2

Grace a (4-12) et aux Lemmes 5.2 et 5.3, nous avons

1/2 wy(ns,
NWs(z,y) = T / > Valm yimWe(z,y; n)e(—nsn)"éli_?’ﬂw dn
3

(@1 <yvs 1/2 o

NWi(z,y) < ¥(z, y)QQ(U)(

q1lq

W(z,y)?o(u)
+O(7>
Y06/2
n1 wq(nz, y)wq(m +n2,y)
ﬂq/kl A T Y —
e 2, ok 3 () G
q1|q ki|ny

U(2,y)%0(u)
+o(=Fam )
La majoration (4-23) fournit aussi

w(q1) 2 —26
2 ¢12'1) (log q1)* H (u) 1
NW2(IL’7y) < \I’(ar,y) Q(u)( <p(q1)2(logy)2x2(1_ﬁ) + ch/2)'

O

En rassemblant les résultats contenus dans les Lemmes 5.4, 5.5, 5.6, nous obtenons
largement le Théoreme 1.1 compte tenu de la seconde remarque du Théoreme 1.1.
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6. Application de la méthode du
cercle : preuve de la Proposition 2.1.
6-1. Préliminaires
Le lemme suivant est trivial mais sera tres utile.

Lemme 6.1. Soit {a,}nen une suite de complexes. On a

(61) a0 = / Ay (@)e(nn)dy,  |an] < |IAlL.

Nous énoncons le résultat préliminaire suivant (voir [12]).

Lemme 6.2. Lorsque q > 1, x1 est primitif de module ¢; ot q1 | ¢, m | q et ¢ tel que
(¢,m) =1, nous avons

= () {FHEIN Y5 ol
(15’;)?1 m X si g1 1 m.

Remarque. Ce lemme s’applique aussi pour ¢; = 1.

Nous utiliserons aussi le résultat suivant.

Lemme 6.3. Soit {a,},en une suite de complexes. On a

d)
Z Agjgin(z Z@ q/?jg Z ane(nn).

1<a<q n<x
(a,q)=1 d=(g,n)

De plus, lorsque k | ¢, on a

1/(2k) 3q

[ isutwmlan < S jaly
—1/(2k)

Démonstration. On a

(6:2) Sulesm) =32 3 anelmm) D5 o(%7):

dlg nsz 1<agyq
d=(q;n) (a,q)=1

Lorsque (¢,m) =1 et m | g, le Lemme 6.2 appliqué a ¢; = 1 fournit
> (%) = plgp(m)
1<a<g #(m)
(a,9)=1
que nous reportons dans (6-2) lorsque m = ¢/d ce qui acheéve la démonstration de la
premiere formule.
Majorons l'intégrale. Nous avons

1/(2k) 1
/ 1S, (s m)] < / h(9, k)| Ag ()] O
0

—1/(2k)
ol . .
a a
h(¥, k) ::card{lgagq:(a,q)zl, 9 e U } ~ o E’E“Lﬂ[}
(a7Q)_1
S’il existe un tel a, les autres solutions a’ satisfont |a — a’| < ¢/k. On a donc

h(9,k) < 2q/k +1 < 3q/k,
ce qui fournit la majoration recherchée. O
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Le lemme suivant fournit une majoration de V,(z,y;n) utile notamment lorsque ¢ est
grand. Nous rappelons la définition de £ en (4-8).
Lemme 6.4. Soit € > 0. Pour tout couple (x,y) satisfaisant a (1-2), ¢ <y etn € R, on a

9w(9) g€(w)/ log y U(z,y)
<e 1—e
©(q) q

Vi, ysm) < ¥(x,y)

De plus, pour tout couple (x,y) satisfaisant a (1-2), ¢ <y et |n| < 1/(2q) on a
9w(q)

Vo(z,y3m) < 2——

oy (€15 loa(aln] + 2)).

Démonstration. Notons la majoration

(6-3) At y) < o(u(t)) < o(u)  (t€[Q,2]).

D’apres (4-4) et (6-3), nous avons

Vitewin) < 30 ML S o)) <o 30 MR i,

klg n<a/k klg

La majoration (4-9) appliquée pour v = log k/ log y fournit

Z,u (a/k) ( )ﬁ(u)ﬂogy

Qw (q) U(x,y)
< U T,y qf(u)/logy < ?
(#.9) ©(q) q—c

qi(U)/logy
Vo(z,ysm) < ¥(2,y)——~—

La deuxieme majoration est alors immédiate.
Les majorations (4-20) et (4-21) fournissent

Vy(a.yin) <<WZM/ 9 (otuta/k) + logalu] +2))
(64
ow(q) /1o
<<xm(q5( V1984 4 log(z[n| + 2)),

ce qui fournit la majoration recherchée.

6-2. Démonstration de la Proposition 2.1

L’objet de ce paragraphe est de montrer la Proposition 2.1 & partir du Théoreme 4.2
en partant de la formule (1-4). Nous choisissons ¢; < cs. Rappelons (5:6) et désignons
par 9’ 'ensemble de R/Z tel que

(6-5) [0,1] = Ugcye: M(q, Q) | W

soit une réunion disjointe.
Nous appliquons le Théoréme 4.2. La contribution de 9’ & intégrale (1-4) est clairement

< || Al (x y).



28 REGIS DE LA BRETECHE ET ANDREW GRANVILLE

Lorsque 9 € IM(q,Q) et ¢ < Y, la contribution dans (1-4) du terme d’erreur
O(¥(x,y)Y ) de (4-11) est majorée aussi par

< || Al (x y).
Nous avons donc
(66 Ale.y) = AV (z.9) + AW (2,y) + Ol 4], 2 2)
avec
AV(z,y) == Y av(g,qQ), AW(z,y) = Y aw(q,qQ)
qsY el qsY el
et
1/N
Z / Aajqin(@)Ve(2,y; —n) dn
1<a<q -
(a,q)=
1/N
©7) = [ Sytwsm Vit —n) d,
~1/N

1/N
(g, N) i=n(g) S i@ / At Wa =)

1<agq
(a,q)=1

Estimons la contribution notée AW (z,y) du zéro de Siegel. Le terme d’erreur lié au zéro
de Siegel lorsque q; | ¢ est toujours

B—1 \/q_llogQI H(u)_5 \I/(x,y)7
¢(q1)logy Yo

Wz, y;m) < n(q)¥(z, y)z

oft nous avons utilisé I'inégalité 2¢(2/9)p(q1)logq/(v(q)logq) < 1 lorsque g est un
mutiple de ¢;. Le terme 7(q1) est nul 8'il n’y a pas de zéro de Siegel.
Sa contribution est donc bien englobée par le terme d’erreur autrement dit

68)  AW(r,y) < [Aln(g)¥ (e, y)at YR giys 44, 2T:Y),

p(q1)logy Yes
Estimons plus précisément AW (x,y) en vue d’applications ultérieures. Nous étendons
Dintégrale intervenant dans aw(q,¢Q@) & lintervalle [—1 1] en utilisant (4-12). Dans

I’ensemble
] —1/(29),1/(¢@)] U [1/(¢Q),1/(29)[,

on a Wy(z,y;—n) < ¥(z,y)Y % et les intervalles Ja/q — 1/(2q),a/q + 1/(2¢)] sont
disjoints. Il vient

AW(ay) = 3 awla.20) + O], ),

q<Y el

Dans l'ensemble [—1/2,—1/(2¢)] U [1/(2q),1/2], d’apres le Théoreme 4.2, nous avons
Wy(z,y;—n) < ¥(z,y)/Y . La contribution de cet ensemble & l'intégrale est donc
< q¥(z,y)/Y . 1l vient

AWGy) = Y aw(e.2) + O( 4], 2L,

Ya
qsY el
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pourvu que cg = 3¢ .
Lorsque q1 | g et n(q1) # 0, on a

/Zane nn)Wy(z,y; —n) Z Xl(a)e(%) dn.

n<x 1<a<q
(an):l

En utilisant le Lemme 6.2 pour estimer la somme en a et en utilisant I’écriture (4-5), nous
obtenons

aw(q,2) = ZM(E)M(ﬁ)T(Xl)Q&q)) 3 anX1<?)w;(ﬁ’ﬂy),

o @/ elqr) ¢( =
(n,q)=q/m

Grace au Lemme 4.3, nous obtenons

q14 w(q/q1) log q

J?'G 1 x, 75.

aw(q,2) <

Il est clair que cette majoration ne permet pas de retrouver la majoration (6-8) mais
I'expression explicite de aw(q, 2) pourrait étre utile pour certaines applications.

Des techniques développées dans [3] et [6] permettent d’établir un développement de
wq(z,y). Pour cela nous introduisons de nouvelles notations. Soit

ZM X1 (T?)sL(S,Xr)

rla/a1
de sorte que
D (o @]
Q(S) _/ S'UKI( )d'U
s 0
Nous écrivons
o0 1 >
= de(@)(s =B == di(a)(s = p)*
k=0 k=0
dans un voisinage de (3. L’hypothese sur § fournit dy(q) = dj(¢) = 0 et nous avons
_ (_l)k > —Bv, kgl v
(6-9) di(q) = 7= [ e 0K (%, q) dv
o Jo
et
dy— q -1 § > —pBv, k— v
(o) = Biuta) + I = S [ ek ok g ) o
logy k! 0

Nous pouvons maintenant montrer un développement précis pour estimer wy(z, y).

Lemme 6.5. Soient k > 0 et § €]0, 172[ fixés. Pour tout couple (z,y) satisfaisant a (1-2),
g <Y et ue Cryi(6(logy)/logq), on a
K ) (u ow(a/q) k+2
w p(q1) (logg) -
=3O gy + of o) H () ™).
= (logy)7 plg)  (logy)
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Remarques. 1— Ici nous n’avons pas pris la peine d’obtenir un résultat uniforme en k.
Cette uniformité peut étre obtenue par les méthodes développées en [3].
2— Un calcul élémentaire fournit

B
q p
(@) =G TT (G250 aew™™)).
q p—1
pla/a
Notons alors que si ¢/q; a un facteur premier p tel que x1(p) = 1, ce coefficient dj(q) a
tendance a étre petit alors que sinon on peut le minorer.

Démonstration. Le lemme 12 de [3] fournit tout d’abord le développement suivant : pour
chaque entier £ > 0 et tous réelsu > 0 et v > 0, on a

(6-10)
k (—1)7 .
Jlu=v) =3 e @™ (50 - j/ logy)
=0 7
L (—1)i+! '
+Z z W j(v+m—u) (B +m—u)—j/logy)
=0 T acm<a

u—vE<mLu

o /Ov(v — )" (B —t) + 1/ log y)w TV (u — t) dt,

ou 'on a posé ' _

Wim.j = w9 (m) — w9 (m - 0).
Nous sommes maintenant en mesure d’estimer wy(z,y). La méthode utilisée est celle de
la démonstration du théoreme 1 de [3]. Par souci de complétude, nous donnons les détails.

Nous rappellons que dp(q) = 0 lorsque ¢ > 2. Compte-tenu de (4-6), (6-9) et de (6-10),
nous obtenons

(j) d;
w J—1<q)
_ () + 39Dy e L
¢(z,y) ;logy ( d;(q)+ 10gy>+ 1+ R
avec
k
B (_1)]+1
Ry = Z 4! Z
=0 1<m<j+1
m<u
Foo o ‘ dv
| mitotm =y (8o m ) - ) K 0)
-1 k +oo +o0 1
Ry = ( k:') / w(k“)(u—t)/ (U—t)k_l(ﬁ(v—t)+b—)f{/(y L)y~ dvdt.
: 0 t

Pour majorer Ry, nous n’avons pas besoin de la restriction u € Cry1(6(logy)/log q). Grace
au Lemme 4.3 et a la majoration (4-26), nous obtenons

ow(a/q1) +oo oo
Ry < @(m)/ WD (y ’/ 2+ 1/logy)yt—V/Blegd =)z 4z q¢
e(q) 0
2202/ 9) p(qy) slogg k—1
L ———po(u)H(u) ° —— ti t+1/logy)y “*dt
o(q) U()logyo 1/ logy)

_5 2W(q/Q1)g0(q1) (log q k+2

)
o(q)  (logy)k+2’

ol nous avons utilisé (4-27).

< o(u)H (u)
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Majorons maintenant la quantité R;. Du Lemme 4.3, il vient

2w (a/a1) p(
R < 2 o) Z Z / v v + 1/ logy)yt—1/Blegd=Av gy

SO((]) 7=0 1<m<j+1
m<u

22(/1) (g, ) (108; Q)e (1-1/(3log ¢)—B) (u—t—1)
v(q) logy ’
ou l'on a posé ¢ := min(k + 2, [u]).
Lorsque (1-2) et ¢ < Y, nous avons

logy —& e
ogq > (/e Vlogy. u < (logy) =2/ 2+,

ce qui permet de majorer convenablement R; lorsque u > k + 3.
Si u < k + 3, 'hypothese u € Cr41(6(logy)/logq) et le choix de la constante b dans la
définition du zéro de Siegel impliquent

<

1 1
(=0 = 1)(logy) (5~ 1+1/(Bloga) > (u— g2 " > (k42— ¢~ 1)log (1>

ce qui en le reportant dans la majoration de R; fournit le résultat requis. O

Il reste & estimer AV (x,y). Soit Q' := 2y*/%. Du Lemme 6.4, nous déduisons que lors-
que n € M(q, Q") ~M(q,Q) et ¢ < Y nous avons

Y(z,y)

Ye
pourvu que ¢; soit choisie suffisamment petit par rapport & c7. De plus, lorsque ¢ < Y,
les ensembles 9M(q, Q') sont disjoints. Il vient

Vo(z,y;—n) <

AV = Y avia.o@) + 0l Au).

Ya
qsY el

Gréace au Lemme 6.4, nous étendons l'intégrale définissant av(q, ¢Q’) & un intervalle de
longueur 1/¢g en majorant la contribution de la réunion d’intervalles

Ur=]-1/qQ",—1/(29)] U [1/4Q",1/(2q)[.
Lorsque ¢ < Y“* et n € Uy, on a
2w(@ g y'/*logx
pla) =

de sorte que la deuxieme majoration du Lemme 6.3 implique

Vo(z,yim) <

i

ow(q)
av(q,2) — av(q,qQ) < [[All1y"/* logz ™.
©(q)
11 vient
1/4 2w(q)q
AV(zy)= 37 av(a20) +O( Ay loge 3~ =)
gyl qkYcl P\
= > av(.20) + O( [ Ally*/*Y** (log y) log
gy

= 3 av(q,2q) + (IIAII ;cly))

gsY el



32 REGIS DE LA BRETECHE ET ANDREW GRANVILLE

Notons aussi que le Lemme 6.4 fournit aussi

V(z,y)

Z av(q,2q) < ||A]1 Bl--c

q=B

lorsque B < Y.
D’apres (6-7), (4-4) et le Lemme 6.3, nous avons

pla/k)k [0 n
(6:11) av(q,2q) = % “olg) /_1/(2q) Sq(x3m) g e(nn))\(E, y) dn.
k|n

Nous introduisons
MQ/k o(q)u(q/d) ..
(612 = MO S Dt S awetbnte)
d=(g;n")

ou o(k,n';x,y) est défini en (5-1).

Grace a (6-4), nous étendons l'intégrale intervenant dans 1’écriture (6-11) de av(q,2q) a
un intervalle de longueur 1/k pour chaque indice k de la sommation ci-dessus en utilisant
dans la réunion d’intervalles Uy = [—1/(2k), —1/(2q)] U[1/(2q9),1/(2k)] la majoration

Z e(nn)A(%,y) < m log x.
n<x

k|n

Le terme d’erreur lié & cette extension est d’apres (6-4)

> lav(g,29) — av'(g; 2, y)]

gsY el
q/k)2q Y@
<logz Y ZM /( ; / |Sq (3 m)| dn
g<ver kg P\ 1/(2k)
p(a/k)*q?
<loga Yo S MIB Ty,
g<Y*1 klg Pla)k
U(zx,
< (log )y A, < 124y,
Nous en déduisons
V(z,y
(613) Ay = Y wlgry)+0(LaY a,).
gsY 1
Nous utiliserons (6-1) et la majoration
Zu 61/1C )’k p(a)u(a/d) > ||
v(q/d) — min{x —n/ + 1, |n/ — k|,n'}
it d=(q.n")
(6-14) <Y pla/k)*k? p(q)p(a/d)? 5 1Al
0 el w(a/d) min{z —n' + 1, [n/ — k[, n'}
dlq d=(gq,n’)

2
< ||All1(log z 2“(‘1) 9
H Hl( g ) Q( (q))
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conséquence de la majoration

wg/k)*k — e@ula/d)? o (4 \?
,%q: (q) dZIq: o(q/d)d <<2()q<90—)’

En reportant (5-2) dans (6-12), nous obtenons grace a (6-14)

) =SS BT S ()

klq n'<x
d=(g,n")
w q \?
Oy @a( 5 )").
Or
/
Z (g Z/d 3 an/A(%’y) = so(q)u(fczl/d) S ue) Y an/\<%,y>
q/ n'<x d|q SO(Q/ ) elg/d n<x
d:((;n/) de\|n
*ZZW Q/d u(fd) >~ @) (7v)
llq d|¢ n[|<:c
= ZEM(Q/E) Z an>\<%7y>v
Llq n<x
ln
donc

oo N Tl 20w(a), (_91_\?
av'(q; z,y) J(q7x,y)+0(HAH1yu2 Q(@(qQ )

avec J(q; x,y) défini en (2-5). En reportant dans (6-13) et en utilisant la condition z > yY 3
avec c3 suffisamment grand, nous obtenons donc

AV = Y T rw)+O(IAh e Ay togy)?)

(6:15) " U(z,y)
_ . LY
= > J@zy +0(lAh—=5).

A

En utilisant la formule (6-1), nous obtenons

J(g;2,y) = ﬁ dzmu(%)d/ol A(=n) Y e(nn) anu(%)A(%,y)-

n<x klq
d|n

Nous en déduisons la majoration

) <141 S ks () =e(u(3))
4w(9) g&(u)/logy

< THAHl‘I’(%y)-
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Cela permet de rajouter & la sommation de (6-15) les ¢ > 5/ tel que P(q) < Y puisque
dans le domaine (1-2), grace & une majoration a la Rankin, nous avons

4w(a) g€ (u)/logy - 4w(@) gt/ logy+€(u)/logy

> RALTDS

s ©(q) [y ©(q)
P(q)<Y*!
4pl/\/logy+£(u)/ logy
<Y VI (14 P )
pLY“l p

< Y71/4(10g y)o(l),

ce qui suffit pourvu que ¢; < i. Il reste & majorer J(q;z,y) lorsque Y* < ¢ < y

Nous notons Ji(g;x,y) la contribution des arcs majeurs et Jo(q;z,y) la contribution
complémentaire autrement dit J(q;z,y) = J1(¢; x,y)) + J2(q; z,y) et

Ji(g;,9)) = — )i [ A 3 el dnd ).

@(Q) dla 0a “,Q ) n<z
d|n

1/4

La majoration (4-19) implique pour n € R, ¢ < y'/* et (,y) dans (1-2) la majoration

w/togy) 29Y oug log(lldnllz + 2)
Z e(nn)Ag(n,y) < gt/ gy)w +9 (Q)W_

n<e
d|n

Apres calculs, cette majoration fournit
Jo(q; 2,y) < g~/ 1B vty 2 log 2] Ay

de sorte que

Uz,
Y gy <y AL < [|A] gfcly)'
Y1 <qgyt/e

Pour majorer Ji(q;x,y)), grace au Lemme 2.3, nous obtenons lorsque (z,y) satis-
fait (1-2) et x/y > Y

290 log(u + 1)logg _ ¥(,y)
< 1—e
©(q) logy q

> P(n,y)| < zo(u)

n<x
d|n

et donc

J1(g;x,y)) << 1 25 Z/zm n)| dn.

e (m)

Puisque ces intervalles sont disjoints lorsque Y < ¢ < y'/#, nous obtenons

Y. Dilgzy) < |1A||1M

61(1 26)
Yel <q<y1/4 Y



Densité des friables 35

Nous avons donc lorsque B < Y

AV(zy)= Y Jazz.y)+ O Al o))

Yei(1-2¢)
(6-16) g<y el
> J@ﬂmy%+O(NMthmyﬂy>muf%y+3707@»'
P(g)<B

En reportant cette estimation dans (6-6) et en utilisant la majoration (6-8) et le Lem-
me 3.1, nous achevons la démonstration de la Proposition 2.1. O

6-3. Démonstration de la Proposition 2.2

Nous démontrons la Proposition 2.2 a partir de la Proposition 2.1. Compte-tenu de la
Proposition 2.1, il suffit de considérer o<B (g;x,y). Nous estimons A,(n,y) intervenant
dans l'écriture de J(q;x,y) grace au Lemme 2.3 lorsque n € [z/Y !, z], la contribution
des n < z/Y*“ dans Ap(z,y) étant négligeable. Lorsque n € [z/Y ', z] et 1 < ¢ < Y,
nous utilisons (2-7). Grace a Sg(z) < z||A||1/d et & la majoration

Z

4W(q)

log 2q) ’Hl < k!,

nous pouvons montrer que la contribution de ce terme d’erreur est

M3 log(u + 1))k+1

< k!\I/(a:,y)||AH1< logy

Compte-tenu de (2-4) et (2-5), il reste a estimer

k b:(q) ) (u(n
61 PN PO T

j=01<q<B dlq

dln

Une intégration par parties fournit

; 4 z (3+1) T )
Z anQ(J)(u(n)) = Sd($)g(])(U) —/Q Sd(t)gtl—((t)) dt + O(%)

n<x
d|n

Nous utilisons maintenant I’hypothese portant sur Sy(x). Apres calculs, il vient

(6-18) E:aMﬁNMnD:l%ﬁXj+O(Eg§£¥ﬂl+rﬂadmwxmyu+ny>
i

Un calcul aisé fournit

Mi(logq)? (14 C)*@ 1M
Z Z() Z (gQ)() ) J ‘

q>B q>B

En reportant (6-18) dans (6-17), il vient

y):jgi%a] o + O (¥l { (BN 4 4 )
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avec, grace au Lemme 2.4,

b5 (q)] o[\ (z,d)zo(u)(log(u+ 1))
ZZ v (q) 2 <3> (log )7

7=0q<B d|q

~ i
<U(z,y) Y. ! 22&(%) P (d) S (M; log(u + 1) log q)

= so(q} = (logy)s

<L U(z,y) Z E Zu (%) z,d) < V(x,y)Rp,

<n Pl

puisque lorsque d € N

(1]

[10]
[11]
[12]

[13]
[14]

> 1

N
= < o)
dlq
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